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Lehrbuch 

der 



Goniometrie. 



Dr. A. Kleyer's 

Mathem.-techn.-naturwissenschaftliche Encyklopädie 

enthält die sämtlichen Definitionen, Lehrsätze, Formeln, Segeln etc., sowie die denkbar 
mannigfaltigsten gelösten und analogen ungelösten Beispiele und praktischen Aufgaben, 

welche in den sämtlichen Zweigen der 

Rechenkunst, der niederen, höheren und angewandten Mathematik, 

nämlich in den kaufmännischen und bürgerlichen Rechnungsarten, in der Algebra, Pla- 
nimetrie, Stereometrie, synthetischen Geometrie, ebenen und sphärischen Trigonometrie, 
analyt. Geometrie der Ebene und des Raumes, Differential- und Integralrechnung etc., 
in der Physik, Elektrotechnik, Mechanik, Graphostatik, Chemie und der chemischen Tech- 
nologie, Geodäsie, Nautik, math. Geographie, Astronomie, in dem Maschinen-, Strassen-, 
Eisenbahn-, Wasser-, Brücken- und Hochbau, sowie in den Konstruktionslehren, als: 
darstellende Geometrie, Polar- und Parallel -Perspektive, Schattenkonstruktionen etc. 
vorkommen und ist, infolge der eigentümlichen und praktischen Anordnung dieser 
Disciplinen, infolge der zahlreichen, jedem einzelnen Lehrsatz und Abschnitt beigegebenen 

mannigfaltigen vollständig gelösten und analogen ungelösten praktischen Aufgaben, 

sowie infolge der vielen sauberen in den Text gedruckten Holzschnitte und beigefügten 
lithographischen Tafeln von zahlreichen fachmännischen Seiten aus allen Teilen Europas 
und Amerikas als 
das praktischste Lehrbuch für Schüler aller Schulen (indem jedes Hauptkapitel als ein 

für sich bestehendes Ganze abgeschlossen ist und allein bezogen werden kann), als 
das beste Handbuch für Lehrer nnd Examinatoren (indem Definitionen etc. meist in 

Fragen und Antworten gegeben sind), als 
das vorzüglichste Lehrbuch zum Selbststudium für Jeden einzelnen Teil der erwähnten 

Wissenschaften, und als 
ein vortreffliches Nachsohlagebuch für Fachleute, Militärs, Ingenieure, Architekten, 
Techniker Jeder Art 
anerkannt worden. 

Stuttgart, im Juni 1886. Die Verlagshandlung. 
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Vorwort 



Soweit mir bekannt, ist in den sämtlichen Lehrbüchern über Trigono- 
metrie die Goniometrie als einleitendes Kapitel zur Trigonometrie behandelt. 
Da nun die goniometrischen Funktionen und die goniometrischen Formeln eine 
sehr allgemeine Anwendung haben, indem dieselben nicht allein in der Trigono- 
metrie, sondern auch in vielen andern mathematischen Disciplinen und ganz 
besonders in der höheren Mathematik zur Anwendung kommen, so habe ich die 
Goniometrie von der Trigonometrie, mit welcher sie, wie oben erwähnt, seither 
stets verbunden war, vollständig getrennt und dieselbe in einem besonderen Lehr- 
buch, dem vorliegenden, nach dem von mir erwählten System bearbeitet. In 
allen denjenigen meiner übrigen Lehrbücher, in welchen goniometrische Funk- 
tionen vorkommen, kann ich somit stets auf dieses Lehrbuch der Gonio- 
metrie Bezug nehmen, was beim Aufsuchen irgend welcher goniometrischer 
Formeln oft von grossem Vorteil ist. Mit vorliegendem Buch wird die mathe- 
matische Li tteratur durch das erste Lehrbuch, welches lediglich über Gonio- 
metrie handelt, bereichert. — Was das Studium dieses Lehrbuchs anbetrifft, so 
habe ich an geeigneter Stelle in Form von Anmerkungen die nötigen Hinweise 
gegeben. 

Berichtigungen, etwaige Wünsche in betreff der Aufnahme weiterer wich- 
tiger goniometrischer Formeln etc., nehme ich stets mit Dank entgegen. Die- 
selben finden bei einem Neudruck möglichste Berücksichtigung. 

Frankfurt a. M., im Juni 1886. 



Dr. A. Kleyer. 
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Berichtigungen. 

Seite 162, in Formel 101 soll es 5 sin« statt sina heissen« 
„ 175, „ „ 151 „ „ im Nenner rechts: cos 2a + cos 2 ß Btatt: 

cos 2 « -f- cos 2 « heissen. 



Goniometrie 



oder 



Winkelmessungslehre. 



Goniometrie 

(Winkelmessungslehre). 



In der ebenen Trigonometrie (siehe dieselbe) ist auf Seite 1—5 gezeigt, 
dass die Grössen der Winkel im rechtwinkligen Dreieck abhängig, d. h. Funktionen 
sind von dem Verhältnisse irgend zweier Seiten desselben. — In diesem Kapitel: 
Die Goniometrie (v. griech. Winkelmessungslehre) soll nun auf allgemeine 
Weise gezeigt werden, wie die Grösse eines jeden beliebigen Winkels von dem 
Verhältnisse zweier Strecken abhängig gemacht, bezw. wie die Grösse eines jeden 
Winkels durch abstrakte Zahlen ausgedrückt und dargestellt werden kann und 
welche Beziehungen (Relationen) zwischen den sogen, goniometrischen Funktionen 
(Winkel-, auch trigonometrische Funktionen genannt) bestehen; dabei sollen 
einige wichtige Anwendungen der goniometrischen Funktionen in dem Gebiete der 
Algebra vorgeführt werden. 

H~ H 



L lieber die Winkel im allgemeinen. 



Frage 1. Was ist ein Winkel? 



Erkl. 1« Ein Strahl ist eine nur nach einer 
Richtung hin begrenzte gerade Linie. 



Figur 1. 




Antwort. Denkt man sich von zwei 
aufeinanderliegenden Strahlen (Erkl. 1), 
deren Anfangspunkte zusammenfallen — 
z. B. in Figur 1 die Strahlen ab und ac 
— und von welchen der eine, z. B. ab 
als fest, der andere ac als beweglich 
gedacht wird, den beweglichen Strahl ac 
in gleichem Sinne und in einerlei Ebene 
in irgend eine andere Lage um seinen 
Anfangspunkt a, z. B. in die Lage ac t 
gedreht, so nennt man die Ebene, wel- 
che zwischen dem festen Strahl ab und 
irgend einer beliebigen Lage, z. B. ac t , 
des beweglichen Strahls liegt, einen Win- 
kel (lat. angtdus, griech. gonia, yrntta). 
Die Strahlen ab, ac t selbst, heissen die 
Schenkel, der Anfangspunkt a heisst der 
Scheitel des betreffenden Winkels. 



Frage 2. Was versteht man unter 
positiven, was unter negativen Winkel? 



Goniometrie (Winkelmettungtlehre). 



Antwort. Nach voriger Antwort ent- 
steht ein Winkel durch Drehung des 
beweglichen Strahls ac in gleichem 
Sinne und in einerlei Ebene; da 
man nun diesen Strahl ac nach zwei 
Seiten vom festen Strahl ab, z. B. nach 
ac t und nach ac lt in Figur 2 gedreht 

l 



Goniometrie. 



Figur 2. 




Erkl. 2. Beispiele von positiven und nega- 
tiven Winkeln sind unter anderem die Bm- 
tions- (Höhen-) und Depression»- (Tiefen-) Winkel 



denken kann, so erhält man Winkel, 
die durch entgegengesetzte Drehung des 
beweglichen Schenkels entstanden sind. 

Betrachtet man nun die in einem be- 
stimmten Drehungssinne erzeugten Win- 
kel als positive, z. B. 2^bac t in Fig. 2, 
so hat man in Bezug auf diese und 
nach dem Begriffe der entgegengesetzten 
Grössen (siehe Algebra: die entgegen- 
gesetzten Grössen) offenbar alle in ent- 
gegengesetztem Drehungssinne erzeugten 
Winkel, wie z. B. ^bat^ in Figur 2, 
als negative Winkel anzusehen (siehe 
Erkl. 2). 




Frage 3. Welche Arten von Winkeln 
kommen in der Goniometrie in Betracht? Antwort. In der Goniometrie kom- 
men folgende ebene Winkel in Betracht: 

1). flache oder gestreckte, d. sind solche, 
deren Schenkel in einer geraden 
Linie liegen, z.B. 2f.bac t in Fig. 3; 

2). rechte, d. sind die Hälften von ge- 
streckten Winkeln, z. B. <£& ÖC i 
in Figur 3; 

3). spitze, d. s. solche, welche kleiner 
als ein rechter Winkel sind, z. B. 
<f bac z in Figur 3; 

3). stumpfe, d. s. solche, welche grösser 
als ein rechter Winkel sind, z. B. 
<£6ac 4 in Figur 3; 

4). Uberstumpfe, d. s. solche, welche grös- 
ser als ein gestreckter Winkel 
sind, wie <£6ac 8 in Figur 3; 

(spitze und stumpfe Winkel, bezw. alle 
diejenigen Winkel, welche kleiner 
als ein gestreckter sind, heissen 
auch konkave^ oder hohle Winkel; 
im Gegensatz hierzu heissen alle 
Uberstumpfe Winkel, bezw. alle die- 
jenigen, welche grösser als ein 
gestreckter Winkel sind, konvexe 
oder erhabene Winkel); 

5). volle, d. s. solche Winkel, die entstan- 
den sind durch Drehung des be- 
weglichen Strahls bis zu seiner 
ursprünglichen Lage, z.B. ^bac 
in Figur 4; 

5). übervolle, d. s. solche Winkel, die ent- 
standen sind durch Drehung des 
beweglichen Strahls bis zur ur- 



Figur 4. 




Von den Winkeln im allgemeinen. 
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Figur 5. 



<< — < 




sprünglichen Lage und darüber 
hinaus (kommen z. B. vor bei den 
Spirallinien), z. B. <£bac t in Fig. 5; 
6). Komplementwinkel, d. sind solche, die 
sich zu einem rechten Winkel (zu 
90°) ergänzen, z. B. die spitzen 
Winkel eines rechtwinkligen Drei- 
ecks, oder <£ bae z und <£c a ac, 
in Figur 3; 
9). Supplementwinkel, d. s. solche, welche 
sich zu einem gestreckten Winkel 
(zu 180°) ergänzen, z.B. alle Ne- 
benwinkel, wie <£bac z und <fcCsac t 
in Figur 3. 
Alle übrigen in der Mathematik vor- 
kommenden Winkeln, als: sphärische 
Winkel , Flächenwinkel , Körperwinkel 
etc., lassen sich auf diese hier ange- 
führten ebenen Winkeln zurückführen 
— man vergleiche z. B. die sphärische 
Trigonometrie. 



Frage 4. Wie werden in der Gonio- 
metrie die spitzen, stumpfen und 
über stumpfen Winkel dargestellt und 
allgemein bezeichnet? 




Antwort. Denkt man sich, Figur 6, 
zwei sich senkrecht durchschneidenden 
Linien (Achsen) XX, und TT t gezogen, 
so wird die Ebene in welcher die sich 
schneidenden Linien XX i und TT t lie- 
gen in vier rechte Winkel — Quadranten 
genannt — geteilt; nummeriert man diese 
Quadranten, wie in Fig. 6 angegeben ist, 
der Reihe nach mit: I, II , HI und IV, 
und nimmt den Strahl AX als festen 
Schenkel aller möglichen Winkel an, so 
ist ersichtlich, dass alle spitzen Winkel 
(wie a) im ersten, alle stumpfen Winkel 
(wie ß) im zweiten, alle Uberstumpfen 
(wie 7 u. ö) im dritten, bezw. vierten Qua- 
dranten liegen müssen. Spitze, stumpfe 
und überstumpfe Winkel werden in der 
Goniometrie hiernach bezeichnet, bezüg- 
lich durch: Winkel: im 1*-, 2* n , 3 tM oder 
4 ten Quadranten. 

Im dritten Quadranten liegen die Win- 
kel, die grösser als 222 und kleiner 
als 322 sind; im vierten Quadranten lie- 
gen diejenigen Winkel, welche grösser 
als 322 und kleiner als 422 sind. 



Goniometrie« 



Frage 6. Wodurch ist die Grösse 
eines Winkels im allgemeinen be- 
stimmt? 



Antwort. Da nach der Definition 
eines Winkels, in Antwort der Frage 1, 
die Grösse eines Winkels abhängig ist 
von der Grösse der Drehuag des 
beweglichen Schenkels, so ist die Grösse 
eines Winkels durch die Lage des be- 
weglichen Schenkels zu dem festen Schenkel 
(bezw. des einen Schenkels zu dem an- 
dern) vollkommen bestimmt, dabei aber 
ganz unabhängig von der Länge der 
Schenkel. 



Frage 6. Wann ist die Lage eines 
Winkelschenkcls zu dem anderen 
Schenkel bestimmt? 



Antwort. Die Lage eines Winkel- 
schenkels zu dem anderen Schenkel 
ist bestimmt, wenn man die Lage eines 
Punktes des ersteren zu letzterem kennt. 



IL Bestimmung der Lage eines Punktes in einer Ebene. 



Frage 7. Wie kann man die Lage 
eines Punktes in einer Ebene fixieren? 



Figur 7. 
Y 



s^MMi 



+x 



*n 



Jk 



-y| 



W 



♦X 



t 



X, 



-y 



tfX^ % 



Antwort. Die Lage irgend eines 
Punktes in einer Ebene kann man un- 
ter anderem (s. die analytische Geo- 
metrie) auf folgende Weise feststellen: 

Wählt man irgend zwei sich senk- 
recht durchschneidende gerade Linien 
(Achsen), z. B. in Figur 7 die Linien 
XX t und YY t , so ist die Lage irgend 
eines Punktes P t in der Ebene der 
sich durchschneidenden Linien XX t 
und YY t bestimmt, wenn man dessen 
Abstände P t a und PJ> von den Achsen 
XX^ und YY i kennt. Diese Abstände 
werden zusammen Koordinaten genannt, 
und zwar wird der eine Abstand, z. B. 
P t a, Ordinate — stets bezeichnet durch 
den Buchstaben y — der andere Abstand, 
also P x b, Abscisse — stets bezeichnet durch 
den Buchstaben x — des Punktes ge- 
nannt Da die Abscisse P t b des Punktes 
P t in dem Rechtecke aÄbP t durch Aa 
auf der Linie XX n die Ordinate P t a 
durch Ab auf der Linie YY t gemessen 
werden kann, so heisst dementsprechend 
die Achse XX i die Abscissenachse, die 
Achse YY t die Ordinatenachse , zusam- 



Bestimmung der Grösse eines beliebigen Winkels. 



men heissen sie Koordinatenachsen und 
bilden ein sogenanntes Koordinatensystem; 
der Punkt A heisst Anfangspunkt des 
Systems. 

Da nach dieser Art der Bestimmung 
der Lage eines Punktes, derselbe auch 
mit gleichen Koordinaten 

(P,a = P 2 a t = P,a t = P,a; 

P t b = P 2 b = P s 6 t = PA) 

in jedem der vier Quadranten, in welche 
die Ebene durch die Koordinatenachsen 
geteilt wird, liegen kann, so bedient 
man sich zur weiteren Bestimmung 
der Lage eines Punktes (nämlich ob: im 
1'«°, IF« m*» oder IV* n Quadranten) der 
algebraischen Zeichen: + und — ; und 
bezeichnet z. B. die Ordinaten, die 
oberhalb der Abscissenachse XX^ liegen, 
wie: P x a, P 2 a x (auf der Achse YY X ge- 
messen, je = Ab) mit -f- (plus), als- 
dann, dem Sinne der entgegengesetzten 
Grössen entsprechend (Erkl. 3), die 
unteren, wie: P*a t , P K a (je = Ab t ) 
mit — (minus). Analog bezeichnet man 
zum Beispiel die Abscissen, die links 
der Ordinatenachse YY t liegen, wie: 
P t 6, PA Qe = Aa) mit +, alsdann die 
Abscissen auf der rechten Seite der 
Achse rr t , wie: P 2 6, P,6 l (je = Aa t ) 
mit — (siehe Erkl. 3). Kennt man hier- 
nach die Länge der Koordinaten (Ordi- 
nate y und Abscisse x) eines Punktes 
und die Vorzeichen (-{- oder — ) dersel- 
ben, so ist die Lage des Punktes voll- 
kommen bestimmt, da durch die Vor- 
zeichen angegeben ist in welchem Qua- 
dranten der Punkt liegen soll; denn: 

im l len Quadranten hat man für die Ordinaten: +y, für. die Abscissen: +#, 

» ^ v ?i u ii ii 11 TÄ » ii ii ' #i 
Qten «i v 

» " 11 11 11 11 11 11 «^1 11 11 11 •*! 

n * ii :? ii ii ii ii V\ n ii ii i*^i 

wobei x und y irgend welche Längen 
bedeuten können. — Die Entfernung r 
eines gedachten Punktes wie P t von dem 
Anfangspunkt A des Koordinatensystems 
wird immer als positiv betrachtet und 
radius vector genannt — man vergl. die 
analytische Geometrie: die Koordinaten- 
systeme. 



Erkl. 8. Misst man in Figur 7 von dem 
Punkte A irgend welche Strecken (die Ordi- 
naten kann man auf der Achse YY if die Abs* 
rissen auf der Achse XX, je vom Anfangs- 
punkte A messen), z. B. auf der Linie YY i9 
so gibt es eine Zweideutigkeit, da eine und die- 
selbe Strecke von A nach Y oder von A nach 
Y, gemessen werden kann; um diese Zwei- 
deutigkeit zu vermeiden, bezeichnet man die 
nach einer Richtung gemessenen Strecken, 
dem Sinne der entgegengesetzten Grössen (siehe 
Algebra, die entgegengesetzen Grössen) ent- 
sprechend, mit dem algebraischen Vorzeichen 
+ (plus), alsdann die nach entgegengesetzter 
Richtung gemessenen Strecken mit — (minus). 
Dasselbe gilt für die Strecken, die man von A 
auf der Linie XX und zwar von A nach X 
und von A nach X t abtragen, beziehungsweise 
messen kann. 
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Goniometrie. 



HL Feststellung der Grösse eines Winkels mittelst dem 
Verhältnis zweier Strecken. 

Frage 8. Wie wird in der Gonio- 
metrie die Grösse eines beliebigen Winkels 
vollkommen festgestellt? 



Figur 8. 




Erkl. 4« Ein planimetr. Lehrsatz, heisst: 
„Dreiecke sind Ähnlich, wenn — unter 
anderem — zwei Winkel des einen Drei- 
ecks gleich sind zweien Winkel des 
anderen Dreiecks. tt 
In Figur 8 haben die rechtwinkligen Dreiecke 
A ap, A a.py A a 2 p 2 den Winkel « ge- 
rn ein schart lieh, nnd sind die Winkel paA, 
Pt<\A, p^OjA, .... als rechte Winkel gleich, 
folglich sind diese Dreiecke ahnlich. 



Erkl« 5. Ein planimetrischer Satz, heisst: 
Rechtwinklige Dreiecke sind ähnlich, wenn 
— unter anderem — das Verhältnis 
zweier beliebiger Seiten eines der Drei- 
ecke gleich dem Verhältnis der ho- 
mologen Seiten des anderen Dreiecks 
ist. 



Beispiel 1« 

Ist z. B. das Verhältnis der Katheten Aa 

und ap gegeben, durch: — = -£- und man 

tragt in Figur 9 von A irgend eine Strecke als 
Längeneinheit zweimal von A nach Aa, und 
Strecke dreimal auf der in a errich- 



teten Senkrechten von a nach ap auf, so ist die 
Grösse des Winkels XAp durch die Lage des 
Schenkels Ap vollkommen bestimmt; denn tragt 
man irgend eine andere Strecke als Längeneinheit 
zweimal von A nach Aa t und dieselbe Strecke 
dreimal auf der in a, errichteten Senkrechten 
ab, so ist nach der Erkl. 5 das neue recht- 



Antwort Nach Antwort der Frage 5 
ist die Grösse eines beliebigen Winkels 
bestimmt, wenn man die Lage des be- 
weglichen Schenkels zu dem festen 
Schenkel kennt. 

Zieht man sich nun zur Bestimmung 
der Grösse eines beliebigen Winkels, 
z. B. des spitzen Winkels a in Figur 8, 
bezw. zur Bestimmung der Lage des be- 
weglichen Schenkels 1c zu dem festen 
Schenkel AX, von den beliebigen 
Punkten p, p u p 2 ... des beweglichen 
Schenkels Perpendikel auf den festen 
Schenkel, so entstehen die rechtwink- 
ligen Dreiecke Aap, Aa t p l9 Aa 2 p t . . .; 
da in diesen Dreiecken die sämmtlichen 
Winkel bezüglich gleich, mithin diese 
Dreiecke nach der Erkl. 4 ähnlich, und 
in ähnlichen Dreiecken je zwei Seiten 
des einen mit den homologen Seiten des 
anderen proportional sind, d. h. in 
einem und demselben Verhältnis stehen, 
so hat man die gleichen Verhältnisse: 



1). 
2). 



Aa __ Aa t 
~äp"~ä^p i 
Aa Aa v 



Aa 2 __ 
~*hPz ~~ 
K Aa 2 __ 



Ap t Ap 2 



; * Ap Ap t Äp 2 

Da ferner nach der Erkl. 5 recht- 
winklige Dreiecke ähnlich sind, wenn 
das Verhältnis zweier Seiten des einen 
gleich dem Verhältnis zweier homo- 
logen Seiten des anderen ist und nach 
der Umkehrung des in der Erkl. 4 aus- 
gesprochenen Lehrsatzes in ähnlichen 
Dreiecken die sämmtlichen homologen 
Winkel gleich sind, so sind auch umgekehrt: 
durch das Verhältnis irgend zweier Strecken, 
als Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, 
die Grössen der darin vorkommenden Winkel 
vollkommen bestimmt — vergl. Beispiel 1. 

Um nun die Grösse eines beliebigen 
Winkels — auf analoge Weise wie den 



Bestimmung der Grösse eines beliebigen Winkels. 



winklige Dreieck Aa t p t ähnlich dem recht- 
winkligen Dreieck Aap, und da in Ähnlichen 
Dreiecken die homologen Winkel gleich sind, 
so mu8s die Strecke Ap mit der Strecke Ap t 
zusammenfallen; d. h. man erhalt denselben 
Winkel XAp wie vorher. 




Erkl. 6* Da (nach den Regeln der Algebra) 
Grössen mit ungleichen Vorzeichen ineinander 
dividiert ein negatives Resultat geben, so lasst 

Q 

der Quotient: — ^ seiner Entstehung nach 

zwei Deutungen zu, nämlich: — 3: + 2, oder 
-|-3: — 2, und da ferner, wie in der Antwort 
der Frage 7 erwähnt, die Entfernung eines Punk- 
tes vom Anfangspunkte des betr. Koordinaten- 
systems (bezeichnet durch r und radius vector 
genannt) immer positiv gedacht wird, so kann 

f* 8 

man für: — = — - rt nur schreiben: 

x 2 



r _ +3 



, d. h. dem r entspricht 



x —2' 
die Zahl + 3, dem x die Zahl — 2. 



Figur 10 




spitzen Winkel « in Figur 8 — durch 
das Verhältnis zweier Strecken, bezw. 
zweier Seiten eines rechtwinkligen Drei- 
ecks feststellen zu können, benutze man 
die in Antwort der Frage 4 angegebene 
Darstellungsweise der in der Goniometrie 
vorkommenden Winkeln und die in den 
Antworten der Fragen 5 u. 6 angegebene 
Art der Festlegung des beweglichen 
Winkelschenkels zum festen; bezw. die 
in Antw. der Frage 7 angegebene Art 
der Festlegung eines Punktes. Hier- 
nach erhält man für beliebige Winkel 
(wie a, a t , ar 2 , or 3 ) — siehe Figur 10 — 
rechtwinklige Dreiecke (meAap^ Aa t p v 
Aa t Pi, Aap^ y deren Katheten die Ko- 
ordinaten beliebiger Punkte des bewegli- 
chen Schenkels sind und deren Hypo- 
tenusen die Entfernungen dieser Punkte 
vom Scheitel der Winkel (d. i. der An- 
fangspunkt des gedachten Koordinateu- 
systems) sind. Berücksichtigt man hier- 
bei, dass nach der Antw. der Frage 7 in 
dem 1** Quadranten (in demselben liegen 
alle spitzen Winkel) die Ordinaten -f- und 
die Abscissen -f-, im 2 ton Quadranten (in 
demselben liegen alle stumpfen Winkel) 
die Ordinaten -j- und die Abscissen — , 
im 3 UD Quadranten (in demselben liegen 
alle überstumpfen Winkel zwischen 2R 
und SR) die Ordinaten — und die Abs- 
cissen — , und endlich im 4* 611 Quadranten 
(in demselben liegen alle überstumpfen 
Winkel von 322 bis 4R) die Ordinaten 
— und die Abscissen + sind, und man 
will die Grösse eines beliebigen Winkels, 
durch das Verhältnis zweier Seiten der 
erwähnten rechtwinkligen Dreiecke 
feststellen, so ist ersichtlich, dass durch 
eines der Verhältnisse zwischen je zweien 
der drei Strecken: 

1). Entfernung r eines beliebigen Punk- 
tes des beweglichen Schenkels vom 
Scheitel des betreffenden Winkels, 

2). Ordinate y dieses Punktes, d. i. der 
Perpendikel von diesem Punkte auf 
den festen Schenkel, und 

3). Abscisse x dieses Punktes, d. i. der 
Abstand des Fusspunktes der Or- 
dinate y von dem Scheitel des Win- 
kels, 



Goniometrie. 




die Grösse des betreffenden Winkels 

noch nicht vollkommen bestimmt ist, 

indem noch eine Zweideutigkeit besteht, 
denn: 




oder = — 



a _ -- 3 

b ~ +2' 

and man spricht, da entgegengesetzte Grössen 
in Betracht kommen, von dem algebraischen Werte 



Erkl. 7. Nach den Regeln der Algebra 

gehen Grössen mit gleichen Vorzeichen 

ineinander dividiert stets ein positives Resultat, 

hiernach ist: 

-t-3 3 , 
Vär = a -nnd 

~^_w = o » ^er ß rucn o ^ äB8t 

seiner Entstehung nach, somit zwei Deutungen 
zu. 



ErkL 8* Werden zwei Strecken durch 
ein gleiches Mass als Längeneinheit gemessen, 
so stellt das Verhältnis dieser Strecken stets 
eine abstrakte Zahl dar. Ist z. B. eine Strecke 
a = 3m und eine Strecke b = 5m, bo ist das 

Verhältnis dieser Strecken, nämlich: --? = *™ 

3 b 2m 
bezw. gleich der abstrakten Zahl : 9 . Unterschei- 
det man bei diesen Strecken noch die Richtungs- 
zeichen: -|" una * — > wie bei den Koordinaten 
eines Punktes (Biehe Antwort der Frage 7), 
und ist z. B. die Strecke a = — 3, die Strecke 
b = +2 irgend welcher Längeneinheiten, so 
ist das Verhältnis dieser Strecken, nämlich: 



Beispiel 2. Ist für ein Punkt des 

liehen Schenkels das Verhältnis zwi- 
schen dessen Entfernung r vom Scheitel 
des gedachten Winkels zu der Abscisse x 
dieses Punktes (in Bezug auf den festen 

3 
Schenkel als Abscissenachse) = « 

(d. i. nach der Erkl. 6 = 3 : — 2), so 
s erhält man für dieses Verhältnis, siehe 
Figur 11, zwei Winkel « und « ft , deren 
Grössen diesem Verhältnisse entsprechen. 

Beispiel 3« Ist für ein Punkt des beweg- 
lichen Schenkels das Verhältnis zwi- 
schen dessen Ordinate y und dessen 

AbBcisse x = ^ (d. i. nach der Erkl. 7 

= -±-8:+2 oder: = —3:— 2), so 
erhält man für. dieses Verhältnis, siehe 
Figur 12, wiederum zwei Winkel a und 
a,, deren Grössen diesem Verhältnisse 
entsprechen. 

Diese Zweideutigkeit findet nicht mehr 
statt, wenn man irgend ein Verhältnis zwi- 
schen den unter 1)., 2). und 3). ange- 
deuteten Strecken seinem algebraischen 
Werte (Erkl. 8) nach, und ein anderes 
dieser Verhältnisse seinem Vorzeichen — 
Richtungszeichen — nach kennt, denn: 

Beispiel 4. Ist für einen Punkt des beweg- 
lichen Winkelschenkels das Verhältnis 
zwischen dessen Entfernung r vom Schei- 
tel des gedachten Winkels zu der Abs- 
cisse x dieses Punktes (in Bezug auf den 
festen Schenkel als Abscisaenachse) = 

Q 

, d. i. nach der Erkl. 6: 

r 8 

*)•••• ä = ZT 2 

und das Vorzeichen des Verhältnisses 
zwischen der Ordinate y und der Abs- 
cisse x desselben Punktes = plus, d. i. 
nach der Erkl. 7: 



b). 



l-:- 



+ ■ 
+ ■ 



(positiv) 



(positiv) 



3^ 



(in dem Beisp. = — 9 ) dieses Verhältnisses 



so erhält man für dieBe Verhältnisse, 
siehe Figur 13, nur einen Winkel a, 
dessen Grösse dem algebraischen Werte 
des Verhältnisses unter a). und dem Vor- 
zeichen des Verhältnisses unter b). ent- 
spricht, weil der Winkel a 19 welcher 
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auch dem Verhältnisse unter a). ent- 
spricht, in dem 2*en Quadranten liegt, 
mithin das Verhältnis zwischen der Or- 
dinate und der Abscisse für jeden Punkt 

des beweglichen Winkelschenkels = — - 

nämlich nach Erkl. 6 negativ ist, folg- 
lich dieser Winkel dem Vorzeichen des 
zweiten Verhältnisses unter b). nicht 
entspricht. 

In der Goniometrie wird dement- 
sprechend, um jede Zweideutigkeit auszu- 
schliessen, die Grösse eines beliebigen 
Winkels festgestellt, durch: den algebra- 
ischen Wert (siehe Erkl. 8) irgend eines 
der Verhältnisse, welche zwischen den 
unter 1)., 2). und 3)., -Seite 7, angeführ- 
ten Strecken bestehen, und dem Vorzei- 
chen (Richtungszeichen) eines anderen 
dieser Verhältnisse. 



IV. Die goniometrischen Funktionen. 



Frage 9. Welche Benennungen und 
Bezeichnungen haben die Verhältnisse, 
welche für einen beliebigen Winkel a 
zwischen je zweien der drei Strecken: 
1). Entfernung r eines beliebigen Punk- 
tes des beweglichen Winkelschen- 
kels vom Scheitel des betr. Winkels, 
2). Ordinate y dieses Punktes, d. i. der 
Perpendikel von diesem Punkte auf 
den festen Schenkel, und 
3). Abscisse x dieses Punktes, d. i. 
der Abstand des Fusspunktes jenes 
Perpendikels von dem Scheitel des 
Winkels, 
überhaupt möglich sind? 



Erkl* 9. Ueber den Ursprung der Benen- 
nung „Sinus" weichen die Sprachgelehrten von 
einander ab. Die Kenntnis der Abstammung 
des Wortes Sinus ist für den Mathematiker 
ohne Bedeutung. Für den Studierenden ist 
dies Wort nur ein Taufname. Abgekürzt wird 
das Wort Sinus geschrieben: sin. 



Formel I. 



Antwort. Die zwischen den in Rede 
stehenden Strecken denkbar möglichen 
Verhältnisse haben, ohne Rücksicht ihrer 
Richtungszeichen , folgende Benennungen 
und Bezeichnungen: 

a). Das Verhältnis (den Quotienten) 
zwischen dem Perpendikel (der Or- 
dinate) y, welchen man von einem 
beliebigen Punkte des bewegli- 
chen Schenkels eines beliebigen 
Winkels a auf den festen Sehenkel, 
bezw. dessen Verlängerung fallen 
kann, und der Entfernung r dieses 
Punktes vom Scheitel des gedach- 
ten Winkels «, nennt man: 

den Sinus des Winkels «, 
in Zeichen: 

V 



sin a = -" - (siehe Erkl. 9). 

T 



b). Das Verhältnis zwischen dem Ab- 
stände (der Abscisse) x des Fuss- 
punktes des Perpendikels, welchen 
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Erkl. 10« Der Name „Kosinus" ist eine Ab- 
kürzung, von: „complementi sinus", Sinus des 
Komplementwinkels (vergl. Antw. der Frage 15). 
Diese Abkürzung soll zu Anfang des 17. Jahr- 
hunderts von „Günter" herrühren. Abgekürzt 
wird das Wort Kosinus, geschrieben: cosin 
oder cos. 



man von einem beliebigen Punkte 
des beweglichen Winkelschenkels 
auf den festen Schenkel fällen kann, 
von dem Scheitel des Winkels a 
und der Entfernung r dieses Punk- 
tes von dem Scheitel des gedach- 
ten beliebigen Winkels a, nennt 
man: 

den Kosinus des Winkels <*, 
in Zeichen : 



Formel II C0Sa — ?L ( 8ie he Erkl. 10). 



Erkl. 11« Ueber den Ursprung der Benen- 
nung „Tangente" vergl. man: Die lineare Dar- 
stellung der trig. Funktionen. Die Ab- 
kürzung des Wortes Tangente 1 ist: tang, tan 
oder tg. Der Anfanger ist besonders vor der 
Verwechselung der goniometrischen (trigo- 
nometrischen) Bedeutung des Wortes Tangente 
mit dem in der Planimetrie und analytischen 
Geometrie etc. gebräuchlichen, wodurch gewisse 
gerade Linien gekennzeichnet werden, zu warnen. 



c). Das Verhältnis zwischen dem Per- 
pendikel (der Ordinate) y, welchen 
man von einem beliebigen Punkte 
des beweglichen Schenkels eines be- 
liebigen Winkels « auf den festen 
Schenkel, bezw. dessen Verlänge- 
rung fällen kann, und dem Abstände 
(der Abscisse) x des Fusspunktes 
dieses Perpendikels von dem Schei- 
tel des gedachten Winkels a, nennt 
man: 

die Tangente des Winkels a, 
in Zeichen: 

Formel III tg a = ^- (siehe Erkl. 11); 

x 
gelesen: Tangens «. 



Erkl. 12. Das Wort „Kotangente" ist eine 
Abkürzung, von „complementi tangens", Tangens 
des Komplements (vergl. Antw. der Frage 15). 
— Abgekürzt wird das Wort Kotangente , ge- 
schrieben: cotang, cotan, cotg oder ctg. 



d). Das unter c). angegebene Verhält- 
nis umgekehrt, nennt man: 

die Kotangente des Winkels <z, 
in Zeichen: 



x 



Formel IV ctg a = — (siehe ErkL 12); 

gelesen: Kotangens a. 



Erkl« 13. Ueber den Ursprung der Benen- 
nung „Sekante" vergl. man die lineare Dar- 
stellung der trig. Funktionen in Antwort 
der Frage 16. — Die Abkürzung des Wortes 
Sekante, ist: sec. 



e). Das unter b). angegebene Verhält- 
nis umgekehrt, nennt man: 

die Sekante des Winkels a, 
in Zeichen: 



Formel V sec a = 

gelesen: Sekans «. 



x 



(siehe Erkl. 13); 



Erkl. 14. Das Wort „Kosekante" ist eine 
Abkürzung, von: „complementi secans", Sekans 
des Komplements (vergl. Antw. der Frage 15). 
— Abgekürzt wird das Wort Kosekans, ge- 
schrieben: esc oder cosec. 



f). Das unter a). angegebene Verhält- 
nis umgekehrt, nennt man: 

die Kosekante des Winkels er, 
in Zeichen: 



Formel VI coseca= — (siehe Erkl. 14)- 

y 

gelesen: Kosekans «. 



Die goniometrischen Funktionen. 
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Anmerkung 1. Man vergleiche hier 
die analogen Benennungen der Verhält- 
nisse je zweier Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks in dem Kapitel : Ebene 
Trigonometrie, Antw. der Frage 9, S. 8. 



Anmerkung 2. Der Anfanger hat zu 
beachten, dass in den Ausdrücken: sin a , 
cos a, etc. a kein Faktor ist, dass somit 
weder sin.a, noch a.sin geschrieben 
werden darf. 



Frage 10. Mit welchen allgemeinen 
Namen werden die in voriger Antwort 
angeführten Verhältnisse belegt? 



Er kl. 15. Jede Grösse, welche von einer 
oder mehreren anderen Grössen so abhängt, 
dass mit einer Aendernng dieser auch eine Aen* 
dernng jener (and umgekehrt) erfolgt, nennt 
man eine Funktion der letzteren, und umge- 
kehrt. 



Antwort. Da nach Antw. der Frage 9 
die Grösse eines Winkels abhängig ist 
von dem Verhältnisse zweier der an- 
geführten Strecken: r, y, x, und umge- 
kehrt, so nennt man nach derErkl. 15 
diese Verhältnisse (bezw. deren Bezeich- 
nungen: Sinus, Kosinus, Tangente, Ko- 
tangente, Sekante, Kosekante) goniometri- 
sche, d. i. winkelmessende Funktionen 
oder kurzweg Winkelfunktionen. Da diese 
goniometrischen Funktionen zur Be- 
rechnung der Dreiecke in der Trigono- 
metrie (siehe dieselbe) Anwendung fin- 
den, so heissen sie auch trigonometrische 
Funktionen oder trigonometrische 
Zahlen (weil sie, wie aus den Beispielen 
1 bis 4 und der Erkl. 8 ersichtlich ist, 
abstrakte Zahlen vorstellen). 

Schliesslich werden die goniometri- 
schen Funktionen auch noch cyklische, 
cyklometrische oder Kreisfunktionen ge- 
nannt, weil sie auch auf Kreisbogen 
bezogen werden. 



Anmerkung 3. Von den angeführten 
sechs goniometrischen Funktionen kom- 
men meistens nur die vier ersten in An- 
wendung. 



Frage 11. In welche zwei Gruppen 
werden die goniometrischen Funktionen 
eingeteilt? 



Antwort. Die goniometrischen Funk- 
tonen teilt man ein: * 

1). in Hauptfunktionen, hierzu gehören: 
Sinus, Tangente und Sekante, und 

2). in Kofunktionen, hierzu gehören: 
Kosinus, Kotangente und Kosekante. 
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Frage 12. Welche Vorzeichen (Rich- 
tungszeichen) nehmen die goniometri- 
schen Funktionen für die Winkel in den 
vier Quadranten an? 




I 



Figur 15. 
Y 

+ 
+ 
+ 



W 



x, 



IE 



Antwort. Mit Rücksicht — siehe Fi- 
gur 14 — dass die Perpendikel (Ordi- 
naten) von Punkten des beweglichen 
Schenkels auf den festen, im l* 611 und 
2 ten Quadranten positiv, im S 160 und 4 tBn 
Quadranten negativ sind, dass ferner 
die Abstände (bezw. die Abscissen jener 
Punkte) der Fusspunkte jener Perpen- 
dikel vom Scheitel der gedachten Win- 
kel (dem Anfangspunkte des gedachten 
Koordinatensystems), im l*** und 4** 
Quadranten positiv, im 2 ten und S* 11 Qua- 
dranten negativ sind, erhalten die vier 
wichtigsten goniometrischen Funktionen : 
sin, cos, tg, ctg, folgende Vorzeichen: 

1). Im 1 ten Quadranten, also für alle 
spitzen Winkel, sind die sämmtlichen 
goniometr. Funktionen positiv; 

2). Im 2 t « n Quadranten, also für alle 
stumpfen Winkel, ist der Sinus positiv 
und alle übrigen sind negativ; 

3). Im 3 t0D Quadranten, also für alle 
Uberstumpfen Winkel zwischen 2B 
und 322, sind der Sinus und Kosinus 
negativ, Tangente und Kotangente positiv; 
endlich ist 

4). im 4 ten Quadranten, also für alle 
Uberstumpfen Winkel zwischen SR und 
42?, der Kosinus positiv, alle übrigen 
sind negativ. 

In Figur 15 sind die Richtungszeichen 
der goniometrischen Funktionen in den 
vier Quadranten, und zwar nach der 
Reihe: sin, cos, tg, ctg, übersichtlich 
dargestellt. 



Y. Abhängigkeit der angeführten sechs goniometrischen 
Funktionen yon einander. 



Frage 13. Welche Relationen finden 
zwischen den in Antwort der Frage 10 
angeführten sechs goniometr. Funktionen 
eines und desselben Winkels a statt? 



Antwort« Zwischen den in Antwort 
der Frage 10 angeführten sechs gonio- 
metrischen Funktionen eines und des- 
selben Winkels a bestehen folgende Be- 
ziehungen (Relationen) : 



Relationen zwischen den goniometr. Funktionen. 



ia 



1). Nach Formel I, ist: 

KrkL 16« Da nach den Regeln der Algebra: y 

Grössen mit gleichen Vorzeichen ineinander a) — = sina, nach Form. II, ist; 

dividiert ein positives, mit ungleichen Vorzei- r 
chen ineinander dividiert ein negatives Resul- 

tat liefern, so müssen, der Formel Vit ent- b) — = cos a, durch Division der 

sprechend, die Tangens beliebiger Winkel in r 

den Quadranten positiv, bezw. negativ werden, Gleich h\ in die ßlpirh *\ erh&lt 

in welchen der 8inus und der Kosinus des- uieicn. 0). in aie Uieicn. aj. ernait 

selben Winkels beide positiv oder beide ne- man: 

gativ sind (wie im lten und 8*** Quadranten), y s in a 

bezw. in welchen eine der Funktionen , Sinus c) — = 

oder Kosinus, negativ ist (wie in dem 2*«*» und x cos a 

^SdbTÄr die Kotangens. Man ver- D * «* das Verhältais ^ <**** 

gleiche hierbei die Vorzeichen der Tangens und ten) - die Tangens a gesetzt werden 
Kotangens für die verschiedenen Quadranten x 

in Figur 15. kann, so erhält man : 

Formel VII tga = ^-, d. h.: 

COS a 

« u m n- v i rrrj irtrr n Die T *ngens eines Winkels « ist gleich 

Erkl. 17. Die Formeln VII u. VIII, allgemein : dem gJnn8 ÄTMtart dorch den Kosinm 

to __ _**»_ . ri/? _ .££?. desselben Winkels « (siehe Erkl. 16 u. 17). 

^ ~ cos ' * ~~ sin 9 
lasten sich auch als eine weitere (?) Definition 2 )- Dur . ch Division der vorstehende» 
der Tangens und Kotangens benutzen. Gleich, a). in die Gleich, b). erhält 

man: 

Erkl. 18« Zwei Grössen sind redprok, wenn d) . . — = C ° 8a 

das Produkt beider = 1 ist, a. B.: y sina 

— und - , denn: — - — = i; D ft nach der Formel IV für das Ver- 

d. h. mrt andere! Worten: die le ist gleich hältnis J **• Tangens a gesetzt wer- 
der umgekehrten anderen. den kann, so erhält man: 

Formel VIII c^«*=-^-, d.h.: 

Die Kotangens eines Winkels o ist gleich 

v»iri io n« t.™«. n *A i^».-™. Ä ,v Ä „ **m Kosinus diTidJert durch den Sinns 

Erkl« 19. Da Tangens und Kotangens eines i M . A nu« wi.v*i. - f-m* v.vi i«- in\ 

Winkels redproke Werte sind, so ist eine mit desselben Winkels « (siehe Erkl. 16 u. 17). 

der anderen gegeben. g) Aug ^ ^^ yn ^ ^ 

auch aus den Formeln III und IV, 
ergeben sich die weiteren Formeln: 

Formel IX tga = — — 

* ctga 

Formel IX* ctga = — — , d. h.: 

tga 

Die Tangens eines Winkels « ist gleich 

Erkl. 20. Kommt io einem Ausdruck die dem reeiproken (umgekehrten, siehe auch 

tg a oder ctg o als Divisor vor, so kann man Erkl. 18) Werte der Kotangens desselben 

nach den Formeln IX und IX* den reeiproken Winkels, und umgekehrt (s.Erk!.19u. 20). 

Wert derselben als Faktor schreiben, und um- 

« ekehrt ' 4). Aus den Formeln IX und IX», er- 

gibt sich: 
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Formel X tga.ctga = \, d.h.: 

Das Produkt ans der Tangens und der 
Kotangrens eines und desselben Winkels 
a ist = 1 (vergl. Erkl. 18). 

5). Aus den Formeln V und II, er- 
gibt sich: 

Formel XI sec a = oder: 

cosa 

Formel XI* sec*.cosa = \, d. h.: 

Die Sekans eines Winkels « ist gleich 
dem reeiproken Werte (siehe Erkl. 18) 
des Kosinus desselben Winkels (siehe 
s Erkl. 21 und 22). 

6). Aus den Formeln VI und I, er- 
gibt sich: 

Formel XII coseca =— — oder: 

sina 

Formel XII* cosec a . *m a = 1, d. h. : 

Die Kosekans eines Winkels « ist gleich 
dem reeiproken Werte (siehe Erkl. 18) 

Erkl. 21. Aus den Formeln XI (XW und fr ■Ä* 1 " 1 *" 1 ***** ^ ^ 

XII (XII.) ergibt sich, dass für beliebige Winkel Zi una &ik) ' 

die Setautt, bezw dieKoMiauis in den YierQua- 7) i n allen Fällen bilden die Strecken : 
dranten positiv oder negativ sind, in welchen der / „ , , Ä Ä wa1ä v ää j äo v^Lgu«:« 
Kosinus positiv oder negativ, bezw. der Sinus r » V ^ * (von welchen das Verhältnis 
positiv oder negativ ist. je zweier derselben, nach der Antwort 

der Frage 9, eine der angeführten sechs 

goniometrischen Funktionen vorstellt) ein 

Erkl. 22. Mit dem Kosinus eines Win- rechtwinkliges Dreieck. In diesem recht- 

kelß kennt man auch die Sekans, und mit winkligen Dreieck besteht nach dem py- 

dem Sinus die Kose k an* desselben Winkels, thagoreischen Lehrsatz, die Relation: 

y* + x* = r l 

Erkl. 28. Für (sin«)* wird gewöhnlich ge - Dividiert man diese Gleichung durch r», 

wohnlich geschrieben: rin 3 «, oft auch sm a 2 \ SO wird: 

der Anf&nger muss also stets beachten, dass y , x_ 1 ft HAr« 

sin 2 a, ebenso «tia 1 nichtB anderes bedeuten, r i \ r i x OQ%T. 

als {sina)\ 



(;)■+(?)'- 



1. 



Da das Verhältnis — mit sin « und 
das Verhältnis — mit cos a bezeichnet 
wurde, so hat man hiernach: 
(sin a) 2 -\- {cos a) 1 = 1 
oder in der üblichen Schreibweise: 
Formel XIII sin 2 a-\-cos*a = l (s. Erkl. 28) 

d.h.: Das Quadrat des Sinus eines Winkels 

«ns dem Quadrat des Kosinus desselben 
inkels ist = 1. 



Ausdrücken einer Funktion in die übrigen. 15 

8). Für die Differenzen: (1 — Kosinus) 
und(l— Sinus), sind die vollständig über- 
flüssigen Benennungen: Sinus versus und 
Kosinus versus (siehe, wegen Bedeutung 
dieser Benennungen: die lineare Darstellung 
der goniometrischen Funktionen) noch zu 
erwähnen. Man hätte somit noch die 
Formeln : 

Formel XIV Sinus versus a = 1 — cos a 

Formel XV Kosinus „ a = 1 — sina. 



Frage 14. Was folgt aus den For- Antwort. Aus den Formeln VII bis 
mein VII bis XIII? XIII folgt, dass man, wenn eine der 

sechs goniometrischen Funktionen g e- 
geben ist, die übrigen in diese Funktion 
ausdrücken kann. 



Tl. Ausdrücken einer Funktion in die übrigen. 

Aufgabe 1. Man soll jede der vier 
trigonometrischen Funktionen: sin, cos, 

tg, ctg eines Winkels a in die drei übri- Auflösung, 

gen ausdrücken. Aus der Formel XIII ergibt sich un- 

mittelbar: 

a). sina = ±Yl — cos*a | (siehe 

b). COSa = ±Yl-sin*a \ ErkL24 > 

Erld. 24- Da jeder Quadratwurzel (siehe die Setzt ipan jeden dieser Werte nach 

quadratischen Gleichungen) zwei entgegengesetzte und nach in jede der Formeln: 
Werte (+ und — ) entsprechen, und nach der 

Antwort der Frage 12 die goniometrischen tg a = ---— \ 

Funktionen nicht immer positiv sind, sondern u cosa I g j e h e Formel VII 

sich das Vorzeichen -|- oder — derselben nach / un( j ym 

dem Quadranten richtet in welchem der be- - COS a \ 

treffende Winkel liegt, so lassen die Vorzei- Cl " a sina 

eben ± der Quadratwurzeln in nebenstehenden 

Gleichungen jedesmal einen Sinn zu, müssen ein, SO erhält man: 

deshalb stets beibehalten werden; denn: ^ rz * — 

,_ ^ 4 t yl — COS 2 a 

Ist z.B.: c<w« = ±Vl — *tn*a, so stellt c > tga — ^r — - 

co*« = +V"l — 8in*a _ Sina I S 

einen Winkel im 1*«» oder 4*en Quadranten und **'• *9 a — ± t/ i " ^ "i — 1 — • 

^ y l — sin*a \ m 

co8*=-yi-im** wsa ( * 

einen Winkel im 2*« und 4*« Quadranten dar e )* ^9 a — X r - -== 1 -g 

(siehe Antwort der Frage 12). \ 1—cos a \ .- 



f). ctga = ± 



a= + V 1 — sin2 « 



sina 



Bestimmt man aus jeder dieser vier 
Gleichungen von c). bis f). die Funktion 
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cos a, bezw. sin «, — siehe Erkl. 25 — 

so erhält man: 

i 

g). COS a = + — 

h). sin a = + 



tga 



i). COS a = ; 



ctg a 



Yl + ctg*a 



Cd 



Erkl. 25. Will man eine der Gleichungen 

c). bis f). nach den Grössen sin et, oder cosa 1 

auflösen, z. ß. aus der Gleichung c): k)- SWa — j- 



Vi + ctg*« 



\r\ COS^tt 

tg* = ±- --— — Nach vorstehendem erhält man in 



cosa 



*- n .. k *• - Ä v«* «,«« a« übersichtlicher Darstellung: 

die Grösse cos a bestimmen , so hat man , da ° 

die Grösse cos a die gedachte Unbekannte ist fü r d en Sinns eines Winkels a, in die 

und einmal in dem Nenner eines Bruches, ein d { übrigen g0 niometr. Funktionen 

andermal unter einer Quadratwurzel steht, zu- , .. TTr . ,°, ,..,,. 

n&chst diese Unbekannte Gröwe c<w« an. dem desselben Winkels ausgedruckt: 

Nenner, bezw. nnter dem Wurzelzeichen weg- . r- j- 

zuschaffen. Hiernach erhalt man: Gl. 1) • • sina = ±yl— C08 a 

tg«.cos« = ±Yl-cos* a „ 2) . . sin* = ± , t9a 

oder beiderseits quadriert: Vl + ^ 2 « 

»..«..).-(±Vi— ...)« n 3) e s - wg=± i . 

ty 2 « . co« 2 « = l — co« 3 «. y 1 -\-ctg*a 

Die Unbekannten auf eine Seite gebracht, ffl r d en JToswws a> i n die drei übrigen 

* bt: tg>«.co8>a + co8>a = l oder: goniometr Funktionen des Winkels « 

v ausgedruckt: 

CO*'« (*»«+ 1) = 1 , ^^ 

! Gl. 4) . . cosa = ± V 1 — stn 2 a 

C08*tt = 



- n 5) . . cosa = -± 

C08*a = - rT — r 
l + ty 2 « 



ctg a 



Beiderseits die Quadratwurzel ausgezogen, „ 6) . . CöS« = + r 

gibt: "Vl+^a 

co* « = ± Y ! 47^« * ür dfc ^«^«w or, in die drei übrigen 

"^ goniometr. Funktionen des Winkels a 

Da nun die Wurzel aus dem Zahler 1 des ausgedrückt: 
Bruches rechts = 1 ist, so erh&lt man: 

1 01.7)...^« = + -^=^^=^ 

ca,« = ±vr __- "Vi-*.'. 

(Man vergleiche hier das Kapitel : Die qua- Q n , , VJ_~ ™ 

dratischen Gleichungen.) , ö) . . . 9«-t CWfl 

„ 9) . . . ty a = (siehe Formel IX) 

für die Kotangens a, in die drei übrigen 
goniometr. Funktionen des Winkels a 
ausgedrückt: 



co$ 7 a 
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Yl — shfii 



Gl. 10}. . .ctfji,— ± 



sma 



1 1 \ j. COS a 

V 1 — C0$*a 

n 12). . , *%ic=- - (siehe Formel IX*). 
«7« 



Aufgabe 2. Wie gross sind die übri- 
gen goniometr. Funktionen des Winkels «, 



wenn sin « = w - ist? 



Goniometrie (Winkelmessungslehre). 



Auflösung Aus Formel XIII erhält 
man: 

cos « = +V 1 — mV« Setet man hierin für 
3 

sitta = -=-, SO erhält man: 
5 



COS tt 



CO* 
mitbin 






i). 



Ci>5 « = & * 




Nach Formel TU, ist: 



3 



tya =-! Setzt man hierin für 

CO* K 

Stria = — und für cos« den nunmehr gefnr*- 
o 

4 
denen Wert: ± _ , so erhält man: 





2). 



ig* 



tfja 



3 

s , 3.5 

^ = ± 574 ° deri 

~~ 4 



3). 



Nach Formel IX«, ist: 

t-Uf h = Setzt man hierin für 

tau 

3 
fy a Jen nunmehr gefundenen Wert: ±_ \ 

4 J 
so erhält man: 

Ctg&= g oder: 
— 4 

. . . rfff«= ±- 3 - 

Nach Formel XI, ist; 

sec « = - - Setzt man hierin 
tos tt 

cos a =; + - , so erhalt man: 

2 
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seca = 


1 

— 5 


4). 


* ■ 


. secn - 


~ — 4 




Nach Formel XII 


, ist: 






coset « 


1 

sina 


* 


sin tt SH 


— , so erhält man 






cosec a 


1 

8 

5~ 


5) 


■ - 


coseca 


5 



oder: 



Setzt man hierin 



oder; 



Aufgabe 3« Wie gross sind die übri- 
gen goniometr. Funktionen des Winkels «, Auflösung, Man verfahre, ohne Benutzung 
5 der io Aufgabe I aufgestellten Gleichungen 

wenn cosa = „ ist? 1—12, wie in vorstehender Aufgabe 2 ( indem 

man zunächst aus Formel Xtll den sin « be- 
rechnet. 



Aufgabe 4. Wie gross sind die übri- 
gen goniometr, Funktionen des Winkels a. Auflösung. Man setze in der Forme l VIT: 

wenn tg « = J ist? te« = £"^ für cö *« = ±V *-**«'« nach 

Formel XIII und löse diese so erhaltene Glei- 

4 
chung, in welcher tg tt — -^ gesetzt werden 

musa, nach sin a auf (vergl. ErkL 25, Seite 16); 
hat man sintt gefunden, so verfahre man wei- 
ter wie in Aufgabe 2. 



Aufgabe 5. Wie gross sind die übri- 
gen goniometr. Funktionen des Winkels a T Auflösung, Man setze in der Forme l Till: 

wenn ctga s -*- ist? <** = ggy« B& *«« = ± V 1 — #** aus 

Formel XII L und löse diese so erhaltene Glei- 

4 
chung , in welcher ctr? tt =^ -=- gesetzt werden 

mu&s, nach sin a auf (vergl. Erkl. 25) ; hat 
man sin tt gefunden , so verfahre man weiter 
wie in Aufgabe 2. 



Aufgabe G. Wie gross sind die übri- 
gen goniometn Funktionen des Winkels «, Auflösung. Mit Benutzung der Formel xi 

5 . r findet mau den cosa- alsdann beachte man, das* 

wenn sec « =* | ttt? |faft aus Formel X1I1 ^ r ain a = vy^— cos« 

ergibt Hat man hieraus -vm a gefunden T ao 
verfahre man weiter wie in Aufgabe 2, 



Aufgabe 7, Wie gross sind die übri- 
gen goniometr, Funktionen des Winkels <r, Auflösung, Mit Benutzung der Formel XII 

10 . findet man den sin a f alsdann verfahre man 

Wenn cosec« = q ist? weiter wie in Aufgabe 2. 
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VII. Relationen zwischen den goniometr* Funktionen eines 
Winkels und denen seines Komplementwinkels. 

Frage IS, Welche Relationen (For- 
meln) bestehen zwischen den goniometri- 
schen Funktionen eines Winkels und den 
goniometrischen Funktionen dessen Kom- 
plementwinkels? Antwort, Sind a und ß Komplement- 
Di e aufgestellten Relationen sind herzuleiten, Winkel, d. h. ist 

u-\-ß — 90° , bezw. 

^ = 90°— er, so bestehen 
zwischen dem Winkel a und dessen Kom- 
plementwinkel (90° — a), folgende Re- 
lationen: 
sin n s= cos (90° — n ) \ 

cosa = am (90° — <*); 

...... tffa == ctg(90 Q ~tt)\ 

ctga = ig (90* — »); 

■ seca = cosec(9Ö° — «); 

■ cosec a := sec (90 B — «) , welche 

in Worte gefasst, lauten: 

Jede goniometr. Funktion eines Winkels 
ist gleich der sogenannten Kofunktion 
dessen Komplementwinkels. 

Bewefa vorstehender Rektionen: 
Ist in der Figur 16 # irgend ein spitzer 
Winkel , so ist ß dessen Ergänzung zu flu , 
bezw. der Komplementwinkel von er, da IT t 
S- XX^ mithin: 

a-\-ß = jR = 90 iJ ist. 
Fällt man von einem beliebigen Punkt p 
des beweglichen Schenke]« Ac auf den festen 
Schenkel Ax des Winkels « die Senkrechte 
pa, ao hat man nach den Formeln I bis VI 
(auf Seite 9 <l 10), die Relationen! 




i> 



r 



2). 
8). 



',7 • 



_ 9 

X 



ctß a - 



5). 



8ee n = — 



6). 



Betrachtet man ferner für den Winkel £ 
die Ordinalen achte Ay als den festen, und 
wiederum v4 er als den beweglichen Schenkel 
des Winkels ß, so ist für den beliebigen Punkt 



Goniometrie. 



p des bewe glich eu Schenkels Ac^ pb die Or- 
dinate und Ab die Abscisse dieses Punktes p 9 
folglich hat mau nach den Formeln I bis VI 
und weil pb = Aa — x 

Ab — pa = y als Seiten des Recht- 
ecks aAhp siod, für den Winkel ß, die Re- 
lationen : 

a) sti> ß = . - = 

b vor ß = — — = - 1 - 

* •*-£«$ 

« +f->$r-i 

e) F . . « * sec£ — — fr = - 

iy . . , t-nsei 3 = — £- — 

pb x 

Durch Verpl ei chung der Relationen unter 
1). und b). ( 2). und a)„ 3). und d)., 4). und e}. f 
5). und f). und unter 6). und e)., und in Rück- 
sicht, dass ß = 90° — et gesetzt werden kann, 
ergibt sich die Richtigkeit der Formeln unter 
Nr. XVI. 



Anmerkung 4. Die Formeln unter 
Nr. XVI hätte man auch, analog wie es 
in dem Kapitel: Die ebene Trigonometrie 
auf Seite 5 unter der Anmerkung 3 
geschehen ist, aus dem rechtwinkligen 
Dreieck Apa in Fig. 16 herleiten kön- 
ne^ da in demselben die Winkel a und 
& Komplementwinkel sind, bezw. 
sich zu 9Ö tt ergänzen. 



Anmerkung 5. Da nach den For- 
meln unter Nr. XVI, z. B.; 
fo^60 g = sinSO* 
^60*= t?30" 
sin 45 u — cos 45* 
tgW 30' == ctg SB" ZW u.s.f.ist, 
so folgt hieraus der Satz: 

Mit den goniometrischen Funktionen der 
Winkel bis zu 45° sind auch zugleich 
die goniometr. Funktionen der Winkel 
von 45° bis 90° bekannt 
Dieser Satz findet eine sehr prakti- 
sche Verwertung in den trigonometrischen 
und in den logarithmisch-trigonometrischen 
Tafeln, und zwar insofern, als in diesen 
Tafeln nur die goniometr. Funktionen, 



'W-" 
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bezw. die Logarithmen der gonioinetr. 
Funktionen der Winkel bis zu 45° an- 
gegeben sind, indem mit denselben auch 
die der Winkel von 45° bis zu 90° bekannt 
sind, so ist z. B. : 

log cos 7 '5° = log sin 15° 

logtg 46° 25' = logctg4S°35' 

log sin 50° 40' = % cos 39° 20' u.s.f. 

(man vergl. hierbei den Abschnitt, welcher über 
die Einrichtung der trigonometrischen und der 
logarithmisch-trigonometrischen Tafeln handelt). 



Anmerkung 6. Den durch die For- 
meln unter Nr. XVI ausgedrückten Be- 
ziehungen entsprechen die Namen Ko- 
sinus, Kotangens und Kosekans, welche 
bezw. statt: complementi sinus, comple- 
menti tangens und complementi secans 
gesetzt werden und zur Unterscheidung 
von den Funktionen: Sintis, Tangens und 
Secans, welche den Namen Hauptfunktio- 
nen führen, Kofunktionen genannt werden 
(man vergl. die Erkl. 10, 12, 14 und die Antw. 
der Frage 11). 



VIII. Aufgaben. 



Aufgabe 8. Man soll mit Hülfe des 
gleichseitigen Dreiecks die vier wich- 
tigsten Funktionen der Winkel von 30° 
und 60° berechnen. 



Figur 17. 




Auflösung. Jeder der Winkel («) in 
dem gleichseitigen Dreieck in Figur 17 
ist = 60°; ist ferner cd senkrecht zu ab, 
so wird durch cd der Winkel ach und 
die Seite ab (=s) halbiert, mithin ist: 

%acd = 2£dcb (= -J-) = 30° 

Betrachtet man nun cd als den festen 
und ca als den beweglichen Schenkel 

des Winkels acd {= -£ = 30°) , so ist 

nach Formel I (Seite 9): 

ad 



sm — = 



ca 



oder: 



s 
2s 



sin 30° = — = tt- Hieraus erhftlt 



Erkl« 26. Die sammtlichen übrigen Funk- 
tionen des Winkels -=- = $0° kann man auch 

aus dem Dreieck acd (oder bcd) berechnen, man - 

venn man berücksichtigt, dass zwischen der 

Höhe h (= cd) eines gleichseitigen Dreiecks j\ * ggo ___ *_ / == q g\ 

und der Seite 8 desselben, die Relation besteht: '" 2 * ' ' 
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Es ist nämlich nach Formel II (Seite 10); 



cos- 
oder: 



!■ i, , COS -q = t y l/S fverfL nsbeoit. Gleich. 2) 



Dann ist nach Formel III (Seite 10): 

fu - V « V^ 



_^ ad ^_ t 

9 2 - ta - t == ^ " v« ~~ iv*y 

oder: 

1 

O. . . (£ - = VIT <ve?gl, □ ebenei. Gl«latu 8) 

"- ■> * 

Ferner ist nach Formel IT (Seite 10): 



m _ cd h 
2 ^~äd 



rV» 



IL i f ff/ = s= V8 (vgrgl, üfrbeuitehäüdo Gleich, 4) 



U. 8. f. 



Erkl, 27. Da sämmtliche spitze Winkel 
(ti\ s, die Winkel von 0° bis 90°) im 1*" Qua- 
dranten liegen, die samm t liehen goniometr, 
Funktionen der "Winkel im l** a Quadranten 
aber (nach der Antwort der Frage 12, S. 12) 
positiv sind, so haben die bei der Berechnung 
sieb ergebenden Minuszeichen für die Winkel, 
welche kleiner als 90° sind, keine Gültigkeit, 
müssen deshalb vernachlässigt werden, 



Hat man den sin 30° (~ 2 ) gefunden, 

so kann man analog der Aufgabe 2 

(Seite 17) die übrigen Funktionen von 
30° leicht berechnen, was dem Studie- 
renden überlassen bleibt (vergl. auch die 
Erkl, 26). Man wird finden: 

X i in Rücksicht der 

COS 30" = ±- 2 -V 3 /Erkl. 27 erhält man 

f aus diesen Gleichiin- 

/„ q n o _ -+- l \fö ; gen die weiteren ge- 

zg w — — 3 y ö i suchten Funktionen 

f . \ des Winkele von3ö° t 

2). . , co5 3Ö 8 = -g V3"(= 0,8660) 
3). .. tgm*= l V3"(= 0,5774) 

4). . . %30 l, = V3" (= 1,7321) 

Zur Auffindung der Funktionen des 
Winkels von 60° beachte man, dass 
nach Antw, der Frage 15: Jede Funk- 
tion eines Winkels gleich der Infunk- 
tion seines Komplementwinkels ist und 
dass die Winkel von 60° und 30° Kom- 
plementwinkel sind, dementsprechend ist: 

5), s/n 60° sa ews30 ft = ~ Y& i9l§h9YOni - Qll> 



6). cosQW^sinW 1 = y ( * 
7), ig 60" = d£30" = Y% ( , 
8), ctg 60* = lg 30* = -J YSi . 



n D 



*> 



3> 



Aufgabe 9, Man soll mit Hülfe des 
rechtwinklig gleichschenkligen Dreiecks 
die vier wichtigsten Funktionen der Win- 
kel von 45° bestimmen. 



Figur 18. 




Auflösung« In jedem rechtwinklig 
gleichschenkligen Dreieck sind die Ka- 
theten gleich lang und jeder der spitzen 
Winkel r== 45°; in Fig, 18 ist hiernach: 
ac — bc = m und 
2£bac = 2£abc = a = 45° 

Betrachtet man nun z. B. für den 
Winkel bac in Figur 18, av als den 
festen und ab als den beweglichen 
Schenkel dieses Winkels, so hat man 
nach Formel I (Seite 9): 

snin — — =- oder: 
ab 
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sin 45" = 



m 



ErkL 28. Mittelst des pythagoreischen Lehr- 
satzes erhält man aas dem rechtwinklig gleich- 
schenkligen Dreieck abc in Figur 18: 

m 2 -\-m 2 = n 2 oder: 

2m' = n* 



Da nach der ErkL 28 m = J V 2 ist, 
so erhält man hieraus: 



:-v'2 



oder : 



mithin : 



-Vf-Y¥ 



1K 



sm 45° = 

n 

^45 fl = -JV2{= 0,7071) 



Ganz dasselbe erhält man aus der 
Figur 18 für cos45\ nämlich: 

2). , . cos 45°= g V2 (=0,7071), was 

auch mit dem in Antwort der Frage 15 
ausgesprochener» Satze übereinstimmt, 
denn die Winkel von 45 u und 45<> sind 
Komplementwinkel. 

Ferner erhält man aus der Figur 18: 
tgtt - -- oder: 



3). 

4). 



ig 45o 



ac 
m 
m 
m 



= 1 und ebenso: 



tihj4£P =s =1 (vergl. Anm. 7). 



Anmerkung 7. Aus den Gleichungen 
1)., 2)., 3). und 4). in der Auflösung der 
vorigen Aufgabe ergeben sich die Sätze: 

1). Der Sinus und der Kosinus, ebenso 
die Tangens und die Kotangens der 
Winkel von 45° sind bezüglich ein- 
ander gleich (dies ergibt sieb auch aus 
dem in Antwort der Frage 15 aufgestell- 
ten Satze, wenn man berücksichtigt, dass 
die Winkel von 45" und 45° Komplement- 
winkel sind); 

2). Die Tangens und die Kotangens der 
Winkel von 45° sind - 1. 



Aufgabe 10. Man soll mit Hülfe des 
Bestimmungsdreiecks eines regulären 
Achtecks die vier wichtigsten Funktio- 
nen der Winkel von 22° 30' und 67» SO' 
bestimmen. 



Auflösung. Ist ab m ein Bestimmungs- 
dreieck (siehe ErkL 29) des in der Fi- 
gur 19 angedeuteten regulären Acht- 
ecks, so ist in demselben: 
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am =. hm — II, nämlich: gleich dem Ra- 
dius M des dem regulären Acht- 
eck umschriebenen Kreises; 
dann ist : 

ferner ist, wenn man die Senkrechte m e 
auf ab fällt: 

J = 4 |V 22*30' 



2^amr s= 2£rmb 

ar = &c = ** 



Erkl. 29. Verbindet man die Ecken eines 
regulären Polygons mit dem Mittelpunkte des 
ili mselben umschriebenen Kreises, so entstehen 
so viele kongruente gleichschenklige Dreiecke, als 
die Anaahl der Seiten jenes Polygons beträgt* 
Da hiernach ein reguläres Polygon in allen 
> einen Teilen vollständig bestimmt ist, venn 
man ein solcbes Dreieck kennt, so heissen 
diese Dreiecke Bestimmungsdreiecke (siebe Pla- 
nimetrie: Die regulären Polygone). 



Erkl. 80- tischen der Seite (*> ) eines 
regulären Achtecks und dem Radius E des 
demselben umschriebenen Kreises besteht die 
Itelalion: 

s 9 t=± bY2 — Vi (= 0,7*358668 , 11) 
(siebe Planimetrie: Die regulären Polygone)* 



Erkk Öl. 

^^ mbtWW 

til22"W =: — 99o"30'" (,ieb ° Fo ™* 1 V£t * ßölu 13) 

Hierfür erhält man noch nebenstehenden 
lilcichungen 1). und 2).: 



nämlich : gleich der 

Lal Jen Seite (*J des 

regilaren Achtecks. 

und mc = r. nämlich: gleich dem Radius r 

des dem regulären Achteck 

eingeschriebenen Kreises. 

und schliesslich ist: 

a es BÖ*— J = 90°— 22 n 30' == 67*30' 

«Li « und £- spitze Winkel ei- 
nes der rechtwinkligen Drei- 
ecke aetn oder lern sind. 

Betrachtet man nun für den Winkel 
anu\ in Figur ift, »te als den festen 
und wa als den beweglichen Schenkel 
desselben, so hat man nach vorausge- 
gangenem und nach Formel I (Seite 9): 

fl ar 



tg 22»30' 



sV^-W 



Iy2^v2 V2+V2 



\/2_— _V2 \/{2-V2)ß—y2\ ^ 
' g+Vsf~ 5 " (2^V2 (2— V2J " 

' 2^ -(Vi? V 4-2 



'(V2) 
^— V2 2 

V2 = V* 



1 =-r- -t — 1 oder: 
(Vi/ 



80' = l V 2 — 1 = V^ — 1 



5? w „- =^ 



oder: 



am 



- 22 * ,30 '=* = 2 * 



Da man nun nach der Erklärung 30: 
= -RV2 — \2 setzen kann, so ist: 

21t 



ä»i. 22° 30' — 



oder : 



V2-V2 l). 



ft»22 30' 



\^2-V2 



Hat man den sin 22° 30' hiermit ge- 
funden, so kann man analog der Auf- 
gabe 2 (Seite 17) die übrigen Funktio- 
nen des Winkels von 22*30' leicht be- 
rechnen, was dem Studierenden über- 
lassen bleibt (dies kann auch in analoger 
Weise wie in Erkl. 26 angedeutet, ge- 
schehen). Man wird in Rücksicht der 
ErkL 27* finden: 

2). ( . C0S22"3O' = l \/^2+ V 2 
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3). . . tg 22 lh 30' = \ 2 — 1 Hieb« diaErHSlJ 

und 

4). . .cty 22*30' = y r 2 + l 

Zur Auffindung der Funktionen der 
Winkel von 67° 30', beachte man, dass 
nach Antw. der Frage 15: Jede Funk* 
tion eines Winkels gleich der Kofunk- 
tion dessen Komplementwinkels ist und 
dass die Winke] von 22° 30' und 67° 30' 
Komplementwinkel sind; hiernach erhält 
man: 

5). sin 67<> 30' = cos 22<> 30' = 1 y 2 + \' 2 t*\eh* milch, s) 
6). co.s67°30' = sin 22° 30' = i- y 2 — V*2 < * T ij 
7). ^67°80' = d^220 80 / = V"2 + l ( , Ä «' 

8). cfy67°30'= ty22°30' = V^ — * < * * 3 > 



Aufgabe 11. Man soll mit Hülfe des 
Bestimmungsdreiecks eines regulären 
Zehnecks die vier wichtigsten Funktio- 
nen der Winkel von 18° und 72° be- 
stimmen. 



Figur 20. 




Auflösung. Ist ahm ein Bestimmungs- 
dreieck (s. Erkl. 29} des in der Figur 2(> 
angedeuteten regulären Zehnecks, so ist 
in demselben: 



am = bm 



— i?, nämlich; gleich dem Ra- 
dius R des dem regulären Zehn- 
eck umschriebenenKreujes; 



dann ist: 

^ , a 360° Qro 

ferner ist, wenn man die Senkrechte wie 
auf ab fällt: 

v 7 ß 36 ° 1011 



a*' -^ b 



Erkl. 32. Zwischen der Seite (s, ) eines 
regulären Zehnecks und dem Radius R des 
demselben umschriebenen Kreises besteht die 
Relation: 

*iü =- 2 (-WV 5 ) 

(siehe Planimetrie: Die regulären Polygone). 



ac = bc = 



und schliesslich ist: 



nämlich : gleich der 
halben Seite (*, ) des 
regulären Zehn eck s, 



a = 90° — -J- = 90°— 180 ss 72* 
j 
da « und £ spitze Winkel je- 
des der rechtwinkligen Drei- 
ecke aem und bem sind. 

Betrachtet man nun für den Winkel 
ante, in Figur 20, mc als den festen 
und ma als den beweglichen Schenkel 
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desselben, so hat mau nach vorausge- 
gangenem und nach der Formel I (S*9): 

ß 



stn 



2 



= oder 

am 



s™18° = ~^ 



2.R 



Frhh 88, 

iöl8°— --* JÜ" (siehe Formel VII, Seite IS). 
3 cos 18° % ' 

Hierfür erhält man nach nebenstehende n 
Gleichungen 1). nnd 2}.: 



Da man nun nach der ErkL 32 : 
setzen kann, so ist: 



s/mI8"=- 
oder: 



(-1^5) R 



= ~(-14-Vö) 



4B 



( ff l8« = -- 



i(VM 



V^ — i 



1 



V 10 + 2 V5 " * 10 + 2V5" 



2V5 V 



3-V5 

5 + Vh 



(3— k5 )(5-V 5) _ 

15 — 5V¥^SV^+5~ 
25 — 5 



1). . .äMI8»=-*-(V5 — 1) 

Hat man densml8° hiermit gefunden t 
so kann man analog der Aufgabe 2 
(Seite 17) die übrigen Funktionen des 
Winkels von 18° leicht bestimmen, was 
dem Studierenden überlassen bleibt 
(dies kann auch auf analoge Weise wie 
in Erkl. 26 angedeutet, geschehen). 

Man wird in Rücksicht der Erkl, 27, 
finden : 



\ /20 — 8V5 __ \ /5 — 2 Vi 



25 — 10 Vö 



tg\W 



V 



2). 
3). 

4). 



ros 



mithin : 



10 V5 



5), ai«72 ü 

ß). cos 72° 
7). , ty72* 
8). cty72° 



1&o=|y 10 + 2V5 
^ 18° Bis j y 25 — 10V5c*»*Li» 

Zur Auffindung der Funktionen der 
Winkel von 72° beachte man, dass nach 
Antwort der Frage 15: Jede Funktion 
eines Winkels gleich der Kofunktion 
dessen Komplementwinkels ist und dass 
die Winkel von 18° und 72° Komple- 
mentwinkel sind; hiemach erhalt man: 

= COS 1 8 y = * - y 1 -+- 2^5" (Mu Oldeh. 2> 

= $inl&= V(y"5_i) ( „ n i> 

= ^18 li = J Y^25 — IOYs ( . . s> 
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IX. Lineare Darstellung der goniometrischen Funktionen 

am Kreise. 

(Begriff der goniometrischen bezw. trigonometriechen Linien.) 
(Begriff der Kreisfunktionen.) 

Anmerkung 8. Die Darstellung der 
goniometrischen Funktionen als lineare 
Grössen (als Linien) hat hauptsächlich 
den Zweck, die Untersuchung über die 
Grenzwerte, bezw. Über das Wachsen 
und Abnehmen der goniometr. Funk- 
tionen zu erleichtern (vergl. den Abschn. 
X); sie bietet zugleich ein Mittel um 
auf rasche und Übersichtliche Weise die 
Funktionen von stumpfen und über- 
stumpfen Winkeln etc. in die Funktio- 
nen von spitzen Winkeln ausdrücken 
zu können (vergl. den Abschnitt XI). 



Frage 16. Welche Betrachtung wird 
der Darstellung der goniometr. Funk- 
tionen als lineare Grössen zu Grunde 
gelegt und was versteht man unter den 

sogenannten Kreisfunktionen? Antwort Beschreibt man um 0, 

(Was versteht man unter dem sinus siehe Figur 21, einen Kreis, dessen Ra- 

totus oder dem sinus rectus). dius = 1, nämlich gleich einer beliebi- 
gen Strecke ist, die als Längeneinheit 
angenommen und beibehalten wird, und 

Erkl. S4. Ein planimetr. Lehrsati, heisst: z | eht man in die8em Kreise die zwei zu 

„Centriewinkel eines und desselben Kreises einander senkrechten Durchmesser o 6 

oder von Kreisen mit gleichen Radien ver- und cd, so wird die Ebene des Kreises 

halten sich wie die diesen Centriewinkeln in vier Quadranten geteilt, nummerirt 

zugehörigen Bogen.« man dieselben der Reihe nach, wie in 

Dieser Satz wird zur Messung der Winkel R ur gl angedeutet ist, mit I, II, III, 

benutzt. Man teilt nämlich die Penphene TTT ° , . ° . , r> j- r\ ■ j 

eines Viertelkreises in 90 gleiche Teile (also IV und nimmt den Radius Oa als den 

die ganze Peripherie in 360 gleiche Teile) und festen Schenkel aller möglichen Win- 

nennt einen solchen Teil einen Gradbogen (°j, kel an, SO liegen (vergl. Antw. der Frage 4, 

jeden Gradbogen teilt man in 60 gleiche Teile Seite 3) 

■* TT^^SS^S äTJStS. m de» »Quadranten alle BpiUen Winkel (wie.), 



derum in 60 gleiche Teile und nennt einen « n 2. „ „ stumpfen „ ( „ a t ), 

solchen Teil Sekundenbogen ("). Zieht man nun „ „ 8. „ „ überstumpfen Winkel 

von dem Mittelpunkte des Viertelkreises Linien zwischen 22? u. 312 (wie a 2 ) r 

nach den soeben angeführten Teilpunkten des v n 4. w a n e überstumpfen Winkel 

Kreisbogens, so wird nach vorstehendem Satze zwischen SR u. AR (wie <* 3 ) 

der zu dem Viertelkreis gehörige Centriewinkel, „ . ^ A%% ,. ÄÄ •* ä i 1ä w ,„. j ä „uu«« ä « 

welcher ein rechter Winkel ist, ebenfaüs in 90 ™* m ? n ^L 8 ^ al ] e nu F denkbaren 

gleiche Teile, Gradwinkel (°) oder kurzweg Grade Winkel bis 360° (und auch darüber) als 

genannt, jeder derselben in 60 gleiche Teile, Centriewinkel eines und desselben Krei- 



. * a- . ( \A a TI e ? *%"£* FS^bjA ses, dessen Radius = 1 ist, dargestellt. 

jeder dieser in 60 gleiche Teile, Sekundenwinkei ü ääa u* ä * ™ ä « «„« ,1 ' *u a^ 

(') oder kurzweg Sekunden genannt, geteüt. w fachtet man nun, dass nach der 

In Folge dieser Einteilung ist die Benennung Erkl. 34 die Centriewinkel (wie a, a l9 
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von Bogen in Graden, Minuten und Sekunden, zu- 
gleich das Mass der diesen Bogen zugehörigen 
CentrievrinkeL Ist z. B. ein Bogen = 3G°J|8 4 
50", so ist auch der zugehörige Ceotriewinkel 
36° 43' 50* (man vergleiche die Einrichtung des 
Transporteurs in dem Kapitel: Planimetrie). 



Erkl, 85. Die in vorstehender Erklärung 
angedeutete Einteilung eines YiertelkreiseB ist 
die altere Teilung* welche auch Sexayesimal- 
tailung genannt wd: es gibt nämlich noch eine 
neuere Teilung, die sogen, Cenlesimalteilung. 
Nach letzterer vird der Viertelfcreis in 100 
deiche Teile t jeder dieser Teile abermals in 
100 und jeder dieser Teile wiederum in 100 
gleiche Teile geteilt, die Benennung dieser 
Teile bleibt dieselbe* 



Erkl. S6, Bei allen Berechnungen ist die 
Sexsgesimalteilung angewandt und anzuwenden, 
ausgenommen in den Fallen in welchen aus- 
drücklich die neuere Teilung zu Grunde ge- 
legt werden soll. 



fl v ofj) durch die zugehörigen Kreis- 
bogen (wie af t ag, ah, ai) gemessen 
werden können (und auch umgekehrt), 
indem sowohl Centriewinkel als auch 
die denselben zugehörigen Kreisbogen 
gleichviel Grade, Minuten und Sekunden 
enthalten (vergl. Erkl 34) so kann man 
die Bezeichnungen: Sinus, Kosinus, Tan- 
gens und Kotangens etc. dieser Cent rie- 
winkel auch auf die denselben zuge- 
hörigen Kreisbogen übertragen. 

Diese Betrachtung wird der in der 
Antwort nachstehender Frage entwickel- 
ten n Darstellung der goniometr, Funk- 
tionen als lineare Grössen* 4 zu Grunde 
gelegt. 

Da man, wie vorstehend erwähnt, die 
Bezeichnungen: Sinus, Kosinus etc. eines 
Centriewinkels auf die demselben zu- 
gehörigen Kreisbogen übertragen kann 
{vgl. die Gleichungen a)., b). etc. in nach- 
stehender Antwort), so werden dieselben 
in dem gedachten Falle, anstatt gonio- 
metr ische Funktionen; „Kreisfunktionen'' 
genannt (vgl. Antw. der Frage 10, S.ll). 

Beiläufig sei hier noch bemerkt dass 
der Radius des Kreises um Ö, welcher 
zu dem gedachten 2w r ecke , nämlich : 
„zur Darstellung der goniometr, Funk- 
tionen als Linien" = 1 angenommen 
wird, in den älteren Schriften sinus 
latus oder sinus recius genannt wird 
(vergl. hierüber den Abschnitt X). 



Frage 15, Auf welche Weise kann 
man die gomometrischen Funktionen als 
lineare Grössen (als die sogen, trigono- 
metrischen oder goniometrischen Linien) 
darstellen und was versteht man unter 
dem SfnuSi Kosinus, der Tangens, Ko- 
tanqens, Sekans^ Kosekans, dem Sinus- 
verstia und dem Cosimisversita eines 
Kreisbogens, bezw. eines als Centrie- 
winkel gezeichneten Winkels? 



Antwort. 
A). Darstellung des Sinus eines beliebigen 
Winkels (Bogens) als gerade Linie: 

Fällt man in Figur 21 von den End- 
punkten f, ff, h und i der den beliebigen 
Centriewmkdn #, rr M «^ a 2 zugehörigen 
Kreisbogen, welche den gemeinschaftli- 
chen Anfangspunkt a haben , die Perpen- 
dikel fk t gl, hl und ik auf den durch 
den gemeinschaftlichen und festen An- 



Lineare Darstellung der goniometr. Funktionen am Kreise. 



fangspuukt a dieser Bogen gehenden 
Radius Oa, bezw. auf dessen Verlänge- 
rung, so ist nach der Formel I (Seite 9) 
und nach den Erklärungen 37 o. 38: 



a). sina — sin arc tt = ~~ f oder = +/"fc 



b). sina t =r sin arc a x = 
c) 



Oh 



= ^c9l 



= -hl 



a). sin or 3 = sm arc «^ = -^ .- 



-t* 



da die Kenner: 

|0£CfcÜ*>Üi 

gleich dem 
Radius r des 

Kreises, 
nämlich = 1, 
gleich der ein- 
mal aBgenom- 
[ mcnen Längen- 
einheit sind. 



Die Längen der Perpendikel fh 

gl, hl, ik repräsentieren somit die 
Grössen der Sinus der als Centrte- 
winkel gezeichneten Winkel <r, « M 
a t i vt,. bezw, die Sinus der diesen 
Winkeln zugehörigen Kreisbogen **f. 
ag,nh, ai; mithin kann man sagen: 

Der Sinus eines Kreisbogens (bezw. 
des zugehörigen Centricwiufcels), 
dessen Radius = 1 ist ist die Senk- 
rechte, welche man von dem End- 
funkte des Bogens auf den Radius 
(bezw. auf dessen Verlängerung) 
fällen kann, der durch den Anfangs- 
punkt jenes Bogens geht. 

Diese Perpendikel (wie fk, <jl, 
hh ik) heissen dementsprechend 
Sinuslinien und werden nach den 
vorstehenden Gleichungen a). bis d). po- 
Erkl. 37. Ein Kreisbogen, der einem Kreise sitiv oder negativ genommen, je nachdem 
angehört, dessen Radius = L ist, wird in der die Kreisbogen (bezw. Centrie Winkel) im 
Goniometrie durch das lateinische Wort arcus [ nn ^ jj oder im III und IV Qua- 
(der Bogen), bezw. durch die Abkürzung arc j'ntpn iVpijmi fvprffl dip Antwort der 
und durch den diesem Bogen zugehörigen aranten liegen (yergl. iiie Antwort aer 
Centriewinkel bezeichnet; demnach versteht rrage 12 und tlgur 15). 
man in der Figur 21, unter: 

arca den Bogen af, welcher zu dem Ceo- nv n . „ . . ^ «. - . . l^m^u: 
triewinkel «gehört, B)* Darstellung des Kosinus eines beliebi- 

gen Winkels (Bogens) als gerade Linie; 

Nach der Formel II (S. 10) u. nach d, 

ErkL 37 u. 38 erhält man aus der Fig. 21 : 

j-M „ , , da die Nenner : 

e). cosa = rosarca =— ,-/,*- oder = 




unter arc a t den Bogen ag, welcher zu dem Cen- 
triewinkel «, gehört, u. s. f. 



Of 
, v -0/ 

g). cos^^cosarcv^^ « 

' Öi 



Ok\ 



= -Öl\ 



= -0l[ 



h). cos ir 3 = cos arc ra s ■ 



= 4 0i- 



0&%QKOi 

gleich dem 
Radius r des 

Kreises, 
uämlich = 1, 
gleich der ein- 
mal angenom- 
menen Längen- 
ein heit sind. 
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Erkl. ÄS, Betrachtet man in der Figur 21 
Oa als den festen Schenkel aller möglichen 
Winkel und Om, Op, Oq t On als die beliebi- 
ge d La^en des beweglichen Schenkels, so sind 
die Perpendikel tna 3 fk, gl, pb t qb,hi,na,ik 
die Ordinalen, die Strecken OJt, Oa, Ob, Ol die 
Abscissen der Punkte f, i, m } n, p, q, g und h des 
beweglichen Schenkels zu dem festen Schenkel, 
Analog der Antwort der Frage 7 (Seite 4) er- 
hallen die Ordinalen und Abseissen , je nach 
ihren Lagen (siehe Figur 7) die Vorzeichen -f- 
oder — ■ während die Strecken Om, Of r Op, 
Off } Oq, Oh, On, Oi f das sind die Entfernun- 
gen (die radttts vectoren) jener Funkte vom An- 
fangspunkte des gedachten Koordinaten Systems, 
ü Is solche stets positiv, bezw + ohne Vorzeichen zu 
nehmen sind (man vergleiche die Antwort der 
Frage 7, Seite 4). 



Erkl, 39. Da (nach den Regeln der Algebra) 
Grössen mit gleichen Vorzeichen ineinander di- 
vidiert ein positives, mit ungleichen Vorzeichen 
ineinander dividiert ein negatives Resultat er- 
geben, so ist z. B.: 



±1» + 



--A=+Ä 



+ b 
— b 



t * \ hieraus folgt, dass für — 



sowohl . . , . - als auch 

+* 

gesetzt werden kann. 



I 
+ « 

— b 



Erkl. 40. Zwei rechtwinklige Dreiecke 
sind ähnlich^ wenn ein spitzer Winkel des 
einen Dreiecks gleich einem der Winkel im 
anderen Dreiecke ist. 



Er kl. 41. In ähnlichen Dreiecken ist das 
Verhältnis zweier Seiten des einen Dreiecks 

tleich dem Verhältnis zweier homologen Seiten 
es anderen Dreiecks. 



Die Längen der Stücke ÖJt, Ol re- 
präsentiren somit die Grössen der Ko- 
sinus der als Centriewinkel gezeichneten 
Winkel «, « tl «j, « 3 , bezw* die Kosinus 
der diesen Winkeln zugehörigen Kreis- 
bogen af, ag, ah s ai; mithin kann man 
sagen : 

Der Kosinus eines Kreisbogens (bezw. 
des zugehörigen Centriewinkels), dessen 
Radius = 1 ist, ist gleich dem Abstand 
des Fusspunktes des Sinus desselben Bo- 
gens vom Mittelpunkte des zugehörigen 
Kreises. 
Diese Abstände (wie 01% Ol) heissen 
dementsprechend Kosinuslinien und wer- 
den nach den vorstehenden Gleichungen 
e). bis h). positiv oder negativ genommen, 
je nachdem die Kreisbogen (bezw, Cen- 
triewinkel) im I. und IV. oder im II. und 
II L Quadranten liegen (vergl Antw. der 
Frage 12 und Figur 15), 



C). Darstellung der Tangens eines beliebi- 
gen Winkels (Bogens) als gerade Linie: 

Zieht man in der Figur 21 an den 
Kreis um Ö in a und b Tangenten, so 
erhalt man nach der Formel III (S, 10) 
und nach den Erklärungen 87 u, 38 : 

i), tga = tgarca = 4^™ oder = +« *w 

nach der Erkl, 89 und weil Oa =. r es 1 
angenommen wurde. 

Dann erhält mau: 

t ga -tgarc at =±A?L = _£<*£. 

Denkt man sich den durch den Bndpunkt 

{g) des äu «, gehörigen Kreisbogens {a$) 
gehenden Radius {Og} rückwärts bis zum 
Durchschnitt (nj mit der durch a gezogenen 
Tangente verlängert, so ist, da in den bei- 
den rechtwinkligen Dreiecken Obp und Oan 
die Winkel bOp und aOn als Scheitelwin- 
kel gleich sind: 

&Obp +* &Oan (if«he Erki. 40» 



an 



Oa 



{siehe Erkh 4L) 



hp 
Ob 
mithin ist auch: 

oder = — an nach d.Erkl.SS 

und weil Oa = r = 1 angenommen 
wurde. 
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ErkL 42. Daher rührt die Bezeichnung der 
goniometr. Funktion: Tangens « (Tangente des 
Winkels er), in Zeichen : tg « — man vergl. die 
Erkl. 11, Seite 10. — 



Ferner erhält man: 

— hfl bq 

-Ob ~ +" Ob 



tga. } = tg arc i* 3 - 



. Ki kl .;!'" 



Denkt man sich den durch den Endpunkt 
(h) des zu tt* geböripeu Kreisbogens (aft) 
gehenden Radius Oh rückwärts bis zum 
Durchschnitte im) mit der durch a gehen- 
den Tange ute verlängert, bq ist, da in den 
beiden rechtwinkligen Dreiecken Obq und 
Qam die Winkel bOq und aOm als Schei- 
telwinkel gleich sind: 

£±Qbq *& £\Oam (ii*h« Erkl. m 



am 



= -R isfche Krkl, 41) 



0a 



fi« 



cm 
a 



5g 

mithin ist auch; 

1). tg« 2 = tg arc« t = |~ ^ = - - ■£ 

oder == — j— a j># 
da öa = r = 1 angenommen wurde. 
Schliesslich erhält man: 

m). tga^ = ig arc a^ = ~[ p— oder = — «■» 

nach der ErkL 39 und weil Oa = r = 1 
angenommen wurde. 

Die Längen der Abschnitte am und 
an auf der durch den Anfangspunkt a 
der Kreisbogen an dieselben gezogenen 
Tangente repräsentieren somit die Grös- 
sen der (trig, oder goniometr.) Tangenten 
der als Centriewtnkel gezeichneten Winkel 
«, « t1 «i, o 1T bezw. die (trigonometr. oder 
goniometr.) Tangenten der diesen Win- 
keln zugehörigen Kreisbogen af 7 ag, ah, 
ai; mil hm kann man sagen: 

Die Tangens eines Kreisbogens {bezw. 
des zugehörigen Centriewinkels), dessen 
Radius = 1 ist, ist das StUck der im An- 
fangspunkt (a) dieses Bogens an densel- 
ben gezogenen Tangente (s. Erkl.42), 
welches zwischen dem Berührungspunkte 
(a) und dem Durchschnittspunkte dieser 
Tangente mit dem durch den Endpunkt 
des Bogens gehenden und (vor- bezw, 
rückwärts) verlängerten Radius liegt 

Diese Abschnitte (wie am und an) 
auf der durch a an den Kreis gezogenen 
Tangente heiseen dementsprechend 
die Tangenten (siehe Erkl. 42) und wer- 
den nach den Gleichungen i). bis im. 
positiv oder negativ genommen, je nach- 



Goniometrie, 



dem die Kreisbogen (bezw. Centriewin- 
kel) im I. und IÜ. oder im II. und IV. 
Quadranten liegen (vergl. Antwort der 
Frage 12 und Figur 15). 



<*~*«««=^=+-:£c-»- 



0), Darstellung der Kotangens eines be- 
liebigen Winkels (Bogens) als gerade 
Linie: 
Zieht man in der Figur 21 an den 
Kreis um die zu dem durch den 
festen Anfangspunkt gehenden Radius 
Oa parallele Tangente st und ver- 
längert (vor- oder rückwärts) die durch 
die Endpunkte f> g, h und i der Kreis- 
bogen af, ag, ah und ai gehenden Ra- 
dien bis zum Durchschnitt mit dieser 
Tangente, so hat man nach der For- 
mel IV (Seite 10), nach den Erklärun- 
gen 37 und 38: 

-Oa __ , [a { 
-am "• am 

oder : 

da in den rechtwinkligen Dreiecken Oam 
und Oc8 die Winkel aOm und Ose als 
Wechselwinkel gleich, mithin nach der 
Erkl. 40 diese Dreiecke ähnlich sind und 
sich aus denselben die Proportion: 
Oa es 

= -^ — (tiehe Erkl. 41) 

am Oc 

ableiten lässt, so geht vorst. Gl. über, in: 

, j . , Oa , es 

u), cUju = ctgarc a = -\ = + tt~ 

* ' am ' Oc 

oder =-{-cs nach der Erkl. 30 

und weil der Nenner Oc = r = 1 ange- 
nommen wurde. 

Dann erhält man: 

~ ^bp =~~ Jp^ 



ctg* = ctgarc « k = =£=- ^ ^ kL 

oder: 

da in den rechtwinkligen Dreiecken Obp 
und Oct die Winkel bOp und Otc als 
Wechselwinkel gleich, mithin nach der 
Erkl. 40 diese Dreiecke ahnlich sind und 
sich aus denselben die Proportionen: 
Ob et 

— — = -y— (siehe Krkl. 41) 

bp Oc 

ableiten lässt, so geht vorst. GL über, in : 

. Ob et 

q). cttjix, = ctgarc«, = — ¥p = — &c 

oder = —et nach d. Erkl. 39 

und weil der Nenner Oc — r = 1 an- 
genommen wurde. 
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d§tt 2 =ctgarea t = ■ — =+ »" 



Ferner erhält man: 

oder, 

da in den rechtwinkligen Dreiecken Ohq 
und Ocs [Os ist hierbei als der durch 
Jen Endpunkt h des zu u, gehörigen 
Bogens gehende und rückwärts verlän- 
gerte Radius zu betrachten) die Winkel 
fc q und c a O als korrespondierende 
Winkel gleich, mithin nach der Erkl. 40 
diese Dreiecke ähnlich sind und sich aus 
denselben die Proportion: 

Ob c» . -LM 

btj Oc 

ableiten lässt, so geht vorst. GL über, in : 

x J Oh es -\-cs 

p). ctg, h = ctgare«, = + } - = + ^ = ^ 

oder = + ca nachd.ETk1.3f« 

und weil der Nenner Öc = r = 1 ange* 
uommen wurde. 

Schliesslich erhält man: 

-+- Oa (Ja 

ctg tu =efgarca x = = — - (Kfitwj 

J " J * — an an 

oder, 

da in den rechtwinkligen Dreiecken Oan 
und Od (Ot ist hierbei als der durch 
den Endpunkt i des zu a 2 gehörigen 
Bogens gehende und rückwärts verlän- 
gerte Radius zu betrachten) die Winkel 
aOn und cto ah korrespondierende 
Winkel gleich, mithin nach der Erkl. 40 
diese Dreiecke ähnlich sind und sich ans 
denselben die Proportion: 

0« et 

- = - (lieh» Effet 41) 

an Oc 

ableiten lässt, so geht vorst. Gl. über, in: 

, , . Oa et —vi 

q). **«-*«*** " flM - = - 07 = or 

Oder = — et nach d. Erkl. «0 

und weil der Nenner Oa ss /■ st 1 ange- 
nommen wurde. 

Aus den Gleichungen n). bis q), er- 
gibt sich, dass die Längen der Strecken 
es und et auf der zu Oa an den 
Kreis parallel gezogenen Tangente st 
die Grössen der Kotangenten der als 
Centrie winkel gezeichneten Winkel «, 
«ii «|i *is bezw. die Kotangenten der 
diesen Winkeln zugehörigen Kreisbogen 

Goniometrie (Winkelmessungslehre). 3 
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af, ag, ah, ai repräsentieren, mithin 
kann man sagen: 

Die Kotangens eines Kreisbogens (bezw. 
des zugehörigen Centriewinkels), dessen 
Radius = 1 ist, ist das Stück der zu dem 
durch den Anfangspunkt dieses Bogens ge- 
henden Radius parallel gezogenen Tangente, 
welches zwischen derem Berührungspunkte 
und dem Durchschnitte dieser Tangente mit 
dem durch den Endpunkt des Bogens ge- 
henden und vor-, bezw. rückwärts verlän- 
gerten Radius liegt 

Diese Abschnitte (wie es und et) auf 
der dem Radius Oa parallel gezogenen 
Tangente heissen dementsprechend Ko- 
tangentenlinien und werden nach den 
Gleichungen n). bis q). positiv oder ne- 
gativ genommen, je nachdem die Kreis- 
bogen (bezw. Centriewinkel) im I. und III. 
oder im IL und IV. Quadranten liegen 
(vergl. Antw. der Frage 12 und Fig. 15). 

Anmerkung 0, Obgleich von der Sc- Siehe nebenstehende Anmerkung 9. 

bans, der Kusckam, dem Shtusrcrsus 

und dem Kosivusvcrws nur sehr sei- £), Darstellung der Sek ans eines belie- 

ten Gebrauch gemacht wird {die beiden bigen Winkels (Bogens) als gerade 

letzteren Bezeichnungen ganz veraltet Linie: 

sind) und diese Funktionen ausserdem v , , ~, , 17 /0 .. - nx , 

stets in den flfo», bezw. Kosimts de^ Nach der Formel V (Seite 10) und 

selben Winkels ausgedrückt werden kön- nach den Erkl 37 und 38 erhalt man 

neu (man siehe die Formeln XI, XII, aus der J?l 8 ur J1: ß 

XIV und XV auf Seite 14 und 15), so r ). seca — secarca= ^- oder = -rOw 

ist nebenstehend dennoch gezeigt — +0a 



und zwar nur der Vollständigkeit wegen (da Oa=r = l ist) 

und weil manche Docenten nocli auf n „ n _ DrV dH mQn . 

diese Begriffe zurückkommen - wie mnn ernaU man ' 

suich diese goniometr* Funktionen als sec iz = sec arCai== _ _P _ — <P (Erw. 

lineare Grössen am Kreise dargestellt " — Ob Ob 

werden können. oder, 

Dem Anfänger wird empfohlen dies da dch aus der Aeholicbkeit der Drei- 

jedoch zu übergehen, ccke ohj > un * 0an * ie Pr °P° rtl0n: 

Op __ On 

~Öb ~~ Oa 

ergibt, so geht vorst. Gleich, über, in: 

Op On -<> 

9). ,eva l ^sccarca i =— öb =- ~= ß - 

oder = — On (da Oa = r — 1 is: 

Ferner erhält man: 

Oq Oq 

$ec a 2 = sec arc iu = — * r = ^, <trk: s> 

— üb Ob 
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oder 



da sich aus der Aehnlichkeit der Drei- 
ecke Ob q uod Oai)i t die Proportion: 
Ort Ow 

--!- = -;— («iah* ErkL 41) 

Ob <hi 

ergibt, so geht verst. Gleich, über, in: 

Oq Om _ — Om 

Oq 



t). sec «j = sec arc a t = 



Ob Oa ~ 

oder — — Om (da Oa = r = 1 ist) 



Schliesslich erhält man: 
On 



u). seca s = sccarca :i ^ 



Oa 



oder = 4- On 



(da Oa = r = I ist) 

Erkl. 48. Weil diese Strecken Om, On Aus den Gleichungen r). bis u). er- 
-Stücke von wirklichen Sekanten sind, welche gibt sich, dass die Längen der Strecken 
man durch den Kreis um ziehen kann, so r\ M im j s\„ qioHp Fimir 91 A\& ^*. 
soll die Bezeichnung der goniometr. Funktion ? m . un ? ?*> "™ *igur 21, riie be- 
„Sekans« davon herrühren. kant * n ( 8iehe Erkl > 43 ) der als Centne- 

winkel gezeichneten Winkel a, a v , a 7 , a i . 
bezw. die Sekanten der diesen Winkel 
zugehörigen Kreisbogen af f ag t aK ai 
repräsentieren , somit kann man sagen: 

Die Sekans eines Kreisbogens (bezw. 
des zugehörigen Centriewinkels), dessen 
Radius = 1 ist, ist gleich dem Stück des 
durch den Endpunkt des Bogens gehenden 
und vor-, bezw. rückwärts verlängerten 
Radius, welches zwischen dem Mittelpunkte 
des Kreises und dem Durchschnitte dieses 
verlängerten Radius und der an den An- 
fangspunkt des Kreisbogens gezogenen Tan- 
gente liegt. 



Erkl. 44. Da nach der Formel XI: 

8€C a = (Seite 14) 

C08a 

die Sekans eines Winkels gleich dem reziproken 
Wert des Kosinus desselben Winkels ist, so 
müssen die Sekanten und die Kosinus in den 
4 Quadranten übereinstimmende Vorzeichen haben. 
— - Man vergl. die Gleichungen r). bis u). mit 
-den Gleichungen e). bis h). — 



Diese Stücke (wie Om und On in 
Figur 21) heissen dementsprechend Se- 
kantenlinien; dieselben müssen nach den 
Gleichungen r). bis u). positiv oder ne- 
gativ genommen werden, je nachdem de. 
Kreisbogen (bezw. Centriewinkel) im 1. 
und IV. oder im II. und 1IL Quadranten 
liegen (vergl. Erkl. 44). 



F). Darstellung der Kosekans eines be- 
liebigen Winkels (Bogens) als gerade 
Linie: 

Nach der Formel VI (Seite 10) und 
nach den Erkl 37 und 38 erhält man 
aus der Figur 21: 



36 Goniometrie. 



Ofii Om 

cosec ix = cöscc arca = — — — = -\ — *&* 

-j-aw am 

oder, 

da sich aus der Aehnlichkeit der Drei- 
ecke Oam and Ocs t die Proportion: 
Om m o.v 

ableiten laset» so geht vor st. Gl. über, in : 

,Om . Os 

v), cosec « = cosec arc a — -+- = -f- ~^— 

' ' am J Öc 

oder = -j- Os (da Oc = r — I 

Dann erhält man: 

Op , Oj> 

+ bp bp 

oder, 

da sich ans der Aehnlichkeit der Drei- 
ecke Ohp und Octj die Proportion: 

&// "" Oe 
ableiten lässt, ao geht vorst. Gl. über, in: 

, Op +Öt 

w). cosec a t = cosec arc a x = -4- -= — = - ~ — 
* l ' bp Oc 

Oder = -f- Ol (da Oc — r — I ifl 

Ferner erhält man: 

Oq Oq 

cosec **- = cosec arc er, = — -^ — = — -=■ — (Er*! 
2 a — oq hq 

oder, 

da sich ans der Aehnlichkeit der Drei- 
ecke Obq und Ocs die Proportion: 

Oq _ O^ 

tiq ~ Oc 

ableiten lässt, so geht vorst. Gl. üben in: 

Oq Os -0« 

3 * &<? Oc Ö' = 

oder = — 05 (da Oc = r = l ist 1 

Schliesslich erhält man: 

0« 0« 

COSöC « a = cosec arca.= - = (Ei n &» 

* — an an 

oder, 

da sich aus der Aehnlichkeit der Drei- 
ecke Oan und Oct die Proportion: 

On _ oe 

<r« " Oc 
ergibt, so geht vorst. Gleich, über, in: 

On Ot -W 

y\ cosec a- = cosec arca* = = — -jf- = — rx - 

*' 3 * an Oc Ifc 

öder = — 0/ (da 0* - r= 1 iw 






J w»^^-*v 



Lineare Darstellung der goniometr. Funktionen am Kreise. 



37 



Erkl. 45. Da nach der Formel XII 
1 



cosec a = 



8tna 



(Seite 14) 



die Kosekans eines Winkels gleich dem reci- 
proken Wert des Sinns desselben Winkele ist, 
so müssen die Kosekanten und die Sinus in 
den vier Quadranten übereinstimmende Vorzeichen 
haben. — Man vergl. die Gleichungen a). bis d). 
mit den Gleichungen v). bis y). — 



Aus den Gleichungen v). bis y). er- 
gibt sich, dass die Längen der Strecken 
0$ und Ot % siehe Figur 21, die Kose- 
kanten der als Centriewinkel gezeichne- 
ten Winke! et, tf x , ff,, n^ bezw, die Kose* 
kanten der diesen Winkel zugehörigen 
Kreisbogen af t ag t ah. ai repräsentieren, 
mithin kann man sagen: 

Die Kosekans eines Kreisbogens (bezw. 
des demselben zugehörigen Ceutriewin- 
kels), dessen Radius — 1 ist, ist gleich 
dem StUck des durch den Endpunkt des 
Bogens gehenden und vor-, bezw. rückwärts 
verlängerten Radius, welches zwischen dem 
Mittelpunkte des Kreises und dem Durch- 
schnitte dieses verlängerten Radius und der- 
jenigen Tangente liegt, die parallel zu dem 
durch den Anfangspunkt des Bogens gehen- 
den Radius an den Kreis gezogen wird. 

Diese Stücke (wie Os und Ol) heissen 
dementsprechend Kosekantenlinien ; die- 
selben müssen nach den Gleichungen v). 
bis y). positiv oder negativ genommen 
werden, je nachdem die Kreisbogen, 
bezw. Centriewinkel im I, und IL oder 
im III. und IV. Quadranten liegen (vergl. 
Erkl. 45). 



G). Darstellung des Sinus versus und des 
Kostnusversus als gerade Linien: 

Vorstehende Darstellung der sechs 
goniometrischen Funktionen als gerade 
Linien am Kreise hatte weiter dahin 
geführt: 

1). dem Stück ah, siehe Figur 21, 
weiches auf dem festen Radius On 
durch den Sinus des Winkels « T näm- 
lich durch fk abgeschnitten wird, den 
Namen 

Sinus versus des Winkels «, in Zeichen: 
sin. vers, a, 
zu geben und zwar im Gegensatz zu 
dem ganzen Radius Qa, welcher Sinus 
totus oder Sintis rectus (siehe Erkl. 48) 
genannt wird. 

Hiernach ist also: 



sin*ver$*a = al m 



Da nun; 
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ah = Oa — Ok 
und Oa = r = 1 

& = COS a [«. 01«ioh. e). unter B).| 

ist, so erhält man: 

ah = l — cosa oder: 
z). . . Sintis versus a = 1 — cos a 

(man Tergl. hiermit dl« Formel XIV, Seite 15) 

2). dem Stück cv, welches auf dem 
Radius Oc, siehe Figur 21, von dem 
Kosinus des Winkels a, nämlich durch 
h 0, bezw. durch das gleiche Stück fv 
abgeschnitten wird, den Namen 

Kosinus versus des Winkels «, in Zeichen: 
cos. vers. a 
zu geben. Hiernach ist also: 
cos. vers. « = cv 
Da nun: cv=Oc — Ov 
und Oc = r = 1 

Ov = fk = sma ^ÄRS!}"* 
ist, so erhält man: 

c t' •= 1 — sin a oder: 
z t ). . . cremet* versus a = 1 — sin « 

(man Tergl. hiermit die Formel XV, Seite 15) 



X. Uefoer die Grenzwerte, bezw. über das Wachsen und 
Abnehmen der goniometrischen Funktionen. 

(Besondere Eigenschaften der goniometr. Funktionen.) 

Frage 18. Wie bestimmt man und 
welches sind die Grenzwerte der vier 
goniometr. Funktionen: Sinus, Kosinus, 
Tangens und Kotangens eines veränder- 
lichen Winkels (Bogens) ? — Man siehe Antwort. Zur Bestimmung der Grenz* 
die Erkl. 46. — werte, welche die einzelnen goniometr. 

Funktionen eines veränderlichen Winkels 
(Bogens) annehmen können, zeichne man 
Erkl. 46. Die Bestimmung der Grenzwerte sich — siehe die Figuren 22, 23 u. 24 — 
für Sekam and Kosekans (auch Sinusversus den Kreis um 0, nehme dessen Radius 
und Kosmusversus) hat keinen besonderen = l n&mlich gleich einer beliebigen 
Wert, da diese Funktionen bei nummerischen Längeneinheit an: ziehe alsdann die 
Ausrechnungen niemals benutzt werden und **©^«^«v , «,u «iouauu u« 
ausserdemstets durch den Kosinus, bezw. zwei zu einander senkrechten Durch- 
Sinus ausgedrückt werden können — siehe messer ab und cd und beachte ein für 
auch die Erkl. 56. — allemal den Radius Oa als den festen 

Schenkel aller nur möglichen Winkel. 
Benutzt man ausserdem die im vorigen 
Abschnitte vorgeführte: „Darstellung der 
goniom. Funktionen als lineare Grössen % 
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so findet man die Grenzwerte, welche die 
einzelnen goniometr. Funktionen einen 
veränderlichen Winkels annehmen, 
wie folgt: 

Ä). Bestimmung der Grenzwerte des S in u s 
eines veränderlichen Winkels (Bogensi: 

Nach der Antwort der Frage 17 [s 
unter A)., Seite 28J repräsentieren in 
der Figur 22 die Perpendikel fo, §p, 
cO, hq, ir 9 Jos, It . . . .« die Sinus der 
Bogen af, ag, ac, ah, ai y üä.,.. bezw* 
die Sinus der zu diesen Kreisbogen ge- 
hörigen Centriewinkel aOf, aOg, rtOc, 
aOh, aOi, aOlc .... 

Xi Aus den verschiedenen Längen dieser 
- Perpendikel, bezw. dieser Sinus lässt 
sich folgendes erkennen: 

a). Wird z. B. der im l ten Quadranten 
liegende Winkel aOg kleiner und 
kleiner, so wird der zugehörige 
Sinus (gp) auch kleiner und klei- 
ner (siehe Erkl. 47); wird schliess- 
lich jener Winkel (aOg) — 0°, so 
wird auch der Sinus {gp) = Null, 
und man hat: 



1) «n0° = 



b). 



Erkl. 47. Bei dem Kleiner- oder Grösser- 
werden einer goniometr. Funktion ist nicht ge- 
sagt, dass dies in gleichem Verhältnisse mit dem 
Kleiner- oder Grösserwerden des betr. WinkelB 
geschehen muss. — Dies ist im Gegenteil nie- 
mals der Fall, denn wenn z. B. etn Bogen (oder 
Centriffwinkel) verdoppelt, verdreifacht wird, 
so verdoppelt, verdreifacht sich nicht auch 
die zugehörige Sehne. 



Erkl. 48. Da nach nebenstehender Glei- 
chung 2). der Sinus eines rechten (ganzen) Win- 
kels gleich dem Radius des betreff. Kreises, 2). 
mithin = 1 ist, so nannte man auch in frühe- 
ren Zeiten den Radius eines Kreises, welcher 
= 1 angenommen wird, den 

Sinus rectus oder auch den 

Sinus totus. 
Diese Bezeichnungen: Sinus rectus oder 
Sinus totus für den Radius eines Kreises, wel- 
cher gleich der Längeneinheit ist, wurden 
noch im 17. Jahrhundert (so z. B. von LeibniU) 
in Anwendung gebracht. 



C). 



3). 



Wird z. B. der im 1 UD Quadranten 
liegende Winkel aOf grösser und 
grösser, so wird der zugehörige 
Sinus (fö) auch grösser und 
grösser (Erkl. 47); wird schliess- 
lich jener Winkel n Of =? 90°, so 
wird der Sinus (fO) gleich dem 
Radius Oc, nämlich = 1 (gleich der 
als Längeneinheit angenomme- 
nen Strecke) und man hat: 

. sin90° = + l oder: sm li = + 1 
(siehe Erkl 48). 

Wird z. B. der im 2 teD Quadranten 
liegende Winkel aOk grösser und 
grösser, so wird der zugehörige 
Sinus (hq) kleiner und kleiner 
(Erkl. 47); wird schliesslich jener 
Winkel (aOh) = 180°, so wird der 
Sinus (hq) = Null, und man hat: 

. . sin 180° = oder: *m 2R — 
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d). Wird z. B. der im 3* 11 Quadranten 
liegende Winkel aOfcgrö sserund 
grösser, so wird der zugehörige 
Sinus (ks), welcher nach der Ant- 
wort A). der Frage 17 (siehe auch 
die Antwort der Frage 12) negativ 
ist, negativ grösser und grösser 
(Erkl. 47); wird schliesslich jener 
Winkel (a Ok) = 270°, so wird der 
Sinus (ks) gleich dem Radius Od, 
nämlich = 1, bezw. da er negativ 
ist, = — 1, und man hat: 

4). . . mm 270° = -1 oder: sinSR = - 1 

e). Wird z. B. der im 4 ten Quadranten 

tuuS^ß: A ä88t ,,? a ! 1 de l WinkeI - l ? 6r liegende Winkel aOm grösser und 

360° (=4JR fort und fort wachsen, so wieder- „Jx*„ Ä „ «^ «:«j jI» .„.axj^ 

holen sich die angeführten Werte in derselben grosser, so wird der zugehörige 

Reihenfolge. Sinus (ntu), welcher nach der Ant- 

wort A). der Frage 1 7 (siehe auch 
die Antwort der Frage 12) negativ 
ist, negativ kleiner und kleiner 
(Erkl. 47); wird schliesslich jener 
Winkel (aOm) = 860°, so wird der 
Sinus (mu) = Null und man hat: 

5). . . sm360 Q = oder: $in4R = Q 
(siehe Erkl. 49). 



B). Bestimmung der Grenzwerte des Ko- 
sinus eines veränderlichen Winkeis 
(Bogen 8): 

Nach der Antw. der Frage 17 [siehe 
unter B)., Seite 29] repräsentieren in 
der Figur 22 die Abschnitte Oo, Op, Oq, 

Or, Os, Ot die Kosinus der Bogen 

af, ag, ah, ai, ak, dl . . . ., bezw. die 
Kosinus der zu diesen Kreisbogen ge- 
hörigen Centriewinkel aOf, aOg, aOh, 
aOiy aOk .... 

Aus den verschiedenen Längen dieser 
Abschnitte, bezw. dieser Kosinus lässt 
sich folgendes erkennen: 

a). Wird z. B. der im l ten Quadranten 
liegende Winkel aOg kleiner und 
kleiner, so wird der zugehörige 
Kosinus (Op) grösser u. grösser 
(Erkl. 47); wird schliesslich jener 
Winkel (aOg) = 0°, so wird der 
Kosinus (Op) gleich dem Radius 
Oa, nämlich = 1 (gleich der als 
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Längeneinheit angenommenen 
Strecke) und man hat: 

6). . . cosO° = + l 

b). Wird z. B. der im l*" 1 Quadranten 
liegende Winkel aOf grösser und 
grösser, so wird der zugehörige 
Kosinus (fo) kleiner und kleiner 
(Erkl. 47); wird schliesslich jener 
Winkel (aOf) = 90°, so wird der 
Kosinus (fo) = Null und man hat: 

7). . . cos 90° = oder: cos R = 

c). Wird z. B. der im 2 ten Quadranten 
liegende Winkel (aOh) grösser u. 
grösser, so wird der zugehörige 
Kosinus (Oq), welcher nach der Ant- 
wort B). der Frage 17 (vergl. auch 
die Antwort der Frage 12) negativ 
ist, negativ grösser und grösser 
(Erkl. 47); wird schliesslich jener 
Winkel (aOK) = 180°, so wird der 
Kosinus (Oq) gleich dem Radius 06, 
nämlich = 1, bezw. da er negativ 
ist, = — 1, und man hat: 

8). . . cosl80*=:-l oder: cos2R = -1 

d). Wird z. B. der im 3 t0n Quadranten 
liegende Winkel aOk grösser und 
grösser, so wird der zugehörige 
Kosinus (Os), welcher nach der Ant- 
wort B). der Frage 17, negativ ist, 
negativ kleiner u. kleiner (Erkl. 
47); wird schliesslich jener Winkel 
aOk = 270°, so wird der Kosinus 
(Os) = Null, und man hat: 

9). . . cos 270« =0 oder: cosSR=0 

e). Wird z. B. der im 4 ten Quadranten 
liegende Winkel aOm grösser und 
grösser, so wird der zugehörige 
Kosinus Ott, welcher nach der Ant- 
wort unter B). der Frage 17 wie- 
der positiv ist, positiv grösser und 
gros 8er (Erkl. 47); wird schliess- 
lich jener Winkel (aOm) = 360°, 
so wird der Kosinus (Ou) gleich 
dem Radius Oa^ nämlich = 1, und 
man hat: 
10). . . cos 360° = + 1 oder: cos 4R = + 1 
(siehe die Erkl. 49). 
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Figur 23. 




Erkl. 50. Nebenstehende Gleichung 11). 
hätte man auch, wie folgt, ableiten können: 

Nach der Formel VII, Seite 18, ist: 

sinn . A ,. . x 
*9 * = -irr - - mithin ist auch : 



ty0» = 



cosa 
sin 0° 



cosO 

Substituiert man in diese Gleichung die 
Werte für sin 0° und cos 0° aus den umstehen- 
den Gleichungen 1). und 6)., so erhält man: 

tg 0° = -^ oder nach Erkl. 51 : 

tg 0° = 



Erkl. 51. Null durch Jede Zahl dividiert, gibt 

Null, denn durch a dividiert oder — heisst: 

a 

man soll eine Zahl suchen, welche mit a mul- 
tipliziert gibt und diese Zahl kann nur Null 
sein, weil nur Null mit jeder Zahl multipliziert 
= Null wird. 



Erkl. 52. Nebenstehende Gleichung 12). 
hätte man auch, wie folgt, ableiten können: 

Nach der Formel VII, ist: 



C). Bestimmung der Grenzwerte der Tan- 
gens eines veränderlichen Winkels (Bo- 
gens): 
Nach der Antwort der Frage 17 [siehe 
unter C)., Seite 30] repräsentieren in der 
Figur 23 die Abschnitte ao, ap, aq, ar, 
as, at, au, av . . . . auf der Tangente 
AB die goniometr. Tangenten der Bogen 

afi ag, ah, ai, ak , bezw. die gon. 

Tangenten der zu diesen Bogen gehö- 
rigen Centriewinkel aOf, aOg, aOh, 
aOi, aOh 9 aOl . . . . 

Aus den verschiedenen Längen dieser 
Abschnitte, bezw. dieser goniometr. Tan- 
genten lässt sich folgendes erkennen: 
a). Wird z. B. der im l* 611 Quadranten 
liegende Winkel aOg kleiner und 
kleiner, so wird die zugehörige 
Tangens (ap) ebenfalls kleiner u. 
kleiner (Erkl. 47); wird schliesslich 
jener Winkel (aOg) = 0°, so wird die 
Tangens (ap) = Null, und man hat : 
11). . . tg 0° = (siehe die Erkl. 50). 

b). Wird z. B. der im l* 011 Quadranten 
liegende Winkel aOf grösser und 
grösser, so wird die zugehörige 
Tangens (ao) ebenfalls grösser u. 
grösser (Erkl. 47); wird schliesslich 
jener Winkel (aOf) = 90°, so wird 
die Tangens (ao) unendlich gross, 
und man hat: 

12)... ^90° = + oo oder: tyiJ = -foo 

(siehe Erkl. 52) 

oft schreibt man auch: 

12 a ). . ^90° = +-J (siehe Erkl. 53) oder: 

12 b ). . tg 90° = ± oc = ± * (sieheErkl.54). 

c). Wird z. B. der im 2 ten Quadranten 
liegende Winkel aOh grösser und 
grösser, so wird die zugehörige 
Tangens (aq\ welche nach der Ant- 
wort C). der Frage 17 negativ ist, 
negativ kleiner u. kleiner (Erkl. 
47) ; wird schliesslich jener Winkel 
aOh = 180°, so wird die Tangens 
(aq) = Null, und man hat: 

13). .. fo!80°= oder: tg2R = 

(Diese Gleichung kann auch, wie in der 
Erkl. 50 angegeben ist, abgeleitet werden.) 
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tg a = , mithin ist auch: 

* cosa 

ta 9QQ= ***** 
tg " cos 90° 

Substituiert man in diese Gleichung die 
Werte für sin 90° und cos 90° aus den in 
nebenstehender Antw. aufgestellten Gleichun- 
gen 2). und 7)., so erhalt man: 

tg 90° = + J- oder nach Erkl. 53: 

tg 90° = + oo 

Auf analoge Weise kann man auch die Glei- 
chungen 13). bis 15). herleiten. 



d). Wird z. B. der im 3 t<,ü Quadranten 
liegende Winkel nOk grösser und 
grosser, so wird die zugehörige 
Tangens (as) ebenfalls immer grös- 
ser und grösser (Erkl. 47); wird 
schliesslich jener Winkel (aOk) = 
270°, so wird die Tangens (as) un- 
endlich gross, und man hat: 

^270° = + oo, meistens schreibt 
man jedoch: 

14), . fr 270° = — oo ffr3Ä=^ooj 

welche Gleichung man auch erhält, 
wenn man den Grenzwert analug 
den Erkl. 52 und 53 herleitet und 
da ferner auch nach der Erkl. 54 ; 

14 a ). tg 270° = ± oo gesetzt werden kann. 

Oft schreibt man auch, analog der 
Erkl. 53: 



Erkl. 68« Der Quotient drückt eine un- 
endlich grosse Zahl ans; denn denkt man sich 
in einem Ächten Bruch, z. B. in — den Nen- 

ner immer kleiner und kleiner werdend, . 

so wird der Wert des Bruches immer grösser 14M fo270° = — -i (oder = ± ) 

und grösser; wird jener Nenner unendlich 

klein, n&mlich = 0, so wird der Wert des 

Bruches unendlich gross, n&mlich = oo und 

man hat: 

1 



e). 



T^ 00 



Erkl. 54. Nach der Gleichung 12). ist 
tg 90° = + 00 

da (8. Fig. 23) der bewegliche Schenkel Oc des 
rechten Winkels aOc mit der Tangente aA pa- 
rallel ist, mithin dieselbe nur im Unendlichen 
schneiden kann. Denkt man sich nun den 
rechten Winkel um ein unendlich kleines Stück 
wachsen, z.B. in den Winkel aOc x (s. Fig. 23) 
übergehen, so wird die Tangens dieses Winkels 
negativ, ist aber auch unendlich gross, weil der 
rückwärts verlängerte Schenkel Oc, die Tan- 
gente aB sozusagen im Unendlichen trifft. 
Da somit bei einem unendlich kleinen Wachs- 
tum des rechten Winkels aOc die Tangens 
von -)-oo auf — 00 überspringt, so ist hiermit 
bewiesen, dass die Grenzen -)-oo und — 00 
zusammenfallen müssen. 
Man kann somit: 

tg 90° = + 00 und auch 
ty270° = :too setzen. 



Wird z. B. der im 4 l * n Quadranten 
liegende Winkel a Om grösser und 
grösser, sq wird die zugehörige 
Tangens (au), welche nach der Ant- 
wort C). der Frage 17 negativ ist, 
negativ kleiner und kleiner (Erkl. 
47); wird schliesslich jener Winkel 
aOm = 360°, so wird die Tangens 
(au) = Null, und man hat: 

15).. fr 360° = oder; tgiR = 

(siehe die Erkl. 49). 



D). Bestimmung der Grenzwerte der Ko- 
tangens eines veränderlichen Winkels 
(Bogens) : 
Nach der Antw. der Frage 17 [siehe 
unter D)., Seite 32] repräsentieren in 
der Figur 24 die Abschnitte cö, cp, cq, 
er, es, et, cu, cc . . . auf der Tangente 
AB die Kotangenten der Bogen <tf, ag t 
ah, ai, ak, al, am, au , . ., bezw. die 
Kotangenten der zu diesen Bogen gehö- 
rigen Centriewinkel *iOf, aQg, aOh, 
aOi, aOk, aOl, aOm. m u m 

Aus den verschiedenen Längen dieser 
Abschnitte , bezw. dieser Kotangenten 
lässt sich folgendes erkennen: 



u 



*mm^m 
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Figur 24. 
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a). Wird z, B. der im l toa Qua- 
dranten liegende Winkel a Og 
kleiner und kleiner, so wird 
die zugehörige Kotangens cp 
immer grösser und grösser 
(Erkl, 47); wird schliesslich je- 
ner Winkel (aOg) = Null, so 
wird die Kotangens unendlich 
gross (<x) und man hat: 

16). . . ctg 0° = + QQ 

oder analog der Erkl. 54: 

lG a ), . . rtgW = ±oc 

Oft schreibt man auch nach der 
Erkl 53 : 

16V. C #0 = + J(oder==± *) 

Man siehe auch die Erkl. 55. 



Erkl. 55. Nebenstehende Gleichung 16). 
hätte man auch, wie folgt, ableiten können: 

l). Nach der Formel Yin, Seite 13, ißt: 

Hg a — — : — , mithin ist auch : 



ctgW = 



eosQ n 



im 

Substituiert man in diese Gleichung die 
Werte für cosO und ««0° ans den Gleichun- 
gen 6). und 1)., so erhalt man: 



Cfl/0"=: 



n=+ X 







oder: 



rtyö° = + 



Nach der Erkl, 68 ist aber der Quotient 
— oc (unendlich), mithin ist auch: 
ctg 0* — + od 
Sjj. Nach der Formel IX-, Seite 13, ist: 
1 



1 



ctgO* — 



igw 



Substituiert man in diese Gleichung den 
Wert für ig O 1 aus der Gleichung 11)., so 
erhält man: 

cfgQ» = + i oder nach d. Erkl. 53 : 

ctgQ* = -\-ca wie vorher. 

Nach diesen 2 Methoden kann man in 
analoger Weise auch die Gleichungen 17). bis 
19). herleiten 



b). Wird z. B. der im l** n Quadranten 
liegende Winkel aOf grösser und 
grösser, so wird die zugehörige 
Kotangens (co) immer kleiner und 
kleiner (Erkl. 47): wird schliesslich 
jener Winkel (aOf) = 00°, so wird 
die Kotangens = Null, und man hat: 

17). . . ctg 90° = oder: ctgE = Q 

— Man siehe auch die Erkl. 55. — 

c). Wird z. B. der im 2 twl Quadranten 
liegende Winkel uOh grösser und 
grösser, so wird die zugehörige 
Kotangens (cg), weiche nach der 
Antwort unter D).' der Frage IT 
negativ ist, negativ grösser und 
grösser; wird schliesslich jener 
Winkel (uOh) = 180°, so wird die 
Kotangens unendlich gross (rc) und 
man hat: 

18). . . cfrl80 B = — oc o der: ctg2R = — x 

oder analog der Erkl. 54: 

18*),.. rtyl80° = ±o& 

Oft schreibt man auch nach der 
Erkl. 53: 

18 b ). . . dg 180° = — \ (oder auch m ± J) 

— Man siehe auch die Erkl 55. — 
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Erkl. 56. Will man die Grenzwerte von 
Sekans, Kosekans etc. bestimmen, so verfahrt 
man, analog den Erkl. 50, 52, 55, wie folgt: 

1). Es sei z. B. sec 90° zu bestimmen. 

Nach der Formel XI, Seite 14, ist: 

sec « = — — , mithin ist auch : 



cosa' 



sec 90° = - 



cos 90° 

Substituiert man den Wert für cos 90° aus 
der Gleich. 7)., so erhalt man: 

sec 90° = — , d.h. nach der Erkl. 53: 

Die Sekans von 90° ist unendliich gross, 
in Zeichen: 

sec 90° = oo 
anaolg der Erkl. 54 kann man auch schreiben : 
sec 90° = ±oo 

2). Es sei z. B. cosec 270° zu bestimmen : 
Nach der Formel XII, Seite 14, ist: 

cosec a = — — , mithin ist auch: 
sina 



cosec 270° = - 



1 



sin 270° 

Substituiert man den für sin 270° aus der 
Gleich. 4). gefundenen Wert, so erhalt man: 

cosec 270° = — y 

oder nach der Erkl. 7: 

cosec 270° = — 1 

3). Es sei z. Beisp. sinus versus 90° zu be- 
stimmen: 
Nach der Formel XIV, Seite 15, ist: 
sinus versus a = 1 — cos a 
mithin ist auch: 

sinus versus 90° = 1 — cos 90° 

Substituiert man den fttr cos 90° gefunde- 
nen Wert aus der Gleich. 7)., so erhält man: 

sinus versus 90° = 1 — oder : 

sinus versm 90° = 1 

u. s. f., u. s. f. 



d). Wird z. B. der im 3 tefl Quadranten 
liegende Winkel aOk grösser und 
grösser, so wird die zugehörige 
Kotangens {es) kleiner u. kleiner 
(Erkl. 47); wird schliesslich jener 
Winkel {nOl) == 270°, so wird die 
Kotangens (es) = Null, und man 
hat: 

19). .. *'fr27Q n = oder: ctt/SR^O 

— Man siehe auch die Erkl, 55, — 

e). Wird z. B. der im 4 ton Quadranten 
liegende Winkel nOm grösser b. 
grösser, so wird die zugehörige 
Kotangens (cu)^ welche nach der 
Antwort unter D). der Frage 17 
negativ ist, negativ grösser und 
grösser (Erkl. 47); wird st lili ess- 
lich jener Winkel {aOm) = :}00'\ 
so wird die Kotangens (cu) unend- 
lich gross (oq) und man hat: 

cfr/36ö° = — oo, wofür man, über- 
einstimmend "mit der Gleichung 16). 
und analog der Erkl. 54 gewöhnlich 
schreibt: 

20).. . ctgffl) 9 = + oo oder: dg±R= + ac 

Oft schreibt man auch nach der 
Erkl. 53; 

20%.cfc860 , = + -J (oder = ±J) 

— Man siehe auch die Erklärungen 
49, 55 und 56. — 
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Anmerkung 10. Nachstehend ist das, 

was in vor. Antwort über das Wachsen 
und Abnehmen , sowie über die Grenz- 
werte der goniometr. Funktionen gesagt 
ist, zur besseren Uebersicht tabellarisch 
zusammengestellt: 

L 

Tabellarische Uebersicht 

über 
die Grenzwerte, welche die goniometr. Funktionen in den 4 Quadranten annehmen. 



Funktionen. 


0° 


W" 180« 

(1B) (2B) 


270° 36n' 
(SB) (43] 


Sinus 





+ 1 






— 1 


n 


Kosinus 

Tungens 

i 


+1 


— 1 





+ 1 






L " 





1 Kotangens 


-f- CO 








(± fc = ± \ | 



II. 

Tabellarische Uebersicht 

über 
das Wachsen und Abnehmen der goniometr. Funktionen in den 4 Quadranten 



Funktionen. 



Im I*« 11 Quadranten im 2 l * n Quadranten im 3 ten Quadranten Im 4*« Quadranten 

(Ton (*» bd 00" i (von 90° l>« IBCP) (von ISflO bli 270*) ' (von 270* bii aön»") 



Sinus 

J __ _ 

JEloSwMtM 



wachst 
von bis + 1 



nimmt ab 
von -4- 1 bis 



nimmt ab 
von bis — 1 



wachst 
von — 1 bis o 






nimmt ab nimmt ab wuchst wachst 

von -|- 1 bis von bis — 1 von — 1 bis von bis + 1 



Tangen* 



v ach st wächst wächst wächst 

von bis -|- ot> von — m bis von bis -+■ od von — oc bis 



Kotangens 



nimmt ab 
von -r oq bis 



nimmt ab 



nimmt ab 



nimmt ab 



von bis — 09 von +oe bis von bis — oc 
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Frage 19. Welche Folgerungen er- 
geben sich aus vorstehenden Tabellen 

I und II , bezw. aus der Antwort der Antwort Aus den vorstehenden Ta- 
Frage 18? bellen, bezw. aus der Antwort der Frage 

18 ergeben sich die Folgerungen: 

Folgerung 1. 
Erkl. 57. Wie in nachfolgendem Abschnitt Wächst ein Winkel (Bogen) im l ten 
XI gezeigt wird, kommen bei wirklichen Aus- Quadranten (siehe Erkl. 57), so 
rechnungen und Berechnungen nur die gonio- Wftr h«*n mit ihm ipdnrh nirht in 
metrischen Funktionen für die Winkel im lt« wacnsen mit inm, jeüocn mcnt 111 
Quadranten (von bis 90°) in Betracht. gleichem Verhältnis (Erkl. 47), der 

Sinus und die Tangens (auch die Se- 
hans)\ dagegen nehmen ab der Ko- 
sinus und die Kotangens (auch die Ko- 
sekans). Nimmt umgekehrt der Winkel 
ab, so nehmen auch die erstgenannten 
Funktionen ab, die letzteren aber zu. 

Sintis und Tangens (auch Sekans) 
heissen daher auch wachsende, 

Kosinus und Kotangens (auch Kosekans) 
abnehmende Funktionen. 

Folgerung 2. 
Da mit wachsendem Winkel der Sinns 
und die Tangens wachsen, der Kosi- 
nus und die Kotangens aber abnehmen, 
so müssen bei Benutzung der logarithm.- 
trifeonometrischen Tafeln die sogenannten 
„Partes proportionales" bei dem Sinus 
und der Tangens addiert, bei dem Ko- 
sinus und der Kotangens aber subtra- 
hiert werden. 

(Vergl. den Abschnitt, welcher über die Be- 
rechnung und den Gebrauch der log.-trig. 
Tafeln handelt.) 

Folgerung 3. 

Erkl. 58. Ein ächter Bruch ist ein solcher, Die Sinus und Kosinus aller nur denk- 

dessen Nenner grösser ist als der Z&hler. Solche baren Winkel liegen zwischen den Gren- 

Brüche müssen also kleiner als 1 sein, können zen V 1 un d —1, können somit nach 

mithin nur zwischen und 4-1 oder zwischen ^_„ jjL w KQ „„_. _ AO ;i- a -j ö11 naiVQ 

und -1 liegen; entere sind die positi- * er E ™; 5 ° nur positive odei nega- 

ven, letztere die negativen ächten Brüche, tive ächte Brüche sein. 

Folgerung 4. 
Die Tangenten und Kotangenten aller 
Erkl. 59. Der Logarithmus eines jeden nur denkbaren Winkel liegen zwischen 
Bruches ist gleich dem Logarithmus des Zäh- den Grenz en +00 und —00, können 
lers weniger dem Logarithmus des Nenners .. lf « J. , ... ' , 

(siehe das Kapitel: Die Logarithmen). Da * omi *> alle mögliche positive und ne- 
nun in einem lebten Brnch der Nenner gros- gative Werte annehmen, 
ser ist als der Zähler, so bleibt nach vorher- Cnin* R 

gehendem ein negatives Resultat; folglich ist rOigerung 0. 

4er Logarithmus eines ächten Bruches, negativ. Da die Logarithmen ächter Brüche 

negativ sind (siehe Erkl. 59), so sind 
auch die Logarithmen sämmtlicher Sinus 



mm 
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Er kl, 60. Von n eben st eben der Folgerung 6 
kann man mit Vorteil oft Gebrauch machen, 
wenn man verwickelte Ausdrücke auf einfachere 
zur ütk führen oder wenn mau algebraische Aus- 
rücke logarithmisch berechnen will Beides 
geschieht durch Einführung von HQlfswmkeL 

(Man siehe hierüber in späteren Abschnit- 
ten uachp) 



und Kosinus, ebenso die Logarithmen 

einer grossen Anzahl von Tangenten 
und Kotangetüen negativ. — Dies ist der 
Grund, warum in den logarithra.-trig, 
Tafeln die Logarithmen der goniometr, 
Funktion um 10 Einheiten zu gross 
angegeben sind. 

(Man siehe den Abschnitt, welcher über 
die Berechnung und den Gebrauch der 
logantbm.-trjg. Tafeln bandelt.) 

Folgerung 6. 
Nach der Folg. 3 und der Erkl. 8, S.», 
kann man einen jeden ächten Bruch als 
den Sinus oder den Kosinus eines ge- 
wissen Winkels betrachten: ebenso kann 
man nach der Folg. 4 und der Erkl. 8 
jede beliebige Zahl als die Tangens oder 
die Kotangens eines gewissen Winkels 
ansehen (siehe die Erkl. öO), 



XI. Ueber die gonionietr, Funktionen stumpfer und über- 

stumpfer , überhaupt solcher Winkel, die einen rechten 

übersteigen und zwar in Bezug auf die Funktionen 

spitzer Winkel. 

Aus vorhergehendem Abschnitte ist 
ersichtlich t dass die goniometr. Funk- 
tionen, abgesehen von ihren Vor- 
zeichen, schon im l leD Quadranten ihre 
grossten und kleinsten Werte er- 
halten, und da sie von dem einen zu 
dem anderen kontinuierlich überge- 
hen, auch alle dazwischen liegende 
Werte durchlaufen. 

Aus diesem Grunde muss es möglich 
sein, die goniometr. Funktionen derjeni- 
gen Winkel, welche in den drei übrigen 
Quadranten liegen, durch die entspre- 
chenden Funktionen der Winkel im l tan 
Quadranten zu ersetzen. 



Frage 20- Auf welche Weise und 
durch welche Formeln kann man die 
Funktionen stumpfer uud liberstumpfer, 

überhaupt solcher Winkel, welche einen Antwort. Um die goniometr. Funk- 
rechten übersteigen, in die entspre- tionen solcher Winkel, die einen rechten 
chenden Funktionen spitzer Winkel aus- übersteigen in die entprechendeu Funk* 
drücken? tionen spitzer Winkel ausdrücken, ver- 

fahre man, wie folgt: 



.*mW*V 



Ueber die goniometr. Funktionen Stampfer and überstumpfer Winkel, 
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Erkl. 61. Ein planimetr. Lehrsatz, heisst: 
„Alle Peripheriewinkel über einem Durch- 
messer sind rechte Winkel. u 



Man zeichne — siehe Figur 25 — 
den Kreis um 0, dessen Radius = I, 
nämlich gleich einer beliebigen Strecke 
als Längeneinheit ist ; dann ziehe man 
die zu einander senkrechten Durch* 
messer ab und cd und die beliebigen 
Durchmesser fh und fft letztere aber 
so, dass die Winkel aOf ff Ob, bOk, 
iöa, welche in der Figur sämmtlich 
durch a bezeichnet sind, einander gleich 
werden. 

Verbindet man schliesslich die End- 
punkte der Durchmesser fh und ig, 
so entsteht das Rechleck fghi, dessen 
Seiten parallel den Durchmessern 
ab und cd sind (siehe die Erkl. Gl). 

Bezeichnet man nunmehr den be- 
liebigen spitzen (im l ten Quadranten 
liegenden) Winkel auf mit «, so 
kann man, wie aus der Figur 25 er- 
sichtlich ist, einen stumpfen (im 2* 611 
Quadranten liegenden) Winkel, wie 
z. B. <£aOg, allgemein bezeichnen 
durch: 180°—« 

oder durch: 2.R — « 



_ dann kann man einen liberstumpfen Win- 

Da demufolg7die ~Winkel"~des Vierecks fghi **K welcher kleiner als 270° ist, also im 
in Fignr 25 sftmmtlich Rechte sind, so ist dies 3 ten Quadranten hegt, wie z, K, <uOÄ 

allgemein bezeichnen durch: 



Fign: 
Viereck ein Rechteck. 

Da ferner: 2^a0f = 2£a0t 
Oh = Ok 
Of = 0% (= r) 
mithin das Dreieck fkO S &kOi ist, so ist 



180° + * 
oder durch: 2JR + /* 

ferner kann man einen überstimmten Win- 
kel, welcher grösser als 270" ist, also 



auch 2£fk0 = 2£i1c0 = B, woraus folgt, im 4Un Q uadranten liegt wie z B a0i 
dass die Rechteckseite f% senkrecht auf «n^^^^;« k«» A ; A u« A « i \ 
dem Durchmesser ab, mithin auch parallel allgemein bezeichnen durch: 
dem Durchmesser cd ist, u. s. f. 360° — ff 

oder durch : 4R — u {siehe Erkl 62). 

Benutzt man endlich die im Äbschn. 

Erkl. 62. Auf analoge Weise, wie neben- IX vorgeführte: „Darstellung der gonio- 
stehend angegeben ist, kann man Winkel, wel- metrischen Funktionen am Kreise 11 , SO 
che zwischen 860° und 450°, zwischen 450° und prh&lt mjlT1 ana Hpr p- ir 9* 
540°, zwischen 540° und 680°, zwischen 680« erMlt man aus aer **S nr 8 * 
und 720°, zwischen 720° und 810° u. s. f. liegen, 
bezw. bezeichnen durch: 

360° -\- « oder durch : 

540°-« „ „ 

540°+« „ „ 

720*-« „ „ 

720°+« „ 

U. 8. f. 

Solche Winkel kommen aUerdings in der rei- 
nen Elementarmathematik nicht, jedoch in der 
höheren und angewandten Mathematik vor. 

Goniometrie (WinkelmeBsungslehre). 



42? -h« 
6B — « 
6JB + « 
SR — « 
8J*-t-« = (2.4i?4-«) 



a). 

b). 
C). 
d). 



in Betreff der Funktion .Sinus : 
. . sinß^aOf = sin a = -f- fh 
. . sin2£a0g = sin(l8Q li — a) = 

sin(2R — a) ebb -j-yl 
. . sin2£a0h = sin (180" + «) == 

sin(2R + a) = —hl 
. . sin2£a0i = sin (360° — *) = 

sin(4R — «) — — *k 

4 
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Erkl. 63. Die Sehnen fi und gh — siehe 
Figur 25 — sind als gegenüberliegende Seiten 
des Rechtecks fghi einander gleich, da ferner 
jede dieser Sehnen senkrecht auf dem Durch- 
messer ab steht, so werden diese Sehnen hal- 
biert und man hat: 

gl = hl = ik = fk 
(Beweis: ^kOf^^Wg^^Wk^^kOi) 



Formel XVII . 
Formel XVIII . 
Formel XIX . 



Erkl* 64. Da in der Figur 25 die Sehnen 
fi und gh gleich lang sind, so ergibt sich 
nach dem planimetrischen Satze: 

„Gleiche Sehnen eines und desselben Krei- 
ses haben gleichen Abstand vom Mittel- 
punkte," 
dass: 

Ok = Ol ist. 



Formel XX . . . 
Formel XXI .. . 
Formel XXII . . 



Da man nun nach der Erkl. 63 : 
gl = hl = ik = fk 
setzen kann, so gehen vorstehende Glei- 
chungen a). bis d). über, in: 

A). sina = -{-fk 

B). $in(l80°-a)r=sin(2R-a) = -rfk 
C). sin (180° + «) = sin (2R + «) = - fk 
D). sin (360° - a) = sin (422-- «) = — fk 

Aus den Gleichungen A). und B)., 
A). und C)., A). und D). ergeben sich 
der Reihe nach die Formeln: 

( sin (180° — a) = sina oder: 
" I sin (2 R — a) = sin a 

( sin (180° + «) = — sina oder: 

\ sin (2 R -f- a) = — Min a 

t sin (860° — a) = — sin a oder : 
' \ sin (AR — a) = — sina 
Dann erhält man aus der Figur 25 

in Betreff der Funktion „Kosinus" 

co$<fcaOf = cosa = Ok 

cos <fcaOg = cos (180° — «) = 
cos(2R — a) = — 01 

cos<£aOh = cos (180° + «) = 
cos{2R + a) = —Ol 

, cos <£aOi = cos (360° — «) = 
cos{4R — a) = +Ok 

Da man nun nach der Erkl. 64: 
01= Ok 
setzen kann, so gehen vorstehende Glei- 
chungen e). bis h). über, in: 

E). cosa = + 0fc 

F). cos (180° -a) = cos (2R — a) = -01: 
G). cos (180°+ a) = cos(2R+ a) = -Ok 
H). cos(m°-a) = cos(4R-a) = -i-Ok 

Aus den Gleichungen E). und F)., 
E). und G)., E). und H). ergeben sich 
der Reihe nach die Formeln: 

cos (1 80° — a) = — cos a oder : 

cos (2R — a) = — cosa 
) cos (180° -+- a) = — cos a oder: 
| cos (2 R -f- a) = — cos a 
i cos (360° — a) = cos a oder : 
I cos (4jR — a) = cosa 



e). 
0. 

g). 
h). 



üeber die goniometr. Funktionen stumpfer und überstumpfer Winkel. 
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Erkl. 65. In der Figur 25 sind die Drei 
<ecke aOm und aOn kongruent, woraus folgt 
■dass : a m = a n ist. 



Erkl. 66. Die Formeln XXIII bis XXT 
nätte man auch, wie folgt, ableiten können: 

Nach der Formel VII: 



tga = 



sin « 



(siehe Seite 13) 



ist z. B. 



^(180°—«) 



__ sm(180 —«) 
"~ cos (180° ^~«) 

Da nun nach der Formel XVII: 

»in (180° — «) = 8ina 
und nach der Formel XX: 

cos (180° — «) = — cos a 

ist, so erhält man: 

to(180* — «) = **^ oder: 
y \ ' — cos a 

* v coa ff 

und hieraus erhält man nach obiger Formel VII . 

ty(180° — «) = -«pa 
— yergl. hiermit nebensteh. Formel XXIII. — 

Formel XXIII . . 



Formel XXIV 



Formel XXV 



Ferner erhält man aus der Figur 25 
in Betreff der Funktion „Tangens": 

i). . . fg<$LaQf = tga = +«*« 
k). . . fg<£aÖg = fr (ISO" — «) = 
tg(2R — n) = — an 

1). , . trj<£aÖh = ty(180° + «) = 
tg(2R + *) = +am 

m). . , tg<£aOi= ty{360° — *) == 
tg(±R — n) = — an 

Da man nun nach der ErkL 65: 

an = am 
setzen kann, so gehen vorstehende Glei- 
chungen i). bis m). über, in: 

I). tga = +aw 

K). ^(180 ft — a) = tg{2R — a) = —um 

L). fc(180°+«) = fc (&» + «) ==+a»i 

M). J? (86Ö Ü — ir) = tg(4R — a ) = —um 

Aus den Gleichungen J). und K) M 
J). und L),, J). und M), ergeben sich 
der Reihe nach die Formeln: 

1^(180» — «) = — ig* oder: 

) tg (8 £ — «) ä ~ ty « j man 

f siehe 
ity(180 p + «) = ty« oder: fauch 

1^(360"—«)= -/</« oder:] 66 ' 
' • !#(4i8 



«) 



f^Ä 



Erkl. 67. In der Figur 25 sind die Drei- 
ecke Ocp und Ocg kongruent, woraus folgt, 
dass: cp = cq ist. 

Erkl. 68. Die Formeln XXVI bis XXVIII 
hätte man auch mittelst der Formel VIII: 
cos a 

Ctg a = (siehe Seite 18) 

s%na 

analog wie in der Erkl. 66 gezeigt wurde, her- 
leiten kdnnen. 

Erkl. 60. Die Formeln XXVI bis XXVIU 
kann man auch mittelst der Formel IX»: 

Ctg a = ----- (siehe Seite IS) 
tga 

wie folgt herleiten. 

Nach dieser Formel ist z. B. : 

^ 180, -">=^ä8i-«) 



Schliesslich erhält man aus der Fig. 25 
für die Funktion „Kotangens": 

■ <-tg <t a °f == ctff* = -\-rp 
. vty<$LaQg = dfr(18Ö u — a) = 
etg{2R — aj — — cq 

, ttg<fiaOh — rfj(180° + tf) = 
rtg(2R + a) = +cp 

. äg<$iaOi = ctg (360* — tt) = 
ctg (4R — a) = — rq 

Da man nach der Erkl. 67: 

cq = cp 

setzen kann, so gehen vorstehende Glei- 
chungen n). bis q). über T in; 



n). 
o). 

P)- 
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Da nun nach der Forme) XXIII: Jjy c ig a = -l~cp 
ta (180° — «i = — M « ist, 

so erbalt man: <>)■ <^(180" - e) = cfr (2 B -«) = — e* 

cf ff ,l 8 0o_„)=_l v „der: P). rtg (180* + *) = ctg{2R + a) = -j-cp 

und hieraus erhält mao nach der angeführten Aus den Gleichungen N), und 0)., 

Formel IX*: jj). und P),, N), und Q). ergeben sich 

ctg (180" - d ) = - ctg « der Reihe Mch die Formeln : 



— Tergl. hiermit nebeoitebonde Formel XXVI. 

Formel XXVI 



j etg{lSO n — a) = — ctg* oder: 
\ctg {211 —a)——d$a 



siebe 

Formel XXVII .. . Jf^ + I^?" **' ^ 
' ctg (27?+ er) = ctg ( t t ErkL 

I 68 u + 

Former XXV1IL , . . T/i« v f I 



1). .wc (180 u — «) = *ec (2J?^tt) = ^^ecff 



Anmerkung IL Will man auch die, 
bei nummerischen Berechnungen jedoch 
niemals vorkommenden, Funktionen: 

Sekans und Kosekans Nach dieser Anmerkung wird man die 

von stumpfen und überstumpfen Relationen erhalten: 
Winkel in die betreffenden Funktionen 
spitzer Winkel ausdrücken, so kann 
man dies analog wie es in denErkl. 66, 2). se<?(180"+tt) = set i {2R + a) = -seem 

68 u. 89 fflr die Tangens und Kotangeris 3) ^(860'-«) = ^<4B -«)-*** 
gezeigt wurde, mit Hülfe der Formeln: * / \ 

Formel XI: seca = J 

ros* f siebe £). C osec{lSO (i ^-(t) = co$ec (2R-\-a) = — toset* 

„ XI*: CÖSec a sc —r— ] Clte 4 7). «Wce(360°— a) es ßHUC (4 H — «) = — COM r<r 

am.« 

ausführen. 

Sa iet /. B, Dach Formel XI: 

* ' cos {iao q — «) 

Setzt man nun: 

COS (180° - ffj = — CQSV (iiahe ForinaL XX)j 

so wird: 

sec(l80° — «) = oder: 

* — cos ß 

sec(18Ö D — «) = 

und hieraus erhält man nach obiger Formel XI : 
sec (180° — « } — — »ec ff u, & f. 
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Anmerkung 12. Hat man Winkel, 

welche grösser als 4R (= 360°) sind, 

so beachte man, dass die Werte der 

goniometr. Funktionen solcher Winkel, 

nur Wiederholungen (Perioden) der Werte 

-derselben Funktionen solcher Winkeln 

sind, die zwischen 0° und 360° liegen. — 

Man siehe die Erkl. 49, Seite 40. — 
Hieraus folgt der Satz: 

„Winkel, welche am 4.22 oder um ein 
Vielfaches yon AB (um: n.4B) unter- 
schieden sind, haben gleiche gonio- Aus dieser Anmerkung 12 erhält man 
metrische Funktionen." die weiteren Formeln: 

Formel XXIX». ... . «n(4B + «) = sin« 

„ „ h . . . . . . cos{lR-\-a) = cosa 

., „'...... tg(*R + *) = t9* 

„ ., u ctg (& R -\- a) — ctga 

oder, wenn * irgend einen Winkel und 
n eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, 
die noch allgemeineren Formeln: 

Formel XXX* sin(nAR-\-«) — Hin* 

„ „ b cos(nAR-\-a) = rosa 

v c tg(nAR + a) — tga 

., d ctg (n AR -{- tt) = cfgu u. b. f. 

Dass die Formeln XXIX* bis d , eben- 
so die Formeln XXX* bis d für jeden 
Wert für a gelten, ergibt sich aus der 
Erkl. 49, Seite 40. 

Anmerkung 13. Da nach der An- 
merkung 12 die goniometr. Funktionen 
solcher Winkel, die um die bestimmte 
Grösse: nAR verschieden sind, einen 
und denselben Wert haben, so gehö- 
ren die goniometrischen Funktionen zu 
den sogenannten periodischen Funktionen. 

Man vergl. die Kapiteln, welche über höhere 
AaalysiSjbezw. Differentialrechnung etc. handeln. 



Anmerkung 14. Die Formeln XVII 
bis XXX a , ebenso die früheren For- 
meln unter XVI wurden für den spe- 
ziellen Fall aufgestellt, dass a ein po- 
sitiver spitzer Winkel sei; in dem Ab- 
schnitte XIII wird nachgewiesen, dass 
diese Formeln auch Gültigkeit haben, 
wenn a irgend ein beliebiger (stumpfer 
oder überstumpfer) positiver oder auch 
negativer Winkel ist. 
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Frage 21. Welche Folgerungen er- 
geben sich aus den in Antwort der 
Frage 20 aufgestellten Formeln XVII 

bis XXIX ? Antwort. Aus den Eorraeln XVII bis 

XXIX ergeben sich die Folgerungen: 

Folgerung 1. 

Jede Funktion eines Winkels, welcher 
grösser als 90° ist, kann durch die 
betreffende Funktion eines Winkels, wel- 
cher kleiner als 90° ist. ausgedrückt 
werden. 

Es brauchen deshalb die goniometn 
Funktionen stumpfer und übersturopfer 
Winkel in den trigonometrischen und in 
den logarithmisch-trigonometr. Tabellen 
nicht aufgenommen, folglich auch niemals 
berechnet zu werden. 

Man vergl. hiermit die Anmerkung 5, S. 20, 
und den Abschnitt, welcher über die Einrich- 
tung, hezw. Berechnung der trigonometr. und 
der logarithm lach* tri gononietr, Tafeln handelt 

Folgerung 2. 
A). Der zu einem gegebenen Sinus 
gehörige Winkel, ist: 

a). wenn dieser Sinus das Vorzeichen 
plus hat: 

ein Winkel zwischen U und IR % nämlich = 
dem spitzen Winkel tt, 

er kann aber auch 

ein Winkel zwischen 122 und 2B, nämlich = {2R— *fr 

zugleich auch ^ „ m 



4J? „ 5Ä t 


." 


= (4J?-#> 


5J? n 612, 


tj 


= (*£-* 


8J2 , 9JR, 


„ 


= [BR-*: 


912 r 10 Jf, 


« 


= aoß-* 



sein, 

b). wenn dieser Sinus das Vorzeichen 
minus hat: 

ein Winkel zwischen 25 u, 3iJ, nämlich = 
dem stumpfen Winkel: (2i? + «) 

wenn a den unter &). angegeh. spitzen Winkel bede: 
er kann aber auch 



OKI 



eiu Winkel zwischen 3i? and 4it T nämlich = {4K-* 

zugleich auch „ „ y 6A..7Ä, „ — (6fi--a 

, - - ,. lQJt . 11JI, , = (10Ä-»' 

, n , _ IIA - 12 J2, , =sr(l2J?-tt 

sein. 
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B). Der zu einem gegebenen Kosinus 
gehörige Winkel, ist: 

c). wenn dieser Kosinus das Vorzeichen 
plus hat: 

ein Winkel zwischen 0° und 1 ü, nämlich = 
dem spitzen Winkel «; 

er kann aber auch 

ein Winkel zwischen 822 und 422, nämlich = (422 — a) 
zugleich auch „ n „ 



422 


„ 522, 


n = («+«) 


722 


., 822, 


„ = (822-«) 


822 


» 922, 


„ =(822+ «) 


1122 


n 1222, 


r =(1222— a) 



u. s. f. 

sein. 

d). wenn dieser Kosinus das Vorzeichen 
minus hat: 

ein Winkel zwischen 1R u. 2i2, nämlich = dem 

stumpfen Winkel: {2R— a), 
wenn a den unter c). angegeb. spitzen Winkel bedeutet; 

er kann aber auch 

ein Winkel zwischen 222 und 322, nämlich = (222 -fo) 



5B 


» «B, 


„ =(6B-«) 


6B 


. ?-B. 


„ =(62J+«) 


9R 


- 10«, 


„ = (10U— «) 


10B 


„ IIB, 


„ =(102J+o) 



zugleich auch 



u. s. f. 
sein. 

D). Der zu einer gegebenen Tangens 
gehörige Winkel, ist: 

f). wenn diese Tangens das Vorzeichen 
plus hat: 

ein Winkel zwischen 0° u. 1 JS, nämlich = 
dem spitzen Winkel «; 

er kann aber auch 

ein Winkel zwischen 222 und 822, nämlich =(222 -f- a) 

zugleich auch „ „ „ 422 „522, „ = (422 -\ a) 

n » „ 622 „ 722, „ = (622+«) 

n n n „ 822 „ 922, „ =(822+«) 

. n n » 1022 „ 1122, „ = (1022+«) 

u. s. f. 

sein. 

g). wenn diese Tangens das Vorzeichen 
minus hat: 

ein Winkel zwischen \B u. 2 JR, nämlich = dem 

stumpfen Winkel: (2B — a), 
wenn a den unter f). angegeb. spitzen Winkel bedeutet ; 

er kann aber auch 
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ein Winkel zwischen 3K und 4R T nämlich = |4R— c. 
zugleich auch „ „ „ 



5R 


r 6R, 


H =(6R — 


7R 


, 8R, 


» =(8R — 


SR 


. 10R, 


„ ={10H-. 


HR 


n I2R 5 


P ={12R-« 



u. s. 1. 

sein. 

E). Der zu einer gegebenen Kotan- 
gens gehörige Winkel, ist: 

h). wenn diese Kotangens das Vor- 
zeichen plus hat: 

ein Winkel zwischen 0° u, IR, nämlich = 

dem spitzen Winkel <r, 
er kann aber auch 

ein Winkel zwischen 2R und 8Rj nämlich = (2R— a 

zugleich auch ,, , T „ 4R „ 5R, ri = i4R- - 

„ „ „ r| 6R „ 7R t ., = <GR-r«- 

T* H 11 U 11 ÖR Ii ^Rj |g = (8R — « 

tt , } 1} „ 10R „ HR, n = (10R- 

U« 8. V. 

sein, 

i). wenn diese Kotangens das Vor- 
zeichen minus hat: 

ein Winkel zwischen 3 R u. 2B, nämlich = dem 

stumpfen Winkel: (2if - «), 
wenn o den unter h). angegeb. spitzen Winkel bedeu 
er kann aber auch 

ein Winkel zwischen 3R und 4R, nämlich = (4R^ 
zugleich auch „ „ ,, 5R 

11 *• ii J* H 3Xl 

TT » " I» " HA 

u. a. f. 
sein. 

Aehnliehes lässt sich über den zu 
einer gegebenen Sekans oder den zu 
einer gegebenen Kosekans gehörigen 
Winkel aussagen. Dies soll jedoch als 
überflüssig übergangen werden (siehe 
Anmerkung 11, Seite 52). 

Man vergleiche diese Folgerung 2 mit der 
am Schtuase der Antwort der Frage 8, Seite 6, 
ausgesprochene Zweideutigkeit der goniometr. 
Funktionen für Winkel in den 4 Quadranten 
zwischen 0° und iE), — Siehe auch die Ao- 
merkungen 12 und H, Seite 53. 

Folgerung 3. 
Aus den Formeln XVII, XX, XXIII und 
XXVI, folgen die für die Trigonometrie 
so wichtigen Sütze (siehe die Erkl. 7f>): 



6Rj 


n = (6R~->' 


SR, 


„ *b.{U-4 


10 R, 


„ =(10R— i 


12 R, 


, t =^(12R-^ 



Ueber die goniometr. Funktionen negativer Winkel. 
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Erkl. 70. Da in den Dreiecken und in den 
gemeinen Polygonen (d. s. solche Vielecke, 
welche keine ausspringenden Winkel haben) 
ausser spitzen, auch stumpfe Winkel (nämlich 
solche, welche grösser als 1B 9 aber kleiner 
als 2R sind) vorkommen können, so sind die 
Formeln XVII, XX, XXIII, XXVI besonders 
wichtig für die Trigonometrie (siehe .dieses 
Kapitel). 



Satz 1. Der Sinus eines stumpfen Win- 
kels ist gleich dem Sinus dessen 
Supplementwinkels (dessen Er- 
gänzung zu 180°). 

Satz 2. Der Kosinus eines stumpfen Win- 
kels ist gleich dem Kosinus des- 
sen Supplementwinkels (dessen Er- 
gänzung zu 180°) aber negativ 
genommen. 

Satz 3. Die Tangens eines stumpfen Win- 
kels ist gleich der Tangens des- 
sen Supplementwinkels (dessen Er- 
gänzung zu 180°) aber negativ 
genommen. 

Satz 4. Die Kotangens eines stumpfen 
Winkels ist gleich der Kotangens 
dessen Supplementwinkels (dessen 
Ergänzung zu 180°) aber nega- 
tiv genommen. 

Diese für die Trigonometrie 4 wich- 
tigen Sätze kann man auch in einem 
Satze, wie folgt zusammenfassen: 

Satz 5. Die Sinus (auch Kosekimteu) von 
Supplementwinkel (d. s. Neben- 
winkel, bezw. solche Winkel, 
welche sich zu 180° ergänzen) 
sind vollständig gleich, während die 
Kosinus, Tangenten, Kotangenten 
(auch die Sekanten) solcher Win- 
kel sich bezüglich nur durch ihre 
Vorzeichen unterscheiden. 



Anmerkung 15. Aus der vorstehenden 
Folgerung 2 erkennt man, dass die go- 
niometrischen Funktionen in Betreff der 
denselben zugehörigen Winkel Vieldeutig- 
keiten zulassen. Man hat deshalb bei 
Berechnung der Winkel für gegebene 
goniometr. Funktionen zu untersuchen, 
welche Winkel der betreffenden Aufgaben 
genügen können. 



XII. Ueber die goniometrischen Funktionen 
negativer Winkel. 

Betrachtet man die in einem bestimm- 
ten Drehungssinne erzeugten Winkel, wie 
z.B. den Winkel bac t in der Figur 26 
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als positive Winkel, so hat man in Be- 
zug auf 'diese und nach dem Begriffe 
der entgegengesetzten Grössen 
(siehe Algebra: Die entgegengesetzten 
Grössen) alle in entgegengesetztem 
Drehungssinne erzeugten Winkel, wie 
z. B. den Winkel hac x in der Figur 26, 
als negative Winkel zu betrachten. 

Negative Winkel kommen unter anderem 
in der Optik (Lichtberechüiing), in der 
Astronomie , bei dem Magnetismus , bei 
geodätischen Arbeiten u. &. f., n. s. f, vor. 



Figur 26. 




Frage 22, Auf welche Weise und 
durch welche Formeln kann man die 
Funktionen negativer W T inkel in die ent- 
sprechenden Funktionen positiver Win- 
kel ausdrücken? 




* _S 



Antwort» Man zeichne — siehe Fi- 
gur 27 — den Kreis um 0, dessen Ra- 
dius ä 1, nämlich gleich einer beliebi- 
gen Strecke als Längeneinheit ist, 
dann ziehe man die zu einander senk- 
rechten Durchmesser ah und cd und 
die beliebigen Durchmesser fh und ig, 
letztere am zweckmässigsten aber so, 
dass die Winkel «0/, gOh, bOh, iOa 
einander gleich werden- Verbindet man 
noch die Endpunkte der Durchmesser 
fh und gl, so entsteht das Rechteck 
fghij dessen Seiten parallel den Durch- 
messern ah und cd sind (s. die Erkl, 6ii, 

Nimmt man nun Oa als den festen 
Schenkel aller möglichen Winkel an und 
denkt man sich die Winkel aOf y aOg, 
aöh . , . entstanden durch Drehung des 
beweglichen Schenkels nach der Rich- 
tung des l tea Pfeiles (des oberen), so 
kann man sich die Winkel aö/, aOh, 
a Og ■ . . entstanden denken durch Dre- 
hung des beweglichen Schenkels nach 
der Richtung des 2' 8D Pfeiles (des un- 
teren^ nämlich nach einer der ersteren 
entgegengesetzten Richtung, 

Bezeichnet man ferner die ihrem 
Werte nach gleichen Winkel; 

aOf und aüi\ 
aOg TT aOA, 

aOh „ a Og iL s, f. 

durch gleiche Buchstaben und nennt die 
durch Drehung des beweglichen Sehen- 
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kels in der Richtung des l ten Pfeilea 
erzeugten Winkel aOf^ aOg, aOh . . . 
positive, bezw. kennzeichnet dieselbe durch 
das Vorzeichen + (plus), so repräsen- 
tieren die durch Drehung des beweg- 
lichen Schenkels in der Richtung des 
2t«n Pfeiles erzeugten Winkel aO?\ aOh, 
aOg . . . negative Winkel, welche dem- 
entsprechend durch das Vorzeichen — 
(minus) gekennzeichnet werden müssen. 
Den in der Figur 27 dargestellten 
Winkeln kann man demzufolge nach- 
stehende Bezeichnungen gebeu: 

!2£a0f = -\-a 
2^a0g = +« ( 
2$.aOU — ~j-«| II, s. t 
i 2$. aOi = — a 
2). . . 2JlaOA = — a y 

f 2£a0g = — a 2 iL s, f. 

Will man nun die gonkj metrischen 
Funktionen der unter 2). verzeichneten 
negativen Winkel in die gonio metrischen 
Funktionen der unter 1). verzeichneten 
positiven Winkel ausdrücken, so beachte 
man, dassz.B. der spitze negative Winkel: 
— « durch die Grösse des im 4 täü Qua- 
dranten liegenden positiven Winkels 
aOi seiner Grösse und Lage nach voll* 
ständig fixiert ist; da man nun nach 
der Antwort der Frage 20 (siehe B. 49) 
die Grösse des im 4 ten Quadranten lie- 
genden positiven Winkels aüt bezeich- 
nen kann, durch: 

<£aOi = (4JB — «j 
in welcher Gleichung a den Wert des 
Erkl. 71. Nach den Formeln XIX, XXII, spitzenWinkelsaOivorstellt.su ist auch; 

" " " • — a = (iK — u) 

$in(4R — - «) = — sin « und: 

cos (4R — «) = cos a sin ( — a) = sin (4Jl — «) 

tg (4R — a) = — tg a cos { — a) = COS (4ii — a) 

ctg (4R -«) = - ctg tc ty(._«) = tg(Ul^tx\ 

ctg ( — a) = ctg (4Ü — a) 

Aus diesen Gleichungen und aus den 
in der Erkl. 71 angeführten Relationen 
ergehen sich die weiteren Formeln: 

Formel XXXI sin (— «) = — sin u 

Formel XXXII cos ( — «) = cos « 



XXV und XXVIII, ist: 
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Formel XXXIU. 
Formel XXXLV. 



Erkh 72« Selbstverständlich bestehen auch 
die analogen Formeln: 

a), . ; , 8€C (— a) = stc a 

b)* . . . co$ec(— «) = — coseca 
Denn: *ec(~«) = -J— - (,, Zf^ XI ' 

* CO^(-a) Seiten) 



ebenso ist: CöKe(-<t) = 





cos tt 


{*. Formel XXXII) 


= 


SfC it 








l 




(i. Formel XI I. 




sin(— 


*) 


Seite 14) 


= 


i 

— 6t» 


(( 


(■. Form, XXXI) 



= — cösee « 



0JH K 



Erkl. 78. Da der Annahme gemäss der 
Winkel aOh (nimlfeb: - u x ) seinem Werte nach 
gleich dem positiven Winkel aOg } nämlich = 

«L ist T 60 kann man den im dritten Quadran- 
ten liegenden positiven Winkel et Oh ausdrücken 
durch; £aOh = (4if — a ( ) 



Erkl. 74. Nach den Formeln XIX, XXIL 
XXV, XX VIII, ist: 

sin (4 R — a) ■= — »in a 
cos (4 R — it i = cos u 
ty(4R — *) — — tga 
ctg\AR — a\ = —cign 

und diese Gleichungen gelten nach der An* 
merkung 12 für jeden beliebigen Wert von «, 
(Man siehe auch den Abscbnitt XIII.) 



• V > 'fl(— ff) = — tg tt 

- . . . Ctg{—a) =—ctgn (s, Erkl 72), 

Dass diese Formeln nicht allein, wenn 
u ein spitzer Winkel ist, sondern auch 
für jeden beliebigen Wert von a Gül- 
tigkeit haben, lässt sich, wie folgt aus 
der Figur 27 ableiten: 

Wählt man z. B. den negativen stumpfen 
Winkel : ~ K| t so ist aus der Figur er- 
sichtlich, dass derselbe seiner Grösse 
und Lage nach durch den im 3 tim Qua- 
dranten Hegenden positiven Winkel aOh 
vollständig fixiert ist; da man nun nach 
der Erkl, 73 die Grösse des im 3*" 
Quadranten liegenden positiven Win- 
kels aOh, durch 

2iaÖh = (4Ä — *J 

bezeichnen kann, so ist auch: 

~* f = (4Ä — «^ 

und: 

shi (— n t ) = sin (4Ä — t h ) 

cos (— «j ) = cos (422 — « L ) 

#(—%)« tg(4R^< h ) 

ctff(-a i ) = Ctff(4R~* l ) 

Aus diesen Gleichungen und den iu 
Erkl. 74 angeführten Relationen ergeben 
sich die Relationen: 

5t« ( — a t ) = — sin fr, 

COS ( — *c i ) = CÖS n t 
'?(— «i) = — 1?«» 

rftfC— ff») = — ##«i 

welche mit den Formeln XXXI bis XXXIV 
identisch sind. 

Man siehe auch die Anmerkungen 16 n. 17. 



Anmerkung 16. Es mag wohl über- 
flüssig erscheinen zu erwähnen t dass 
man die Formeln XXXIII und XXXIV, 
auch wie folgt hatte ableiten können: 

Man hat: 

sin a _ 

tq a — - (>♦ Formel VII, S. 13] 

COS tt 

mithin ist auch: 



*9(-*) = 



sin ( — n) 

COS{— tt) 
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oder nach den Formeln XXXI u. XXXII: 

— sina 

ig ( — a) = 

* v J CO$a 

und hieraus erhält man: 

tg(—a) = — tga 

(vergl. umsteh. Formel XXXIII). 

Analog kann man auch Formel XXXIV 
mittelst der Relation: 

dga = ~— (s. Formel VIII, S. 13) 
sma 

oder mittelst der Formel: 

1 
tga 



Ctga= (b. Formel IX*, S. 13) 



herleiten. 



Anmerkung 17. Aus den Formeln 
XXXI bis XXXIV, ergeben sich die 
für die Trigonometrie wichtigen Sätze: 

Satz 1. Der Sinus eines negativen Win- 
kels ist gleich dem negativen Si- 
nus desselben positiven Winkels. 

Satz 2. Der Kosinus eines negativen Win- 
kels ist gleich dem Kosinus des- 
selben positiven Winkels. 

Satz 3. Die Tangens eines negativen Win- 
kels ist gleich der negativen Tan- 
gens desselben positiven Winkels. 

Satz 4. Die Kotangens eines negativen 
Winkels ist gleich der negativen 
Kotangens desselben positiven 
Winkels. 

Vorstehende Sätze kann man auch in 
einem Satze, wie folgt zusammenfassen: 

Satz 5. Die Funktionen eines negativen 
Winkels sind ihrem absoluten 
Werte nach denen des positiven 
Winkels gleich, dem Vorzeichen 
nach aber, mit Ausnahme des 
Kosinus, entgegengesetzt. 
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Formel XXXVI» 



Formel XXXVII* 



XIII. Ueber die Allgemeingttltigkeit der in den 

Abschnitten VII, XI und XII aufgestellten Formeln 

für jeden beliebigen Wert von «. 

Anmerkung IS. Zum Beweise der 
Allgemeingültigkeit der in den Ab- 
schnitten VII, XI und XII aufgestellten 
Formeln kommen folgende Hülfsformeln 
in Anwendung: 

Formel XXXV" . . . sin (2? -f- «) = cos a 

cos(R-j-u) ~ —sina 
tg(R + a) = — ctga 
ctg(R + a) = — tga 

sin (2R — u) = sin a = cos (R — a) 
cos (22? — «) = — cosa = — sin (2? — a) 
tg(2R — a) = — tga = — ctg(R—«) 
ctg(2R — a) = — ctga = — tg (R — u) 

sin(2R-\-u) = — sina = — cos(R — a) 
cos (2R -\-a) = —co8a = — sin (2? — «) 
tg(2R+«) = tga = ctg(R-a) 
ctg(2R + u) = dga = tg(R — a) 

sin (32? — «) = — sin (R — «) = — cos « 
cos (SR — a) = — cos (R — a) = — sin « 
tg($R — u) = tg(R—a) = ctga 
ctg (32? — a) = ctg (R — «) = tg « 

sin (32? -(-«) = — <?os « 

cos (32? + «) = Ä ' w « 
ty(32?-f-<0 = — ctga 
ctg(8R + a) =—tg« 

sin (42? — a) = — sw « = — cös (2? — n) 
cos (42? — a) = cosa -=z sin (R — «) 
tg(4R — a) = — tga = — r^(B— «) 
ctg(4R — a) = —ctga = — tg(R— ,<) 

Beweis dieser Formeln: 
1). Beweis der Formeln XXXV* bis d . 
Man zeichne sich — siehe Figur 28 — den 
Kreis am 0, dessen Radius = 1 ist, alsdann 
ziehe man die zu einander senkrechten Durch- 
messer ab und cd und trage den beliebigen 
spitzen Winkel aOf (= a) nach cOg, so 
repräsentiert der Winkel aOg einen stumpfen 
Winkel, bezeichnet durch: 
B + a 
Unter Benutzung der in dem Abschnitte IX 



Formel XXXVIII* 



Formel XXXIX» 

b 



Formel XXXX" 



Figur 28. 
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vorgeführten „Darstellung der goniometrischen 
Funktionen am Kreise" erhält man aus der 
Figur 28 folgende Relationen: 

1). . . sin 2$. a Og = sin (R -\- «) = -\- gh 

2). . . cos2£aOg = co*(R + «) = — Oh 

8). . . sin 2£a0f = sin a = -+- fi 

4). . . cos 2$. aO f = cos a =- + i 

Da nun nach der Erkl. 75: 

5) gh = Oi und 

6) Oh = fi ist, 

so erhält man aus den Gleichungen 1)., 4). 
und 5). umstehende Formel XXXV*: 

sin (R -|- «) = cos a 

ferner erhält man aus den Gleichungen 2)., 3). 
und 6). umstehende Formel XXXV*: 

cos (R -f- «) = — Hin a 

Die Richtigkeit der Formeln XXXV<> und d 
könnte man in analoger Weise aus einer Figur 
ableiten; einfacher geschieht dies jedoch mit 
Hülfe der Formeln: 





y 


♦ 


I 




£_ 


ff 


-*£*- 


etj 


xl a/i 


* «^-v 




* a t! 







N 








Yi 


- 



M 



tg « == 
ctg tc = 



8inu 



cos « 
cos et 
sina ' 
Nach der ersteren erhält man: 

sm(R+«) 



(siehe die Formeln VII 
u. VIH, Seite 18) 



Erkl. 75. In der Figur 28 sind die Drei- 
ecke Ohg und Oif kongruent, weil 

Og = Of (= r = 1) 

2LOhg = 4.0if (=Ä) 

4 m g0h = 2i.0fi (je = R — «) ist, 

mithin ist auch: 

gh = Oi und 

Oh = fi 



«p(R + «) = 



co*(R+ct) 



und hieraus erhält man mit Benutzung der 
vorhin bewiesenen Formeln: 



ty(R + <0 
ty(ll + «) = - 



oder: 



= —ctga 



cos tt 
— sin a 

COSit 

sin k 
(man vergl. hiermit vorsteh. Formel XXXVc). 

Ganz auf dieselbe Weise kann man die For- 
mel unter XXXV«* herleiten. 

2). Beweis der Formeln unter XXXVI* bis <*: 

Diese Formeln ergeben sich dir eckt aus den 
Formeln XVII, XX, XXIII u. XXVI, wenn man 
berücksichtigt, dass a und (R — a) Komplement- 
winkel sind und die Formeln unter XVI in An- 
wendung bringt. 



3). Beweis der Formeln unter XXXVII» bis *: 

Diese Formeln ergeben sich direkt aus den 
Formeln XVIII, XXI, XXIV und XXVII, wenn 
man berücksichtigt, dass « und (R — «) Kom- 
plementwinkel sind und die Formeln unter XVI 
iu Anwendung bringt. 
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Figur 29. 




a) ist, 



Erkl* 76. In Figur 29 Bind die Dreiecke 
Oif und Ohg kongruent, weil 

Of as Og {= r et 1) 
2$_fi0 = #i7/*0 (es R) 
210 fi e= #/>00 (je= R 
mithin ist auch: 

hg = Ol und 
0ft = /*/. 



Figur 30. 




4)* Beweis der Formeln unter XXXVIII* bis * : 

Ist Figur 29 unter denselben Bedingungen, 
wie Fig. 28 gezeichnet und ist der spitze Win- 
kel aOf = 2£gOd = b, so repräsentiert der 
Winkel aÖ# einen Winkel, bezeichnet durch: 
3R — « 

Nach dem Abschnitte IX erhält man aus der 
Figur 29: 

1). . . st"** 2£ a Og = sin (3 R — «) = — Ä£ 
2), , . cos 2fca0fj = co» {3R — «) ss ~- Oh 
3), . . sin2£a0f = jwm ic es + /"t 
4). , . co& 2£ « Ö/" si cos u = + öi 

Da nun nach der Erkl. 76': 
5). . . . . . „". hg = Oi 

6). ....... 0/* = /i ist, 

so erhält man aus den Gleichungen 1)., 4). und 
5), die Formel XXXVIII* (siehe Seite 62): 

sin (3 H — «) = — cas u 

ferner erhält man aus den Gleichungen 2),, 3K 
und 6). die Formel XXX VI IIb (siehe Seite 62) 4 

Cötf (SR — ff) =r ■ — NIN f< 

Die Richtigkeit der Formeln XXXVIII* und « 
könnte man in analoger Weise ans einer Figur 
ableiten; einfacher geschieht dies jedoch mit- 
telst den Formeln: 



ig %t =: 



, COBK 

und cUf k = — ^~ 



wie iu dem beweise 1), gezeigt wurde. 



Erkl. 77. In Figur 30 sind die Dreiecke 
Oif und OÄ# kongruent, weil 

OfweOl'mi+tm 1) 

^£ ff = 2i hOg (je = R - «) ist, 
mithin ist auch: 

gh = Oi und 
0A = fü 



5) + Beweis der Formeln unter XXXIX* bis &: 

Ist Figur 30 unter denselben Bedingungen, 
wie Figur 28 gezeichnet, und ist der spitze 
Winkel aOf = 21 it Od — u r so repräsentiert 
der Winkel aOg einen Winkel, bezeichnet durch: 

SR-r-K 

Nach dem Abschnitte IX erhält mau aus der 
Figur 30: 

1), . . sm2&a0$ = sin(8R + «) = — gh 
2), - . cos2^_a0g == cos [SR ±m) — +OA 
3), . , #tn ^f.rtO/'= «n w =^ +/* 
4). * . cos 2$. aOf => cos « = -\- Oi 

Da nun nach der Erkl. 77: 

5) . , . . ffh = Oi 

b"). ■ Öä = /t ist, 

so erhält man aus den Gleichungen 1)., 4) r und 
5). die zu beweisende Formel XXXIX* (siebe 
Seite 62): 

sin (3 R -j- u) = — cos « 

Ferner erhalt man aus den Gleichungen 2)., 
3). und 6). die zu beweisende Formel XXX 1 \ 
(siehe Seite 62) : 

etw (y R -j- «) = tftn « 
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Die Richtigkeit der Formeln 39c und 39d 
kann man in analoger Weise aus einer Figur 
ableiten. Am einfachsten geschieht dies je- 
doch mittels Benutzung der Formeln 7 und 8: 



Erkl. 77a. Wie sich aus den folgenden Er- 
klärungen 78 und 79 ergibt, gelten die in der 
Erkl. 75 angefahrten Formeln auch für jeden 
Wert, den man « beilegen mag (siehe Erkl. 79). 



und 



Bin a 

tga = 

° cos « 



ctg « = 



COS « 

sin « 



wie in dem Beweis 1). gezeigt wurde. 



5). Beweis der Formeln 40a bis 40 d: 

Diese Formeln ergeben sich direkt aus den 
Formeln 19, 22, 25 und 28 und aus den For- 
meln 16 bis 16 c, wenn man berücksichtigt, 
dass « und (Ä — «) Komplementwinkel 
sind. (Siehe Erkl. 77a). 



Erkl. 78. Die in dem Abschnitt 7 auf- 
gestellten Formeln: 
Formel 16 . . sin« = cos (R — a) 
cos a = sin (R — «) 

tg a = Ctg (R — a) 

Ctg a = tg (R — a) . . . 

ebenso die in dem Abschnitt 11 aufge- 
stellten Formeln: 
Formel 17 . . sin(2JJ — a) = sin« 

sin (2R + a) = — sin « 
sin (4J2 — a) = — sin a 
cos (222 — «) = — COSa 
COS (222 + a) = — COS a 
COS (4R — a) = COS a 
tg (2li — a) =— tg« 
tg (2JJ + «) =tg« 
tg (4R — «) = — tga 
Ctg {2R — a) = — Ctg a 
Ctg {2R + a) = Ctg a 
Ctg (42? — «) = — Ctg a . 

haben Gültigkeit für jeden beliebigen 
Wert, den mau a auch beilegen mag, 
was man wie folgt beweisen kann: . . 



16» 
16* 
16 c 



18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
2? 
28 



desgleichen anch die weniger wichtigen Formeln: 
Formel 16d: 

sec « = cosec (90°— «) = cosec (Ä— «) 
Formell6e: 

cosec « = sec (90°— a) = sec (B — «) 



Goniometrie (Wrakelmessnngtlehre.) 



. . . desgleichen die in der Erkl. 69a (bezw. in 
der Anm. 11 der 1. Auflage) angeführten 
Relationen für Sek ans und Kosekans. 

A. Beweis der Gültigkeit der Formel 16 : 

sin « = cos (R — a) 
oder der mit dieser Formel identischen Glei- 
chung : 
I. . . COS (R — a) = sin a 

für jeden beliebigen positiven oder nega- 
tiven Wert, den man « auch beilegen mag. 

Bei dem Beweis der Allgemeingültigkeit vor- 
stehender Gleich. 1 kann man folgende Fälle 
unterscheiden : 

5 
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1). a sei ein positiver stumpfer 

Winkel. 
Soll jene Gleichung I für diesen Fall rich- 
tig sein, so muss, wenn man mit ß einen 
spitzen Winkel bezeichnet, und in jene Glei- 
chung I für a den stumpfen Winkel: 

222 — ß 
substituiert, auch die Gleichung: 

cos (22 — (222 — /?)) = sin(2B — ß) 
richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erh&lt man: 

cos (— 22 + ß) = sin (222 — ß) 
cos [— (22 — ß j] = sin (2B — ß) 
oder nach der Formel 82: 

cos (22 — ß) = sin (222 — ß) 
oder, da ß ein spitzer Winkel ist, nach der 
Formel 16: 

sin ß = sin (222 — ß) 
oder nach der Formel 17: 
sin/3 = sin/? 
was nicht bestritten werden kann. 

2). a sei ein positiver überstumpfer 
Winkel zwischen 2R und 3JR. 

Soll jene Gleich. I für diesen Fall richtig 
sein, so muss, wenn man mit ß einen spitzen 
Winkel bezeichnet und in jene Gleich. I für & 
den überBtumpfen, zwischen 222 und 822 
liegenden Winkel: 

222 + /? 
substituiert, auch die Gleichung: 

cos (22 — (222 + /?,) = sin(222 + /S) 
richtig ßein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erhält man: 

cos(— 22 — ß) = sin (22* + /*) 
cos (— (22 + ß,) = 8in(222 + /J) 
oder nach der Formel 82: 

cos(22 + /?j = sin (222 + /?, 
oder nach der Formel 35b: 

— sin/? = sin(2B+/?) 
oder nach der Formel 37a: 

— sin ß = — sin ß 
oder : sin ß = sin ß 

was nicht bestritten werden kann. 

3). a sei ein positiver überstumpfer 
Winkel zwischen 3U und 4JB. 
Soll jene Gleich. I für diesen Fall richtig 

sein, so muss, wenn man mit ß einen Bpitzen 

Winkel bezeichnet und in jene Gleich. I für a 

den aberstumpfen, zwischen 322 und 42? 

liegenden Winkel: 

422 — ß 

substituiert, auch die Gleichung: 

cos (22 — (422 — /?)) = sin (422 — ß) 

richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 

dieser Gleichung erhält man: 
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Erkl. 78a.*) Hat man solche negative 
Winke), die grösser als AB, grösser als 860° 
sind, and man will die goniometrischen Funk- 
tionen solcher negativer Winkel in die 
entsprechenden Funktionen positiver Winkel 
ausdrücken, die kleiner als AB sind, so be- 
achte man, dass die Werte der goniometrischen 
Funktionen jener Winkel nur Wiederholun- 
gen (Perioden) der Werte derselben Funktio- 
nen solcher negativer Winkel sind, die klei- 
ner als AB sind (siehe die Erkl. 49 u. die Erkl. 
69 b) und dass sich hiernach der Satz ergibt: 
„Die gleichnamigen Funktionen sol- 
cher negativer Winkel, welche um AB 
oder um ein n-f acnes von 412, um n.AB, 
verschieden sind, haben gleiche 
Werte." 
Für solche negative Winkel, die grösser 
als AB oder als n.AB sind, ergeben sich 
hiernach, wenn man mit — a irgend einen 
spitzen, stumpfen oder überstumpfen 
negativen Winkel bezeichnet, die allgemei- 
nen Relationen: 

Formel 34a : sin [— (4 . nB + «)] = sin (— «) 
„ 34b : cos [— (4 . nB + «)] = cos (— «) 
34c: tg [— (4 . nB + «)] = tg (— «) 



und 



34d: ctg[— (A.nB + a)} = ctg (- a) 
(Siehe die Erkl. 69 b und 74 b) 



•) Diese Erklärung gebort zur Antwort der Frage 28; 
in der 2. Auflage des Heftes Nr. 60 oder des 4. Druck- 
bogen« ron Kleyere Lehrbuch der Goniometrie ist jene 
Erklärung an erwähnter Stelle aufgenommen. 



cos(— &B + /9) = sin(4JB — ß) 
cos(— (3JK — ßj) == sin (AB— ß) 

oder nach der Formel 32: 

cos(3JR — ß) = sin (AB — ß) 

oder nach der Formel 38 b: 

— sin/? = sin(4Ä — ß) 
oder nach der Formel 40 a: 

— sin/9 = — sin/9 
oder: sin/9 = sin/9 

was nicht bestritten werden kann. 

4). a sei irgend ein positiver Winkel, 
der grösser als 422 ist. 

Soll jene Gleichung I für diesen Fall richtig 
sein, so muss, wenn man mit ß irgend einen 
Winkel bezeichnet, der zwischen 0° und 
AB liegt, und in jene Gleichung für a allge- 
mein den Winkel: 

n.4Jß + /9 

substituiert, auch die Gleichung: 

cos[JB — (n.AB + ß)] = sin(n.4B + /9) 

richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erhalt man: 

cos (IS — n.AB — ß) = nn(n.AB+ß) 
cos|— (n.4B + /9 — B)] = sin(n.4B+/9) 
cos[— (n.AB + (ß— B))] = sin (n . AB + ß) 
oder nach der Formel 34 b (siehe Erkl. 7 

cos [— {ß — B)] == sin (n . AB + ß) 
oder: cos (— ß + B) = sin (n . AB + ß) 

cos(Jß — ß) = sin (n.AB + ß) 
oder nach der Formel 16: 

sin ß = sin (n . AB + ß) 
oder nach der Formel 30 a: 

sin ß = sin ß 
was nicht bestritten werden kann. 

5). a sei irgend ein negativer 
spitzer Winkel. 

Soll jene Gleichung I für diesen Fall richtig 
sein, so muss, wenn man mit (^ — ß) irgend 
einen negativen spitzen Winkel bezeich- 
net und denselben in jene Gleichung für a 
substituiert, auch die Gleichung: 

cos[E--(-/9)] = sin(-/?) 

richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erhalt man: 

cos (B + ß) = sin (— ß) 

oder nach der Formel 35 b: 

— sin ß = sin (— ß) 
oder nach der Formel 31 : 

— sin/9 = — sin/9 
oder : sin ß = sin ß 

was nicht bestritten werden kann. 
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6). ol sei irgend ein negativer 

stumpfer Winkel. 
Soll jene Gleichung I für diesen Fall richtig 
sein, so muss, wenn man mit ß irgend einen 
spitzen Winkel bezeichnet, und in jene Glei- 
chung I für « den negativen stumpfen 
Winkel: — (2R — ß) 

substituiert, auch die Gleichung: 
' cos [R — (— (2R — ß))] = sin (— (2R — ßj) 
richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erhalt man: 

cos[R + (2R — ß)] = sin[— (2R — /?)] 
cos (3R — ß) = sin [— (2R — ß)] 
oder nach der Formel 88 b: 

— sin/9 = sin[— (2R — ß)] 
oder nach der Formel 81: 

— sin/* = — sin(2R — ß) 
oder nach der Formel 36a: 

— sin ß = — sin ß 
oder: sin ß = sin ß 

was nicht bestritten werden kann. 

Auf analoge Art kann man beweisen, dass 
vorstehende Gleichung I oder die Formel 16 
für jeden negativen überstampfen im 3. 
oder im 4. Quadranten liegenden Winkel, 
und auch für jeden negativen Winkel, der 
grosser als 422 ist, gilt; indem man zum 
Beweis der beiden ersten Falle mit ß einen 
spitzen Winkel bezeichnet und in jene Glei- 
chung I einmal: 

« = -(2R + fl 
ein andermal: 

a = — (4R — ß) 

setzt; zum Beweis jenes dritten Falls aber mit 
ß einen beliebigen zwischen 0° und AB 
liegenden Winkel bezeichnet und dann in 
jener Gleichung I 

a = -(4.nJB + /J) 
setzt und mittels der in den Erkl. 75, 74b (78a) 
und der in Antwort der Frage 22 aufgestellten 
Formeln, die Gleichheit der beiden Seiten der 
somit erhaltenen Gleichungen, wie vorstehend 
gezeigt ist, nachweist. 

B. Beweis der Gültigkeit der Formeln 
16a bis 16e. 
Den Beweis der Allgemeingültigkeit der 
Formeln 16a bis 16e kann man in analoger 
Weise wie vorstehend unter A. gezeigt wurde, 
führen; man kann dies jedoch auch auf ein- 
fachere Weise, wie folgt: 

Setzt man in der Formel 16: 

cos (R — a) = sin a 
oder in der mit dieser Formel identischen 
Gleichung: 

sin a = cos (R — a) 

deren Allgemeingültigkeit vorstehend un- 
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ter A. bewiesen wurde, in welcher also a 
jeden beliebigen Wert annehmen kann: 

« = R — « 
so erhalt man: 

sin(R — «) = cos(R — (R — «)) 
sin(R — a) = cosa 
oder: cos« = sin (R — c) 
und dies ist die Formel 16a, deren Allgemein- 
gultigkeit somit dargethan ist, da bei Her- 
leituDg jener letzten Gleichung vorausgesetzt 
wurde, dass « ein beliebiger Winkel sei. 

Ferner kann man die Allgemeingültigkeit 
der Formeln 16b bis 16e mittels der Formeln 
7, 8, 11 u. 12 und der vorstehend allgemein 
bewiesenen Formeln 16 und 16a nachweisen; 
nach jenen Formeln erhalt man unter der 
Voraussetzung, dass a ein beliebiger Winkel 
ist, der Reihe nach: 

. m . sin(R — o) cosa 

tg(R — a) = 7ö c- = — = Ctg« 

v ' cos(R— a) Sinex ^ 

A #-d x cos(R — a) sina 

ctg (R — a) = -v-Tö f = = tg a 

ox J sin(R — a) cosa 8 

sec (R — a) = 7Ö - = - — s= cosec a 

, ' cos(R — a) Sina 

und 

cosec (R — a) = — -_> - - = = sec« 

' sin(R — a) cos« 

bezw. jene Formeln 16b bis 16e: 

tg a = ctg (R — a) 

ctg « = tg (R — a) 

8eca = cosec (R — a) 
und 

cosec« = sec(R — a) 



C. Beweis der Gültigkeit der Formel 17 : 
sin (2jB — et) = sin a 

für jeden beliebigen positiven oder ne- 
gativen Wert, den man a auch beilegen mag. 

Bei dem Beweis der Allgemeingültiffkeit die- 
ser Formel kann man folgende Falle unter- 
scheiden: 

1). a sei ein positiver stumpfer 

Winkel. 
Soll jene Formel 17 für diesen Fall rich- 
tig sein, so muss, wenn man mit ß einen 
spitzen Winkel bezeichnet und in jene For- 
mel für a den stumpfen Winkel: 

(2R — ß) 
substituiert, auch die Gleichung: 

sin[2R — (2R — ß)] = sin(2R — ß) 
richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erhalt man: 

ßin/9 =s sin(2R — ß) 
oder nach der Formel 36 a: 

sin ß = sin ß 
was nicht bestritten werden kann. 
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2). a sei ein positiver überstumpfer 
Winkel zwischen 2Ä und 3JR. 

Soll jene Formel 17 für diesen Fall richtig 
sein, so muss, wenn man mit ß einen spitzen 
Winkel bezeichnet, und in jene Formel für a 
den überstumpfen, zwischen 2JR und Sü 
liegenden Winkel: 

(2R + Ä 
substituiert, auch die Gleichung: 

sin [2R — (2R + ß)] = sin (2R + ß) 

richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erhalt man: 

sin(— ß) = sin(2R + /J) 
oder nach der Formel 37a: 

sin (— ß) = sin (— ß) 
oder auch nach der Formel 81: 

— sin ß = — sin ß 
oder: sin/> = sin/J 

was nicht bestritten werden kann. 

8). a sei ein positiver überstumpfer 
Winkel zwischen SR und 4Ü. 

Soll jene Formel 17 für diesen Fall richtig 
sein, so muss, wenn man mit ß einen spitzen 
Winkel bezeichnet, und in jene Formel für « 
den überstumpfen, zwischen 82£ und 42* 
liegenden Winkel: 

(4R-/J) 
substituiert, auch die Gleichung: 

sin[2R — (4R — £)] = sin(4R — ß) 

richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 

dieser Gleichung erhalt man: 

sin(— 2R + ß) = sin(4R — ß) 
sin [— (2R— ß)] = sin (4R — ß) 

oder nach der Formel 31: 

— sin (2R — ß) = sin(4R — ß) 
oder nach der Formel 40 a: 

— sin (2R - ß) = — sin ß 
oder: sin(2R-/J) = sin£ 
und schliesslich nach Formel 36 a: 

sin ß = sin ß 
was nicht bestritten werden kann. 

4). a sei irgend ein positiver Winkel, 
der grösser als 4i?ist. 

Soll jene Formel 17 für diesen Fall richtig 
sein, so muss, wenn man mit ß irgend einen 
Winkel bezeichnet, der zwischen 0° und 
422 liegt, und in jene Formel für « allge- 
mein den Winkel: 

(n.4R+/J) 
substituiert, auch die Gleichung: 

sin[2R — (n.4R + /S)] = sin(n.4R + /J) 

richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erh&lt man: 
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sin(2R — n.4R — ß) = sin (n . 4 R -f ß) 
sin[— (n.4R-f /? — 2R)] = sin (n . 4 R + ß) 
sin[— (w.4R+(/» — 2R))] == sin(n.4R + /J) 
oder nach der Formel 84 a: 

sin[— (ß — 2R)] = sin(n.4R + /S) 
Bin(2R — ß) = sin(n.4R + /?) 
oder nach der Formel 36 a: 

sin ß = sin (n.4R-|-/9) 
und schliesslich nach der Formel 30 a: 

sin ß = sin /* 
was nicht bestritten werden kann. 

5). a sei irgend ein negativer 

spitzer Winkel. 
Soll jene Formel 17 für diesen Fall richtig 
sein , so muss , wenn man mit ( — ß) irgend 
einen negativen spitzen Winkel bezeichnet, 
und in jene Formel für a substituiert, auch 
die Gleichung: 

sin-[2R— (— ß)] = sin(— ß) 

richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erhalt man: 

Bin(2R + £) = sin(— ß) 
oder nach der Formel 37 a: 

— sin ß = sin (— ß) 
oder nach der Formel 31: 

— sin ß = — sin ß 
oder: 

sin ß = 8in ß 

was nicht bestritten werden kann. 

6). a sei irgend ein negativer 
stumpfer Winkel. 

Soll jene Formel 17 für diesen Fall richtig 
sein, so muss, wenn man mit ß irgend einen 
spitzen Winkel bezeichnet, und in jene For- 
mel für a den negativen stumpfen Winkel: 

-(2R-/5) 
substituiert, auch die Gleichung: 

sin (2R — [— (2R - ß)]) = sin [- (2R — ß) ] 
richtig sein. Dies ist aber der Fall, denn aus 
dieser Gleichung erhalt man: 

sin[2R + (2R — ß)] = sin[— (2R — ß)] 

sin(4R— ß) = sin[— (2R — ß)] 
oder nach der Formel 40 a: 

— sin ß = sin [— (2R — ß)] 
oder nach der Formel 81: 

— sin ß = — sin (2R — ß) 
oder nach der Formel 36 a: 

— sin ß = — sin ß 

oder: „• a •_ a 

sin ß = sin ß 

was nicht bestritten werden kann. 

Auf dieselbe Art kann man beweisen, dass 
vorstehende Formel 17 für jeden negativen 
Ob er stumpfen, im 3. oder im 4. Quadranten 
liegenden Winkel, und auch für jeden nega- 
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Erkl. 79. In der Erkl. 78 ist zugleich auch 
die Allgemeingültigkeit der in der Erkl. 75 
(bezw. in der Anmerk. 18 der 1. Auflage) an- 
gefahrten Hülf8formeln 36 a bis 37d, und der 
Formeln 40 a bis 40 d nachgewiesen. 

Die Allgemeingültigkeit der in jener 
Erkl enthaltenen Hulfsformeln 85 a bis 85 d 
kann man aus den Formeln 36 a bis 36 d leicht 
ableiten, wenn man in denselben, unter der Vor- 
aussetzung, dass « ein beliebiger Winkel ist, 
a •= B — « setzt und die Formeln 16 bis 16 c 
berücksichtigt. 

Die Allgemeingültigkeit der in jener 
Erkl. enthaltenen Hulfsformeln 88a bis 38 d 
kann man leicht nachweisen, wenn man in den 
Hulfsformeln 87a bis 37d unter der Voraus- 
setzung, dass a ein beliebiger Winkel ist, 
a = R — « setzt und die Formeln 16 bis 16 d 
berücksichtigt. 

Die Allgemeingültigkeit der Formeln 
39 a bis 39 d endlich kann man leicht nach- 
weisen, wenn man in den Hulfsformeln 40 a 
bis 40d, unter der Voraussetzung, dass « ein 
beliebiger Winkel ist: « = J8 — « setzt und 
die Formeln 16 bis 16 d berücksichtigt. 



tiven Winkel, der grösser als AB ist, gilt, 
indem man zum Beweis der beiden ersten Falle 
mit ß einen spitzen Winkel bezeichnet und 
in jene Formel 17 einmal: 

a = -(2R + /J) 

ein andermal: « = — (4R — ß) 
setzt; zum Beweis jenes dritten Falls aber 
mit ß einen beliebigen zwischen 0° und 
422 liegenden Winkel bezeichnet und dann in 
jene Formel 17 

a = — (A.nB + ß) 
setzt und mittels der in den Erkl. 75, 74b (78a) 
und der in Antwort der Frage 22 aufgestellten 
Formeln die Gleichheit der beiden Seiten der 
somit erhaltenen Gleichungen, wie vorstehend 
gezeigt ist, nachweist. 

D. Beweis der Allgemeingültigkeit der 

Formeln 20, 23 und 26. 

Den Beweis der Allgemeingültigkeit 
der Formel 20: 

cos(2R — «) = — cos« 
der Formel 23: 

tg(2R — «) = — tg« 
und der Formel 26: 

ctg(2R — a) = —ctg« 
kann man in analoger Weise, wie vorstehend 
unter G. gezeigt wurde, führen. 

Hierbei sei bemerkt, dass wenn einmal die 
Allgemeingültigkeit der Formeln 17 und 20 
dargethan ist, man die Allgemeingültigkeit der 
Formeln 23 und 26 nachweisen kann, analog 
wie es' in dem vorstehenden Beweis unter B. 
für die Formeln 16a bis 16e geschah. 

E. Beweis der Allgemeingültigkeit der 

Formeln 18, 21, 24 und 27. 

Den Beweis der Alljremeingültigkeit der For- 
meln 18, 21, 24 und 27 kann man in analoger 
Weise, wie vorstehend unter A. und C. gezeigt 
wurde, führen; man kann dies jedoch auch auf 
einfachere Weise, indem man in den Formeln 
17, 20, 23 und 26, deren Allgemeingültigkeit 
vorstehend bewiesen wurde, 
ff = — « 
setzt und dann die Formeln 31 bis 34 berück- 
sichtigt. 

F. Beweis der Allgemeingültigkeit der 

Formeln 19, 22, 25 und 28. 

Den Beweis der Allgemeingültigkeit der For- 
meln 19, 22, 25 und 28 kann man in analoger 
Weise, wie vorstehend unter A. und C. gezeigt 
wurde, führen; man kann dies jedoch auch auf 
einfachere Weise, indem man in den Formeln 18, 
21, 24 u. 27, deren Allgemeingültigkeit wie vor- 
stehend unter E. erwähnt, bewiesen werden kann, 

« = 2R — « 
setzt und dann die Formeln 17, 20, 23 nnd 
26, deren Allgemeingültigkeit ebenfalls bereits 
dargethan ist, berücksichtigt. (Siehe Erkl. 79). 
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14). Aufgaben über die Zurückffihrung der goniometrischen 

Funktionen stumpfer und überstumpfer positiver 

Winkel auf die entsprechenden Funktionen 

spitzer Winkel. 

a). Gelöste Aufgaben. 



Aufgabe 12. Man soll: 
sin 152° 40' 
auf den Sinns eines spitzen Winkels zu- 
rückführen. 



Auflösung. Da der Winkel von 152° 40' 
ein Winkel zwischen 90° und 180°, also ein 
stumpfer, ein im 2. Quadranten liegender 
Winkel ist, und da zwischen dem Sinus des 
stumpfen Winkels (25 — a) und dem Sinus 
des spitzen Winkels a nach der Formel 17 
die Relation: 

a). . . sin (2R — er) = sin a 
besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 2R — « = 152°40' 

hiernach also: « « 2 R — 152° 40' 
«== 180°— 152° 40' 

oder: 

c). . . . « = 27°20' 
setzt: 
A). . . sin 152° 40' = sin 27° 20' 



Aufgabe 13. Man soll: 

cos 116° 12' 50" Auflösung. Analog wie in voriger Auflösung 

_ , „ . , A __. _ _ und in Rücksicht, dass nach der Formel 2Q 

auf den Kosinus eines spitzen Winkels zw i 8c hen dem Kosinus des stumpfen Winkels 
zurückführen. (2B — «) und dem Kosinus des spitzen Win- 

kels « die Relation: 

a). . . cos (2R — «) = — cos « 
besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 2R — « = 116° 12' 50" 

hiernach also : « = 2 R — 116° 12' 50" 
« = 180«— 116° 12' 50" 



oder: 
c). . 

setzt: 

A). . . 



. . er = 63° 47' 10" 

cos 116° 12' 50" = — cos 63° 47' 10" 



Aufgabe 14. Man soll: 

tg 140° 15' 17,5" 
auf die Tangens eines spitzen Winkels 
zurückführen. 



Auflösung. Analog wie in der Auflösung 
der Aufgabe 12, und in Rücksicht, dass nach 
der Formel 23 zwischen der Tangens des 
stumpfen Winkels (2E — a) und der Tangens 
des spitzen Winkels « die Relation: 
a). . . tg(2R — «) = — tgc 

besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 2R — « = 1400 15' 17,5" 
hiernach also: « = 2 R — 140° 15' 17,5" 
« = 1800— 140° 15' 17,5" 

oder: 

c). . . . « = 39« 44' 42,5" 
setzt: 
A). . . tg 140° 15' 17,5" = — tg 39° 44' 42,5" 
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Aufgabe 15. Man soll: 

ctg 137° 12' 7 2" Auflösung. Analog wie in der Auflösung 

. ,. __ ' , A v«r- i i <* er Aufgabe 12, und in Rücksicht, dass nach 

auf die Kotangens eines spitzen Winkels ^ er Formel 26 zwischen der Kotangens des 

zurückführen. stumpfen Winkels (2R — «) und der Kotengens 

des spitzen Winkels « die Relation: 
a). . . ctg (2R — «) = — ctg u 
besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 2R — a = 137M2'7,2- 

hiernach also: « =r 2R — 137° 12' 7,2" 
« = 180 n — 137° 12' 7,2" 

oder: 

c) « = 42° 47' 52,8" 

setzt: 

A). . . ctg 137° 12' 7,2" = - ctg 42° 47' 52,8" 



Aufgabe 16. Man soll: 

sin 241° 22' 8" Auflösung. Da der Winkel ron 241° 22' 3" 

- _ . . A _, T . , , ein Winkel zwischen 180° und 270°, also ein 
auf den Sinus -eines spitzen Winkels zu- überstumpfer zwischen 2JB und 3JB, ein 
rückführen. im 8. Quadranten liegender Winkel ist, und 

da zwischen dem Sinus des im 3. Quadranten 
liegenden Winkels (2JB + a) und dem Sinus 
des spitzen Winkels « nach der Formel 18 
die Relation: 

a). . . sin(2R-|-«) = — sin« 
besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 2R + « = 241° 22' 3" 

hiernach also: « = 241° 22' 3" — 2R 
a = 241° 22' 3" — 180° 

oder: 

c). . . • « = 61° 22' 3" 
setzt: 
A). . . sin 241° 22' 3" = — sin 61° 22' 3" 

Aufgabe 17. Man soll: 

cos 199° 50' 7" Auflösung. Analog wie in voriger Auflösung 

- , Tr . . ' Tir. i i nnd in Rocksicht, dass nach der Formel 21 
auf den Kosinus eines spitzen Winkels zw i 8C hen dem Kosinus des aberstumpfen, im 
zurückführen. 3. Quadranten liegenden Winkels (2R + «) 

und dem Kosinus des spitzen Winkels « 
die Relation: 

a), . . cos (2R -f «) = — cos « 

besteht, so erhält man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 2R + « = 199° 50' 0,7" 

hiernach also: « = 199° 50' 0,7"— 2 R 
« = 199« 50' 0,7" — 180« 

oder: 

c). . . . « = 19° 50' 0,7" 
setzt: 
A). . . cos 199° 50' 0,7" = — cos 19° 50' 0,7" 



Aufgabe 18. Man soll: 

tg 251° 0' 6 3" Auflösung. Analog wie in der Auflösung 

# ,, _ 8 ' . _ T . , m der Aufgabe 16, und in Rücksicht, dass nach 

auf die Tangens eines spitzen Winkels der Formel 24 zwischen der Tangens des über- 

™rückführen. stumpfen, im 3. Quadranten liegenden Winkels 
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(2B + «) und der Tangens des spitzen Win- 
kels « die Relation: 

a). . . . tg(2R + a) = tg</ 
besteht, so erhält man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 2R+« = 251° 0' 6,3" 

hiernach also: a = 251° 0' 6,3" — 2R 
« = 251° 0' 6,3" — 180° 

oder: 

c). . . . « =r 71° 0' 6,3" 
setzt. 
A). . . . tg251°0'6,3" = tg71°0'6,3" 



Aufgabe 19. Man soll: 

ctg 266° 52' 31 5" Auflösung. Analog wie in der Auflösung 

. ,. _ A * . ' __. . , der Aufgabe 16, und in Rücksicht, dass nach 

auf die Kotangens eines spitzen Winkels der Formel 27 zwischen der Kotangens des 
zurückführen. überstumpfen, im 8« Quadranten liegenden Win- 

kels (2R + a) und der Kotangens des spitzen 
Winkels « die Relation: 

a). . . ctg(2R + «) = ctg« 
> besteht, so erbalt man, wenn man in dieser 

Gleichung : 

b). . . 2R+« = 266° 52' 31,5" 

hiernach also : « = 266° 52' 31,5" — 2 R 
« = 266° 52' 31,5" — 180° 

oder: 

c). . . . « = 86<> 52' 31,5" 
setzt: 
A). . . ctg 266° 52' 31,5" = ctg 86° 52' 31,5" 



Aufgabe 20. Man soll: 

ein a**o qq* od o// Auflösung. Da der Winkel von 333°33'33,3" 

sinaao öo öö,o ein Winkel „j^,, 2 70° und 360«, also ein 

anf den Sinus eines spitzen Winkels zu- überstumpfer zwischen ZB und 4B, ein 

rückführen. im 4. Quadranten liegender Winkel ist, und 

da zwischen dem Sinus des im 4. Ouadranten 
liegenden Winkels (4.R — «) und dem Sinus 
des spitzen Winkels « nach der Formel 19 
die Relation! 

a). . . sin (4R— a) = — sin « 
besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 4R — « = 338° 33' 33,3" 

hiernach also : « = 4 R — 333° 33' 38,8" 
« = 360°- 333° 33' 33,3" 

oder: 

c). . . . « = 26° 26' 26,7" 
setzt: 
A). . . sin 333° 33' 33,3" = — sin 26° 26' 26,7" 



Aufgabe 21. Man soll: 

cos 281° 0' 6 3" Auflösung. Analog wie in voriger Auflösung, 

. , _ . ' . A __. . , und in Rücksicht, dass nach der Formel 22 

auf den Kosinus eines spitzen Winkels zw i ßc hen dem Kosinus des überstumpfen, im 

zurückführen. 4. Quadranten liegenden Winkels (4R — a) 

und dem Kosinus des spitzen Winkels « 
die Relation: 



a). 



cos (4R— «) = cos « 
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besteht, so erhftlt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 4R — « = 281° 0' 6,3" 

hiernach also: « = 4 R — 281° 0' 6,3" 
« = 360°— 281° 0' 6,3" 

oder: 

c). . . . « = 78° 59' 53,7" 
setzt: 
A). . . cos 281° 0' 6,3" = cos 78° 59' 53,7" 



Aufgabe 22. Man soll: 
tg 340° 40' 40,4" 



Auflösung. Analog wie in der Auflösung 
der Aufgabe 20, uud in Rücksicht, dass nach 
auf die Tangens eines spitzen Winkels der Formel 25 zwischen der Tangens eines 
zurückführen. überstumpfen, im 4. Quadranten liegenden Win- 

kels (4R — a) und der Tangens des spitzen 
Winkels a die Relation: 

a). . . tg(4R — «) = — tg« 
besteht, so erhält man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 4R — « = 340° 40' 40,4" 

hiernach also : « = 4 R — 340° 40' 40,4" 
a = 360°— 340° 40' 40,4" 

oder: 

c). . . . « = 19« 19' 19,6" 
setzt: 
A). . . tg 340° 40' 40,4" = — tg 19« 19' 19,6" 



Aufgabe 23. Man soll: 

ctff 300° 0' 2" Auflösung. Analog wie in der Auflösung 

M .. __ ö ' . _. . . der Aufgabe 20, und in Rücksicht, dass nach 

auf die Kotangens eines spitzen Winkels aer Formel 28 zwischen der Kotangens des 

zurückführen. überstampfen, im 4. Quadranten liegenden Win- 

kels (4R — «) und der Kotangens des spitzen 
Winkels « die Relation: 

a). . . ctg (4R — «) = — ctg a 
besteht, erhftlt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 4R — « = 300° 0' 0,2" 

hiernach also : « = 4 R — 300° 0' 0,2" 
« = 360°— 300° 0' 0,2" 

oder: 

c). . . 
setzt: 
A). . . ctg 300° 0' 0,2" = — ctg 59° 59' 59,8" 



a = 59» 59' 59,8" 



Aufgabe 24. Man soll: 

sin 892° 2' 7,1" Auflösung. Da der Winkel von 392° 2' 7, 1* 

~~t a~- a: Ä » ..' Tir- i i eh* zwischen 360° und 2.360° oder ein 

"PdS? mUS emCS 8PltZeD WlDkelS ZU " z * i8chea 4R und 2.4R liegender Winkel, also 
rückführen. grösser als 4R und kleiner als 2.4R ist, 

und da zwischen dem Sinus des zwischen 4R 
und 2.4R liegenden Winkels (4R+«) und 
dem Sinus des Winkels «, der kleiner als 4R 
ist, nach der Formel 29a die Relation: 

a). . . sin (4R + a) = sin « 
besteht, so erhftlt man, wenn man in dieser 
Gleichung: 

b). . . 4R + « = 892° 2' 7,1" 
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hiernach also : « = 392° 2' 7,1" — 4R 
« = 392» 2' 7,1" — 360° 

oder; 

c). . . 
setzt: 
A). . . sin 392° 2' 7,1" = sin 32° 2' 7,1" 



« = 32° 2' 7,1" 



Aufgabe 25. Man soll: 

cos 481° 12' 3,2" 
auf den Kosinus eines spitzen Winkels 
zurückführen. 



Auflösung. Da der Winkel von 481° 12' 3,2" 
ein zwischen 360° und 2.360° oder ein zwi- 
schen 4R und 2.4R liegender Winkel, also 
grösser als 4R und kleiner als 2.4R ist, 
und da zwischen dem Kosinus des zwischen 
4R und 2.4R liegenden Winkels (4R-f «) 
und dem Kosinus des Winkels «, der kleiner 
als 4R ist, nach der Formel 29b die Relation: 

a). . . . (4R+ «) = cos « 
besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 4R + « = 481° 12' 3,2" 

hiernach also : « = 481° 12' 3,2", — 4R 
« = 481° 12' 8,2" — 360° 

oder: 

c). . . . a = 121° 12' 3,2" 
setzt, zunächst: 

d). cos 481° 12' 3,2" = cos 121° 12' 3,2" 

Um ferner den cos 481° 12' 3,2" oder den 
cos 121° 12' 3,2" auf den Kosinus eines spitzen 
Winkels zurückzuführen, beachte man, dass der 
in der Gleichung d). vorkommende Winkel von 
121° 12' 3,2" ein Winkel zwischen 90° und 180°, 
also ein stumpfer, bezw. ein im 2. Quadranten 
liegender Winkel ist, und dass man mit Hülfe 
der Formel 20: 

cos (2R — a) = — cos « 
wenn man in derselben, analog der gelösten 
Aufgabe 13: 

2R — « = 121* 12' 3,2" 
und hiernach: a = 2 R — 121° 12' 3,2" 
a = 180°— 121° 12' 3,2" 
oder: « = 58° 47' 56,8" 
setzt, die weitere Relation: 

e). cos 121° 12' 3,2" = — cos 58° 47' 56,8" 
erhalt. Aus den Gleichungen d). und e). ergibt 
sich hiernach: 
A). . . cos 481° 12' 3,2" = — cos 58° 47' 56,8" 



Aufgabe 26. Man soll: 
tg 592° 3' 0,1" 
auf die Tangens eines spitzen Winkels 
zurückführen. 



Auflösung. Da der Winkel von 592° 3' 0,1" 
ein zwischen 360° und 2 . 360° oder ein zwi- 
schen 4R und 2.4R liegender Winkel, also 
grösser als 4R und kleiner als 2.4R ist, und 
da zwischen der Tangens des zwischen 4R und 
2.4R liegenden Winkels (4R+«) und der 
Tangens des Winkels «, der kleiner als 4R 
ist, nach der Formel 29c die Relation: 

a). . . . tg(4R+«) = tg« 

besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung: 
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b). . . 4R+« = 592° 3' 0,1" 

und hiernach: « = 592° 3' 0,1" — 4R 
« = 592° 3' 0,1" — 360° 

oder: 

c). . . . « = 232° 3' 0,1" 
setzt, zunächst: 

d). . tg 592° 3' 0,1" = tg 232° 3' 0,1" 

Um ferner die tg 592° 3' 0,1" oder die 
tg 232° 3' 0,1" auf die Tangens eines spitzen 
Winkels zurückzuführen, beachte man, dass 
der in der Gleichung d). vorkommende Winkel 
232° 3' 0,1" ein Winkel zwischen 180° und 270°, 
also ein im 3. Quadranten liegender über- 
stumpfer Winkel ist, und dass man mit Hülfe 
der Formel 24: 

tg(2R + «) = tg« 
wenn man in derselben, analog der gelösten 
Aufgabe 18: 

2R + « = 232° 3' 0,1" 

und hiernach: « = 232° 3' 0,1" — 2R 
a = 232« 3' 0,1" — 180° 
oder: a = 52* 3' 0,1" 
setzt, die weitere Relation: 

c). . tg 232° 3' 0,1" = tg 52° 3' 0,1" 
erhält. Aus den Gleichungen d). und e). ergibt 
sich hiernach: 
A). . . tg 592« 3 / o,l" = tg 520 3* ,1" 



Aufgabe 27. Man soll: 

. ctg 701° 12' 0,3" 



Auflösung. Da der Winkel von 701° 12' 0,3" 
- ,. yr . . .. m , , , ein zwischen 860° und 2.860° oder ein ewi- 

auf die Kotangens eines spitzen Winkels Bchen 4R und 2>4R liegen der Winkel, also 
zurückführen. grösser als 4R und kleiner als 2.4R ist, und 

da zwischen der Kotangens des zwischen 4R 
und 2.4R liegenden Winkels (4R-f-a) und 
der Kotangens des Winkels a, der kleiner 
als 4R ist, nach der Formel 29 d die Relation: 

a). . . ctg(4R + «) = ctg « 
besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung: 

b). . . 4R + « = 701» 12' 0,3" 

und hiernach: « = 701° 12' 0,3" — 4R 
« = 701° 12' 0,3" — 360° 

oder: 

c). . . . « = 341° 12' 0,3" 
setzt, zunächst: 

d). . ctg 701° 12' 0,3" = ctg 341° 12' 0,3" 

Um ferner die ctg 701° 12' 0,3" oder die 
ctg 341° 12' 0,3" auf die Kotangens eines 
spitzen Winkels zurückzuführen , beachte 
man. dass der in der Gleichung d). vorkom- 
mende Winkel 341° 12' 0,3" ein Winkel «wi- 
schen 270 ü und 360°, also ein im 4. Quadran- 
ten liegender überstumpfer Winkel ist, und 
dass man mit Hülfe der Formel 28: 
ctg (4R — ä) = — ctg a 
wenn man in derselben, analog der gelösten 
Aufgabe 23: 

4R — « = 341° 12' 0,3" 
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und hiernach : « = 4 R — 341° 12' 0,8" 
« = 360°— 341° 12' 0,8" 

oder: a = 18° 47' 59,7" 
setzt, die Relation: 

e). ctg 341° 12' 0;3" = — ctg 18° 47' 59,7" 
erhält Aus den Gleichungen d). und e). ergibt 
sich hiernach: 
A). . ctg 701° 12' 0,3" = — ctg 18° 47' 59,7" 



Aufgabe 28. Man soll: 

sin 802° 50' Auflösung*. Da der Winkel von 802° 50' 

r -, o. ., nr . , , ein zwischen 360° und 3.360° oder ein zwi- 

JS? eme8 8pltZen Wmkel8 ZU " sehen 2.4R und 8.4R liegender Winkel ist, 

rttcKiÜnren. un( j <j a zwischen dem Sinus des zwischen 2.4R 

und 3.4R liegenden Winkels (2.4R + «) und 
dem Sinus des Winkels a, der kleiner als 4R 
ist, nach der Formel 30a die Relation: 

a). . . sin(2.4R-f-«) = sin« 
besteht, so erhalt man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 2.4R-f-« = 802*50' 



und hiernach: 



= 802« 50' — 2. 4R 
= 802° 50'— 8.90° 
= 802° 50'— 720° 



oder: 

c). . . . « = 82° 50' 

A). ." . . sin 802° 50' = sin 82° 50' 



Aufgabe 29. Man soll: 

cos 1202° 40' 

auf den Kosinus eines spitzen Winkels 
zurückfuhren. 



Auflösung. Da der Winkel von 1202° 40' 
ein zwischen 3.360° und 4.360° oder ein 
zwischen 3.4R und 4.4R liegender Winkel 
ist, und da zwischen dem Kosinus des zwi- 
schen 3.4R und 4.4R liegenden Winkels 
S3.4R-j-a) und dem Kosinus des Winkels o, 
Ler kl einer als 4R ist, nach der Formel 30b 
die Relation: 

a). . . COS (3.4R + a) = COS a 

besteht, so erhält man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 3.4R + « = 1202° 40' 

und hiernach: a = 1202° 40' — 3 . 4R 

« = 1202° 40'— 12.90° 
a = 1202° 40'— 1080° 
oder: 
c). . . . 
setzt, zunächst: 

d). . . cos 1202° 40' = cos 122° 40' 

Um ferner den cos 1202° 40' oder den cos 
122° 40' auf den Kosinus eines spitzen Win- 
kels zurückzufahren, beachte man, dass der 
in der Gleichung d). vorkommende Winkel 
122° 40' ein Winkel zwischen 90° und 180°, 
also ein stumpfer, ein im 2. Quadranten 
liegender Winkel ist, und dass man mit Hülfe 
der Formel 20: 

cos (2R — o) = — cos « 

wenn man in derselben, analog der gelösten 
Aufgabe 13: 

2R-« = 122° 40' 



« = 122° 40' 
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oder: 



= 2R 

= 180» 



-122° 40' 
122° 40' 



« = 57° 20' 
setzt, die weitere Relation: 

e). . cos 122M0' == — cos 57° 20' 
erhalt. Aus den Gleichungen d). und e). ergibt 
sich hiernach: 
A) . . cos 1202° 40' = —cos 57» 2(y 



Aufgabe 30. Man soll: 

tg 1692° 35' Auflösung. Da der Winkel von 1692° 35' 

«„* Ai* t«««««» Ä «««„ „~:*„ rt ~ tit^um- e'ö zwischen 4.360° und 5.360° oder ein 

« JL g spitzen Winkels zwi8chen 4 . 4R und 5 . 4R Hegender Winkel 

zurückiünren. igt> imd da lw jschen der Tangens des zwischen 

4.4R und 5.4R liegenden Winkels (4.4R+«) 
und der Tangens des Winkels «, der kleiner 
als 4R ist, nach der Formel 30c die Relation: 

a). . . tg(4.4R + «) = tgo 
besteht, so erhält man, wenn man in dieser 
Gleichung 

b). . . 4.4R+« = 1692«85' 

und hiernach: « = 1692° 35' — 4.4 R 

a = 1692*35' — 16.90° 
« = 1692° 35' — 1440° 
oder: 

c) « = fc52°35' 

setzt, zunächst die Relation: 

d). . tg 1692«35' = tg 252°35' 

um ferner die tg 1692° 35' oder die tg252° 
35' auf die Tangens eines spitzen Winkels 
zurückzuführen, beachte man, dass der in der 
Gleichung d). vorkommende Winkel 252° 35' 
ein Winkel zwischen 180° und 270°, also ein 
im 8. Quadranten liegender überstumpfer Win- 
kel ist, und dass man mit Hülfe der Formel 24: 

tg(2R + «) = tg« 
wenn man in derselben, analog der gelösten 
Aufgabe 18: 

2R + « = 252° 35' 

und hiernach : « == 252° 35' — 2 R 

« == 252°35' — 180° 
oder: « = 72° 35' 
setzt, die weitere Relation: 

e). . tg 2520 35' = tg720 85' 
erhalt. Aus den Gleichungen d). und e). ergibt 
sich hiernach: 
A). . . tgl692°35' = tg720 35' 



Aufgabe 31. Man soll: 
ctg 21 15° 48' 
auf die Kotangens eines spitzen Winkels 
zurückführen. 



Auflösung. Da der Winkel von 2115° 48' 
ein zwischen 5 . 860° und 6 . 860° oder ein zwi- 
schen 5.4R und 6.4R liegender Winkel ist, 
und da zwischen der Kotangens des zwischen 
5.4R und6.4R liegenden Winkels (5.4 R-j-«) 
und der Kotangens des Winkels «, der kleiner 
als 4R ist, nach der Formel 80 d die Relation: 

a). . . ctg(5.4R + «) = ctg« 
besteht, so erhält man, wenn man in dieser 
Gleichung: 
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b). . . 5.4R + « = 2115°48' 
und hiernach: « = 2115° 48' — 5 . 4R 

« = 2115» 48'— 20.90° 
« = 2115° 48'— 1800° 
oder: 

c) a = 315° 48' 

setzt, zunächst die Relation: 

d). . . ctg 2115° 48' = ctg 315° 48' 

um ferner die ctg 21 15° 48' oder die ctg 
315° 48' auf die Kotangens eines spitzen 
Winkels zurückzuführen, beachte man, dass 
der in der Gleichung d). vorkommende Win- 
kel 315« 48' ein Winkel zwischen 270° und 
360°, also ein im 4. Quadranten liegender über- 
stumpfer Winkel ist, und dass man mit Hälfe 
der Formel 28: 

ctg (4R — «) = — ctg a 
wenn man in derselben, analog der gelösten 
Aufgabe 23: 

4R — a = 315° 48' 

und hiernach:. « = 4 R — 315° 48' 
« = 360°- 315° 48' 

oder: « = 44° 12' 

setzt, die weitere Relation: 

e). . . ctg 315° 48' = —ctg 44° 12' 
erbalt. Aus den Gleichungen d). und e). ergibt 
sich hiernach: 
A). . . . ctg2115°48' = — ctg 44° 12' 



b). Ungelöste Aufgaben. 



Aufgabe 32. Man soll: Andeutung. Die Aufgaben 32 bis 35 sind ana- 

sin 136° 15' log den gelösten Aufgaben 12 bis 15 zu lösen, 

ebenso sin 170° 45' 58" 
auf den Sinus eines spitzen Winkels zurück- 
führen. 

Aufgabe 33. Man soll: 
cos 122° 50' 
ebenso cos 119° 20' 45,1" 
auf den Kosinus eines spitzen Winkels zu- 
rückführen. 

Aufgabe 34. Man soll: 
tg 110° 18' 2" 
ebenso tg 145° 58' 36,2" 
auf die Tangens eines spitzen Winkels zu- 
rückführen. 



Aufgabe 35. Man soll: 

ctg 99° 0'30,8" 
ebenso ctg 101° 52' 0,8" 
auf die Kotangens eines spitzen Winkels 
zurückführen. 



Aufgabe 36. Man soll: Andeutung. Die Aufgaben 36 bis 39 sind ana- 
sin 210° 30' 40" log den gelösten Aufgaben 16 bis 19 zu lösen, 
ebenso sin 190° 0' 45" 
auf den Sinus eines spitzen Winkels zurück- 
führen. 
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Aufgabe 37. Man soll: 

cos 182° 12' 1,5" 
ebenso cos 262° 85' 0,8" 
auf den Kosinus eines spitzen Winkels zu- 
rückführen. 



Aufgabe 38. Man soll: 

tg 246° 1' 2,3" 
ebenso tg 182° 0' 26,4" 
auf die Tangens eines spitzen Winkels zu- 
rückführen. 



Aufgabe 39. Man soll: 

ctgl99°59'J59,9" 
ebenso ctg 268° 0' 0,3" 
auf die Kotangens eines spitzen Winkels 
zurückführen. 



Aufgabe 40. Man soll: Andeutung. Die Aufgaben 40 bis 43 sind ana- 

sin 327° 40' 0,8" l°g den gelösten Aufgaben 20 bis 23 zu lösen, 

ebenso sin 290° 23' 6^2" " 
auf den Sinus eines spitzen Winkels zurück- 
führen. 



Aufgabe 41. Man soll: 

cos 352° 2' 0,3" 
ebenso cos 289° 42' 6" 
auf den Kosinus eines spitzen Winkels zu- 
rückführen. 



Aufgabe 42. Man soll: 

tg 301° 12' 6,5" 
ebenso tg 286° 0' 0,1" 
auf die Tangens eines spitzen Winkels zu- 
rückführen. 

Aufgabe 43. Man soll: 

ctg 312° 2' 0,3" 
ebenso ctg 295° 56' 2,8" 
auf die Kotangens eines spitzen Winkels 
zurückführen. 



Aufgabe 44. Man soll: Andeutung. Die Aufgabe 44 ist analog der 

a). den sin 898° 12' 0,3" auf den Sinus gelösten Aufgabe 24 zu lösen, 

b). „ cos 403° 0' 6,2" n „ Kosinus 
c). die tg 430° 2' 0,8" „ die Tangens 
und 
d). „ ctg 448° 32' 1"* n „ Kotangens 

eines spitzen Winkels zurückführen. 



Aufgabe 45. Man soll: Andeutung. Die Aufgabe 45 ist analog der 

a). den sin 520° 0' 6,3" auf den Sinus gelösten Aufgabe 25 und in weiterem analog 

b). , cos 462« 2' 33" n „ Kosinus dcn « elö8ten Aufgaben 12 bis 15 zu lösen. 

c). die tg 499° 36' 0,1" „ die Tangens 
und 

d). „ ctg 536° 38' 3,8" „ „ Kotangens 
eines spitzen Winkels zurückführen. 
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Aalgabe 46. Man soll: 
a). den sin 560° 11' 6" auf den Sinus 
b). „ cos 620° 0'8,1" „ n Kosinus 
c). die tg 601° 3' 0,8" „ die Tangens 
und 
d). , ctg 548° 58' 7, i" „ „ Kotangens 

eines spitzen Winkels zurückführen. 



Andeutung. Die Aufgabe 46 ist analog der 
gelösten Aufgabe 26 und in weiterem analog 
den gelösten Aufgaben 16 bis 19 zu lösen. 



Aufgabe 47. Man soll: 
a). den sin 703° 18' 0,8" auf den Sinus 



b). 



cos 683° 8' 2" 



c). die tg 652° 0'3,9" „ 
und 
d). „ ctg 716« 38' 4,5" „ 



„ Kosinus 
die Tangens 



Andeutung. Die Aufgabe 47 ist analog der 
gelösten Aufgabe 27 und in weiterem analog 
den gelösten Aufgaben 20 bis 23 zu lösen. 



„ Kotangens 
eines spitzen Winkels zurückführen. 



Aufgabe 48. Man soll: 
a). den sin 785° 40' auf den Sinus 
b). „ cos 792° 53' 1" „ „ Kosinus 
c). die tg 803° 0'6" „ die Tangens 
und 
d). „ ctg 798° 52' „ „ Kotangens 

eines spitzen Winkels zurückführen. 



Die Aufgabe 48 ist analog der 
gelösten Aufgabe 28 zu lösen. 



Aufgabe 49. Man soll: 
a). den sin 1285° 20' auf den Sinus 
b). „ «cos 1325° 5" „ „ Kosinus 

c). die tg 1357° 2' 30" „ ' die Tangens 
und 
d). „ ctg 1278° 0'40" „ » Kotangens 

eines spitzen Winkels zurückführen. 



Andeutung. Die Aufgabe 49 ist analog der 
gelösten Aufgabe 29 und in weiterem analog 
den gelösten Aufgaben 12 bis 15 zu lösen. 



Aufgabe 50. Man soll: 
a). den sin 1700° 38' 15" auf den Sinus 
b). B cos 1635° 0'55" „ „ Kosinus 
c). die tg 1692° 8' 0,8" „ die Tangens 
und 
d). „ ctg 1666° 6' 6,6" „ „ Kotangens 

eines spitzen Winkels zurückführen. 



Andeutung. Die Aufgabe 50 ist analog der 
gelösten Aufgabe 80 und in weiterem analog 
den gelösten Aufgaben 16 bis 19 zu lösen. 



Aufgabe 51. Man soll: 
a). den sin 2142° 25' 30" auf den Sinus 
b). „ cos 2095° 0' 54" „ „ Kosinus 
c). die tg 2108° 22' 0,6" „ die Tangens 
und 
d). „ ctg 2129° 6' 3,5" „ „ Kotangens 

eines spitzen Winkels zurückführen. 



Andeutung. Die Aufgabe 51 ist analog der 
gelösten Aufgabe 81 und in weiterem analog 
den gelösten Aufgaben 20 bis 23 zu lösen. 
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15). Aufgaben über die Zurückführung der goniometrischen 

Funktionen negativer Winkel auf die entsprechenden 

Funktionen positiver spitzer Winkel. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 52. Man soll: 

sin (— 27° 20') Auflösung. Nach der Formel 31 erhält 

anf den Sinns eines positiven Winkels man direkt: 

zurückführen. sin (— 27° 20') = — sin 27° 20' 



Aufgabe 53. Man soll: 

cos (— 63° 47' 10") Auflösung. Nach der Formel 32 erhält 

auf den Kosinus eines positiven Winkels man direkt: 

zurückfuhren. cos (— 63° 47' 10") = cos 63° 47' 10" 



Aufgabe 54. Man soll: 

tg (— 39° 44' 42,5") Auflösung. Nach der Formel 33 erhält 

auf die Tangens eines positiven Winkels man direkt: 

zurückführen. tg (— 39* 44' 42,5") = — tg 39° 44' 42,5" 



Aufgabe 55. Man soll: 

ctg (—42° 47' 52,8") Auflösung. Nach der Formel 34 erhält 

auf die Kotangens eines positiven Win- man direkt: 

kels zurückführen. ctg (—42° 47' 52,8") = — ctg 42° 47' 52,8" 



Aufgabe 56. Man ßoil: 

sin (— 152° 40') Auflösung. Nach der Formel 31 erhält 

auf den Sinus eines positiven spitzen man zunächst: 
Winkels zurückführen. a). . sin (—152« 40') = —sin 152« 40' 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man 
sin 152° 40', wie in der gelösten Aufgabe 12 
gezeigt wurde, auf den Sinus eines spitzen 
Winkels zurückführen kann und dass man 
nach jener Aufgabe: 

b). . . sin 152° 40' = sin 27° 20' 

erhält, so ergibt sich aus den Gleichungen a). 
und b).: 

A). . sin (—152® 40') = —sin 27° 20' 



Aufgabe 57. Man soll: 

cos (— 116° 12' 50") Auflösung. Nach der Formel 32 erhält 

auf den Kosinus eines positiven spitzen man znnächst: 
Winkels zurückführen. a). . cos (— 116° 12' 50") = cos 116° 12' 50" 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man 
cos 116° 12' 50", wie in der gelösten Aufgabe 13 
gezeigt wurde, auf den Kosinus eines spitzen 
Winkels zurückführen kann und dass man nach 
jener Aufgabe: 
b). . cos 116° 12' 50" = — cos 63° 47' 10" 

erhält, so ergibt sich aus den Gleichungen a). 
und b).: 

A). . cos (— 116° 12' 50") = — cos 63° 47' 10" 
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Aufgabe 58. Man soll: 

tg (— 140° 15' 17,5") 
anf die Tangens eines positiven spitzen 
Winkels zurückführen. 



Auflösung. Nach der Formel 33 erhält 
man zunächst: 
a). tg (— 140° 15' 17,5") = — tg 140° 15' 17,5* 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man 
tg 140° 15' 17,5" wie in der gelösten Aufgabe 14 
gezeigt wurde, auf die Tangens eines spitzen 
Winkels zurückfuhren kann und dass man nach 
jener Aufgabe: 

b). tg 140° 15' 17,5" = — tg 39° 44' 42,5" 
erhält, so ergibt sich aus den Gleichungen a). 
und b).: 

tg (— 140° 15' 17,5") = — (— tg S9°44'42,5") 
oder: 
A). tg (— 140° 15' 17,5") = tg 89^44' 42,5" 



Aulgabe 59. Man ßoll: 

ctg (— 137° 12' 7,2") Auflösung. Nach der Formel 34 erhält 

anf die Kotangens eines positiven spitzen "J"* zu ? äc \ n *t: „ « iA 
Winkels zurückführen. »)• ctg (-137*12' 7,2") = -ctg 137« 12' 7,2" 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man 
ctg 137° 12' 7,2", wie in der gelösten Aufg. 15 
gezeigt wurde, auf die Kotangens eines spitzen 
Winkels zurückführen kann und dass man nach 
jener Aufgabe: 

b). ctg 137° 12' 7,2" = — ctg 42° 47' 52,8" 
erhält, so ergibt sich aus den Gleichungen a). 
und bj.r • 

ctg (— 137°12'7,2") = — (— ctg 42°47' 52,8*) 
oder: 
A). ctg (— 1870 12 < 7>2 ') = ctg 42» 47 < 52> 8' 



Aulgabe 60. Man soll: 

sin(— 241° 22' 3") Auflösung. Nach der Formel 31 erhält 

anf den Sinns eines positiven spitzen man zunächst: 
Winkels zurückführen. *)• 8in (- 241 ° 22 ' 3-) = - sin 241° 22' 8' 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man 
sin 241° 22' 8*, wie in der gelösten Aufgabe 16 
gezeigt wurde, auf den Sinus eines spitzen 
Winkels zurückführen kann, und dass man 
nach jener Aufgabe: 
b). . sin 241° 22' 3- = —sin 61° 22' 8" 
erhalt, so ergibt sich aus den Gleichungen a). 
und b).: 

sin (—241° 22' 3-) = — (— sin 61° 22' 8") 
oder: 
A). . sin (— 241° 22' 8") = sin 61° 22' 8' 



Aulgabe 61. Man soll: 

cos (— 281° 0' 6,3") Auflösung. Nach der Formel 32 erhält 

auf den Kosinus eines positiven spitzen man zunächst: 
Winkels zurückführen. *)• • cos (—281° 0' 6,3-) = cos 281« 0' 6,3« 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man 
cos 281° 0' 6,8', wie in der gelüsten Aufgabe 21 
gezeigt wurde, auf den Kosinus eines spitzen 
Winkels zurückführen kann und dass man nach 
jener Aufgabe: 

b). . cos 281° 0' 6,8' = cos 78° 59' 58,7" 
erhält, so ergibt sich aus den Gleich, a). und b).: 
A). . cos (— 281° 0' 6,3-) = cos 78° 59' 53,7" 
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Anfgabe 62. Man soll: 

tg(— 592° 3' 0,1") 
auf die Tangens eines positiven spitzen 
Winkels zurückführen. 



Auflösung. Nach der Formel 33 erhält 
man zunächst: 
a). tg (— 592° 3' 0,1-) = — tg 592° 8' 0,1- 

Berücksichtigt -man nunmehr, dass man 
tg 592° 3' 0,1% wie in der gelösten Aufgabe 26 
gezeigt wurde, auf die Tangens eines spitzen 
Winkels zurückführen kann, und dass man 
nach jener Aufgabe: 
b). . . tg 592° 3' 0,1" = tg 52° 3' 0,1- 
erhält, so ergibt sich aus den Gleich, a). und b).: 
A). tg (— 592° 8' 0,1-) = — tg 52° 3' 0,1* 



Aufgabe 63. Man soll: 

ctg (— 2115° 48') 
auf die Kotangens eines positiven spitzen 
Winkels zurückführen. 



Auflösung. Nach der Formel 34 erhält 
man zunächst: 
a). . ctg (—2115° 48') = — ctg 2155° 48' 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man 
ctg 2115° 48', wie in der gelösten Aufgabe 31 
gezeigt wurde, auf die Kotangens eines spitzen 
Winkels zurückführen kann und dass man nach 
jener Aufgabe: 

b). . ctg 2115° 48' = —ctg 44° 12' 
erhält, so ergibt sich aus den Gleich, a). und b).: 

ctg (— 2115° 48') = — (— ctg 44° 120 
oder: 
A). . ctg (—2115° 480 = ctg 44° 12' 



b). Ungelöste Aufgaben. 



Aufgabe 64. 

a). sin (— 18° 0' 6-) 
cos (— 56° 28' 0,3-) 
tg (— 72° 32' 6,9-) 



b). 

und 

d). 



Man soll: 

auf den Sinus 
„ „ Kosinus 
„ die Tangens 



Andeutung. Die Aufgabe 64 ist analog den 
gelösten Aufgaben 52 bis 55 zu lösen. 



ctg(— 0° 59' 36,5-) 



Kotangens 



eines positiven Winkels zurückführen. 



Aufgabe 65. Man soll: 
a). sin (—110° 80' 40-) auf den Sinus 
cos (—176° 0'9,8-) 
tg (- 98° 22' 0,3-) 



„ Kosinus 
die Tangens 



b). 

und 

<*)• ctg (—143° 1'6,9-) n „ Kotangens 
eines positiven spitzen Winkels zurück- 
führen. 



Andeutung. Die Aufgabe 65 ist analog den 
gelösten Aufgaben 52 bis 55 und in weiterem 
analog den gelösten Aufgaben 12 bis 15 zu 
lösen. (Siehe die gelösten Aufgaben 56 bis 59.) 



Aufgabe 66. Man soll: 
a). sin (— 199° 2' 3") auf den Sinus 
b). cos(— 257° 0' 9,8-) „ „ Kosinus 
c). tg (- 189° 8' 0,9-) „ die Tangens 
und 

d). ctg (— 188° 9' 53-) „ n Kotangens 
eines positiven spitzen Winkels zurück- 
führen. 



Andeutung. Die Aufgabe 66 ist analog den 
gelösten Aufgaben 52 bis 55 und in weiterem 
analog den gelösten Aufgaben 16 bis 19 zu 
lösen. (Siehe die Aufgabe 60.) 
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Aufgabe 67. Man soll: Andeutung. Die Aufgabe 67 ist analog den 

a). sin (—843° 25' 83*) auf den Sinus gelösten Aufgaben 52 bis 55 und in weiterem 

<0- tg (— 310° 31' 0,8-) „ die Tangens v * 6 

und 

d). ctg (—800° 2' 6,8-) „ „ Kotangens 
eines positiven spitzen Winkels zurück- 
führen. 



Aufgabe 68. Man soll: Andeutung. Die Aufgabe 68 ist analog den 

a) sin (— 382° 10 1 18*) auf den Sinus gelösten Aufgaben 52 bis 55 und in weiterem 

k\ ^q r ,4710 aiä«\ Tfnoin,,. analog den gelösten Aufgaben 24 bis 27 zu 

b). cos (—471° 6-) „ „ Kosinus • * , fl . .• ,. . Anf™h« ft9 * 



c). tg (—625» 22' 6,8') „ die Tangens 
und 

d). ctg (—713° 2' 0,1') „ „ Kotangens 
eines positiven spitzen Winkels zurück- 
führen. 



lösen. (Siehe die gelöste Aufgabe 62.) 



Aufgabe 69. Man soll: Andeutung. Die Aufgabe 69 ist analog den 

a). sin (— 760° 2' 6*) auf den Sinus gelösten Aufgaben 52 bis 55 und in weiterem 

v. - / 11A10 n/o«* v A .; M « a analog den gelösten Aufgaben 28 bis 31 zu 

b). cos (-1101° 0'2«) „ „ Kosinus , ö8en 8 (S iehe d ie gelöste Aufgabe 63.) 
C ). tg (—15460 21' 3,5') „ die Tangens v s a / 

und 

d). ctg (—1709« 0'0,6") „ „ Kotangens 
eines positiven spitzen Winkels zurück- 
führen. 



16). Ueber die Relationen zwischen den Funktionen Sinus 

und Kosinus der Summe oder Differenz zweier Winkel und 

denselben Funktionen jener einzelnen Winkel. 

Anmerkung 2. Die in den Antworten nachstehender Fragen 23 bis 26 entwickelten 
Formeln 41 bis 43, nämlich: 

sin (« + ß) = sin a . cos ß + cos a . sin ß 

sin (a — ß) = sin « . cos ß — cos « . sin ß 

cos (a + ß) = cos a . cos ß — sin « . sin ß 

cos(a — ß) = cos a . cos ß + sin « . sin£ 
gehören zu den goniometrischen Fundamental formein, indem mittels derselben eine 
grosse Anzahl weiterer goniometrischer Formeln hergeleitet werden kann. Diese For- 
meln sind deshalb besonders dem Gedächtnis einzuprägen. 

Anmerkung 3. Da die Beweise der in vorstehender Anmerkung erwähnten, sehr 
wichtigen Formeln 41—43 auf verschiedene Weise geführt werden können, so ist in 
den Antworten der Fragen 23 bis 26 jede jener vier Formeln auf vier verschiedene 
Weisen hergeleitet. Dem Studierenden wird empfohlen, den in jenen Antworten ange- 
führten Beweisen I und II besondere Aufmerksamkeit zu widmen. 



Frage 23. Welche Relation besteht 
zwischen dem Sinus der Summe 
zweier Winkel und den Sinus und 
den Kosinus jener einzelnen Winkel? Antwort. Zwischen dem Sinus der 

Die Aussage ist zu beweisen und zwar Summe zweier Winkel « und ß und 
zunächst für den Fall, dass jene Winkel den Sinus und den Kosinus jener ein- 
spitze Winkel sind (siehe Erkl. 80). zelnen Winkel besteht die Relation: 
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Erkl. 80. Die in den Antworten der Fragen 
23—26 aufgestellten Formeln 41—43, welche 
in jenen Antworten nur für die Falle bewie- 
sen sind, dass a und ß spitze Winkel sind, 
haben, wie in Antwort der Frage 27 ge- 
zeigt ist, auch Gültigkeit für alle be- 
liebigen Werte, die a und ß beigelegt wer- 
den können. 

Erkl. 80a.*) Aus dem bei a rechtwinkligen 
Dreieck p t aA der Fig. 10 und aus der in Antw. 
der Frage 9 unter a). gegebenen allgemeinen 
Definition des Sinus eines Winkels ergibt 
sich die Definition des Sinus eines spitzen 
Winkels im rechtwinkligen Dreieck, 
wie folgt: 

„Unter dem Sinus eines spitzen Win- 
kels in einem rechtwinkligen Drei- 
eck versteht man das Verhältnis, welches 
zwischen der jenem Winkel gegenüber- 
liegenden Kathete und der Hypothenuse 
des Dre iecks besteht." 

*) Diese Erklärung gehört sur Antwort der Frage 0. 
In der 2. Auflage des Heftee Nr. 84 der Encyklopftdle 
oder des 1. Druckbogens von Kleyen Lehrbuch der Gonio- 
metrie Jet diese Erklärung als Erkl. 9* an erwähnter 
Stelle aufgenommen. 

Erkl. 80b.*) Aus dem bei a rechtwinkligen 
Dreieck p t aA der Fig. 10 und aus der in Antw. 
der Frage 9 unter b). gegebenen allgemeinen 
Definition des Kosinus eines Winkels ergibt 
sich die Definition des Kosinus eines 
spitzen Winkels in einem rechtwinkli- 
gen Dreieck, wie folgt: 
„Unter dem Kosinus eines spitzen Win- 
kels in einem rechtwinkligen Drei- 
eck versteht man das Verhältnis, welches 
zwischen der jenem Winkel anliegenden 
Kathete und der Hypothenuse des Dreiecks 
besteht." 

*) Diese Erklärung gehört zur Antwort der Frage 9. 
In der 2. Auflage des Heftes Kr. 84 der Encyklop&die, 
oder des 1. Druckbogens Ton Kleyers Lehrbuch der Gonio- 
metrie ist diese Erklärung als Erkl. 10 a an erwähnter 
Stelle aufgenommen. 



Formel 41 . . sin (« + ß) = sin a . cos ß + cos a . sin ß 

d.h.: der Sinus der Summe zweier 
Winkel a und ß ist gleich der 
Summe derProdukte bestehend 
je aus dem Sinus des einen 
Winkels mal dem Kosinus des 
andern Winkels. 

Die Richtigkeit der vorstehenden For- 
mel 41 kann man auf folgende Arten 
beweisen, wobei jedoch berücksichtigt 
werden muss, dass in bezug auf die 
Summe (or-f-tf) der spitzen Winkel 
a und ß drei Fälle stattfinden können, 
indem nämlich: 

A). a + ß < jß, nämlich < 90° 
B). « + = jß, „ =90° 

und C). a + ß > JR, 

sein kann. 



>90° 



Beweis I. 



A. Für den Fall, dass die Summe 
(a + 0) der spitzen Winkel a und/? 
kleiner als R, kleiner als 90° ist. 

Unter dieser Voraussetzung trage man die 
Winkel a und ß so aneinander, wie die Fi- 
gur 31 zeigt. Dann falle man sich von dem 
beliebigen Punkt p des Schenkels a d die Per- 
pendikel pf und pg auf ab bezw. anf ac und 
ziehe gh \\pf und gi || ab. 

Da nun der Winkel (a + ß) gemäss der An- 
nahme ein spitzer Winkel ist, der dem recht- 
winkligen Dreieck pfa angehört, so hat man 
nach der Erkl. 80 a: 



oder, da 



sin (« + /?) = ^t 
pa 

pf = pi+Tf = pi + gh 




gesetzt werden kann: 

a). . . • sin(a + /?) = p% + i 



pa 

Um nun zunächst die Strecke ~p\ in Funk- 
tionen der Winkel a und ß und in die Strecke 
pa auszudrücken, beachte mar, dass nach der 
Erkl. 81 in der Figur 31 der Winkel gpi = 
2£bac t nämlich = a ist, und dass sich hier- 
nach und nach der Erkl. 80 b aus dem bei i 
rechtwinkligen Dreieck pig die Relation: 

pi 
cos a = -£=r 



bezw. die Relation: 



P9 



üeb. d. Belat. «wigcb. d. Funkt. Sinus u. Kosinus d. Summe od. Dlfftrena zweier Winkel u. d. Funkt, jr. einz. Winkel. QQ 



Erkl. 81. Ein planimetr. Lehrsatz heisst: 
„Stehen die Schenkel eines Winkels senk- 
recht anf den Schenkeln oder deren Ver- 
längerungen eines andern Winkels, so sind 
beide Winkel einander gleich." 
Da nun in der Fig. 31 pg JLoc und pfd-äb 
ist, so ist in dieser Figur nach vorstehendem 
Lehrsatz: 

2f.9P* = 2£bac = a 

(Siehe Kleyert Lehrbuoh der planimetriachen Lehnfttxe.) 

Erkl. 82. Ans der in dem nebenstehenden 
Beweis I. B aufgestellten Gleichung: 



sin(«+/?) = ^ 



pa 



a). . , 

erhält man: 

sin (a + ß) = 1 
was für den Fall, dass a + ß = R ist, mit 
der in Antwort] der ' Frage 18 aufgestellten 
Gleichung 2, nach welcher sin R = 1 ist, auch 
übereinstimmt. 

v Erkl. 83. Ist einmal die Richtigkeit der 
Formel 41 für den Fall bewiesen, dass a und 
ß spitze Winkel sind und dass deren Summe 
(<t + ß) kleiner als R ist, so kann man den 
Beweis der Richtigkeit jener Formel für den 
Fall, das. a + ß = R 

ist, algebraisch auch wie folgt führen: 
Soll die Formel: 
sin (a + ß) = sin a . cos ß + cos a . sin ß 
auch für den Fall richtig sein, dass 

« + /? = R 
ist, so musB, wenn man in derselben 

ß = R — a 
setzt, auch die (rleichung bestehen: 
a). sin [« + (R — o)] = sin a . cos (R — a) + 
cos a . sin (R — a) 
Da nun , _ 

a + (R — a) = R 

und nach der in Antwort der Frage 18 aufge- 
stellten Gleichung 2).: 

sin R = 1 
ist, so muss auch 
b). . . sin [a + (R — a)] = 1 sein. 

Da ferner nach den Formeln 16 und 16 a: 
c). . . cos (R — a) = sin a 
und 

d). . . 81U (R — a) == C08 a 

ist, so geht die Gleichung a). in Rücksicht der 

Gleichungen b). bis d). über in: 

1 = sin a . sin a + cos a . cos a 
oder in: 
e). . . 1 = 8in*ce -+- cos*a 

Da nun nach der Formel 13 die Gleichung 
e). richtig ist, so muss hiernach auch die Glei- 
chung a)., aus welcher die Gleichung e). ab- 
geleitet wurde,, richtig sein, womit die Richtig- 
keit jener Formel 41 auch für den Fall, dass 
« + ß = R ist, nachgewiesen ist. (Siehe auch 
die Erkl. 84.) 



a). . . pi = pg .COS a 

ergibt; dass ferner in dem bei g rechtwinkligen 
Dreieck pga nach der Erkl. 80 a die Relation: 



sin ß = 
bezw. die Relation: 



P9 
pa 



/»)• 



pg = pa. Bin ß 



besteht, und man somit aus den Gleichungen a). 

und /?).: 

b). . . . pi = pa. sin /S.cos a 

erhält 

Um in analoger Weise die Strecke gh in 
Funktionen der Winkel a und ß und in die 
Strecke pa auszudrücken, beachte man, dass 
sich nach der Erkl. 80a aus dem bei h recht- 
winkligen Dreieck gha die Relation: 



9* 



sin a = 

bezw. die Relation: 

y). . . gh = ga .sin a 

ergibt; dass ferner in dem bei g rechtwinkligen 
Dreieck pga nach der Erkl. 80b die Relation: 

cos ß = 4^r 
pa 
bezw. die Relation: 

<J). . . ga = pa. cos ß 

besteht und man hiernach aus den Gleichungen 

y). und <f).: 

c). . . . gh = pa . cos ß .Bin a 

erhält. 

Setzt man nunmehr die mittels der Glei- 
chungen b). und c). für pi und gh gefundenen 
Werte in Gleichung a). ein, so erhält man: 



sin (a + ß) 



__ pa . sin ß . cos a + pa . cos ß . sin a 

pa 

oder, nach gehöriger Reduktion, die herzulei- 
tende Formel: 

sin (a + ß) = sin a . cos ß + cos a . sin ß 

B. Für den Fall, dass die Summe 
(a + 0) der spitzen Winkel a und 
ß gleich JR, gleich 90° ist: 

Ist in der der Figur 31 analogen Figur 82: 
a + ß = R 
und vergleicht man diese Figur 82 mit der 
Figur 81, so findet man, dass die Kathete pf 
des rechtwinkl. Dreiecks pfa in der Figur 31 
bei der Figur 32 mit der Hypothenuse pa zu- 
sammenfällt. Hiernach hat man analog wie 
unter dem Beweis 1.A: 
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Figur 32. 




sin(a-j-;?) 



pa 



oder da, wie soeben erwähnt, bei dem durch 
die Figur 32 dargestellten Falle pf •=■ pa ist: 



a). 



sin(« + fl =^r 
pa 



(sieh« Brkl. 82) 



Erkl. 84. Sind in der Formel 41 : 

sin (a + ß) = sin a . cos ß + cos a . sin ß 

a und ß Komplementwinkel, d.h. ergänzen sich 

dieselben zu 90°, siehe Erkl. 83, so kann man: 

ß = 90»—« 

setzen und die Formel 41 geht für diesen Fall 

über in: 

sin90° = sin a. cos (90°-— «) + cos a.sin(90°— a) 

und hieraus erhält man, da nach den Formeln 
16 und 16a 

sin (90° — - a) = cos a 
und cos (90° — a) == sin « 
gesetzt werden kann und da ferner nach Ant- 
wort der Frage 18: sin 90° = 1 ist: 

1 = 8in a . Sin a + COS a . COS a 

oder: 

1). . . 8in 2 a + COS 2 a = 1 

n&mlich die bereits in Antwort der Frage 13 
hergeleitete Formel 13. 

Da also jene Formel 13 auch ohne Anwen- 
dung des pythagoreischen Lehrsatzes aus der 
Formel 41 hergeleitet werden kann, so kann 
man diese Formel auch zu einem trigonomet- 
rischen Beweise des pythagoreischen Lehrsatzes 
benutzen und zwar wie folgt: 

Aus der Figur 32a ergibt sich nach der 

Erkl. 80 a: 

a 

sin a = - 

c 

und nach der Erkl. 80 b: 



Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Figur 32 für den Zähler pa des Quotienten 
auf der rechten Seite der Gleichung a).: 

P* = jtf == i"* + ?7== i>i + 0* 

gesetzt werden kann und dass man dann ana- 
log wie vorstehend in dem Beweis I. A gezeigt 
wurde und wie sich aus den rechtwinkl. Drei- 
ecken pig } pga und gha bezw. ghf ergibt: 



b). 
und 



pi = pa . sin ß . cos a 









b 




C08a 


— 


c 


Da hiernach: 






a). . . 
und 


sin 2 « 


= 


a 2 
c 2 


b). . . 


. COS 2 a 


= 


6 2 
c* 



c). . . . gh = pa. cos ß . sin a 

setzen kann, so geht die Gleichung a). über in: 

. , i -v pa.8in/?.cosa+pa.cos/?.sini: 

sin(a+/?) = - -— -—=1^-- r - 

pa 

und aus dieser Gleichung erhält man nach ge- 
höriger Reduktion: 

sin (a-\- ß) = sin « . cos ß + cos a . sin /? 

womit die Richtigkeit der vorstehenden For- 
mel 41 auch für den Fall dargethan ist, dass 

a + ß = R ist (siehe Erkl. 83). 

G. Für den Fall, dass die Summe 

(a + 0) der spitzen Winkel « und 

ß grösser als .B, grösser als 90" 

ist: 

Ist in der der Figur 31 analogen Figur 33 

a + ß>R 

stellt also der Winkel (« + /*) einen stumpfen 
Winkel dar und bezeichnet man den Neben- 
winkel paf desselben mit y, so besteht nach 
dem in Antwort der Frage 21 unter G). auf- 
gestellten Satze die Relation: 

a). . . ♦ sin (« + ß) = sin y 

Nach der Erkl. 80 a ergibt sich aus dem bei 
f rechtwinkligen Dreieck pfa die Relation: 



pa 



ist, so erhalt man durch Addition der Glei- 
chungen a). und b).: 

• * . * a 2 , 5« 

Sin 2 a + C08 2 a = — - -\ _- 

1 C" ' C 2 

Setzt man nun nach obiger Gleichung 1). die 
linke Seite dieser Gleichung = 1, so erhält man: 



sin y 

oder, da 

Pf = pi + if = pi + gh 
gesetzt werden kann: 

pt+'gh 



b). 



sin y = 



pa 



Ueb. d. Relat. zwisoh. d. Funkt, Sinnt u. Kosinus d. 



od. Differenz sweier Winkel u. d. Funkt jr. «in«. Winkel. Q 1 



_ a 2 , b 2 ' Berücksichtigt man nunmehr, daas sich, ähn- 

1 - ~^2 i ~ji lieh wie vorstehend in dem Beweis LA ge- 

und hieraus ergibt sich schliesslich der pytha- #™^Ä2^^ 

goreische Lehrsatz: *** *9 a und _? Äa *« Fl * 88 die Relationen : 

a 2 + b 2 = c* 



und 



pi = pa .sin ß .cos a 



Figur 32 a. 




Figur 83. 




Erkl. 85. Ist einmal die Richtigkeit der 
Formel 41 für den Fall bewiesen, dass a und 
ß spitze Winkel sind und dass deren Summe 
(a-j-£) kleiner als B ist, so kann man den 
Beweis der Richtigkeit jener Formel für den 
Fall, dass 

' « + /5>R 

ist, algebraisch auch wie folgt führen: 

Soll die Formel: 

sin (a + ß) = sin « . cos ß + cos a . sin ß 

auch für den Fall richtig sein, dass 

« + /*>R 
ist, 40 muss, wenn man für die spitzen 
Winkel a und ß bezw. 

1). . . . a = R— -</> 

und 

2). . . . ß = R-.,/, 

setzt, auch die Gleichung bestehen: 

a). sin [(R — <p) -f (R — ,/,)] = sin (R — ip) . 

cos (R — 1//)+ cos (R — y) . sin (R — i/;) 
Da nun 

sin [(R - <p) + (R- 1/,)] = sin [2R -(<*> + i/o] 
ist, so muss nach Formel 17 in Antwort der 
Frage 20: 



d). . . . gh = pa.coBß .&ina 

ergeben, so erhält man aus den Gleichungen 
a). bis d).: 

sin (a + ß) = sin y = 

pa. sin £. cos a-\-pa. cos ß . sin a 
pa 
oder nach gehöriger Reduktion: 

sin (a-\- ß) = sin a . cos ß -\- cos o . sin ß 

womit die Richtigkeit der vorstehenden Formel 
auch für den Fall dargethan ist, dass 

« + /?>R 
ist. (Siehe Erkl. 85.) 



Beweis II. 

A. Für den Fall, dass die Summe 
(a-f-0) der spitzen Winkel « und 
ß kleiner als Jß, kleiner als 90° 
ist: 
Unter dieser Voraussetzung trage man die 
Winkel « und ß so aneinander, wie die Fig. 34 
zeigt. Dann beschreibe man um den gemein- 
schaftlichen Scheitel a beider Winkel einen 
Kreis, dessen Radius gleich der Längenein- 
heit ist, und ziehe, wie in Antw. der Frage 17 
gezeigt wurde, die sogenannten Sinuslinien 
df 9 ch und dg der drei Winkel («+/»), a und 
ß, wobei man einmal ba, ein andermal ca als 
den festen Winkelschenkel zu betrachten hat. 
In Rücksicht, dass in der Figur 34 der Ra- 
dius des Kreises um a = 1 ist, ergibt sich 
aus dieser Figur zun&chst: 

sin (a -\- ß) = df 
oder, wenn man gi\\ba zieht: 
a). . . . sin (a + ß) = %f+d% 

Um nun die Strecke if in Funktionen der 
Winkel a und ß ausdrücken zu können, zieht; 
man gm\\if uud beachte, dass 

gm = if 

ist und dass die Dreiecke amg und ahc ähn- 
lich sind. Au 8 der Aehnlichkeit dieser Drei- 
ecke ergibt sich die Proportion: 

gm : ch = ga : ca 

oder, wenn man berücksichtigt, dass: 

gm = if 

ch 



= 8in a 1 
ga = cos/? > 



(•iehe Erkl. 87) 
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b). . sin[(R — y )-f-(R — i/,)] = sin {<p -\- ip) 

sein; da ferner nach den Formeln 16 und 16a: 

c). . . . sin (R — (p) = cos ip 

d). . . • cos (R — \p) = sin y 

e). . . . cos (R — <p) = sin (p 

f). . . . sin (R — i//) = cos i// 

ist, so geht die Gleichung a). in Rücksicht 



ist: 



und C a = 1, nämlich gleich dam Badras 
des Kreises um a 



der Gleichungen b). bis f). Aber in: 

sin (y -+- VO = cos V • 8 ' n V + sin y . cos 1// 
oder in: 
g). sin ((p -\- \p) = sin (/> . cos i// + cos y . sin xp 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Voraussetzung a und ß spitze Winkel sind, 
deren Summe grösser als R ist, und dass 
somit nach den Gleichungen 1). und 2). die 
Summe der spitzen Winkel <p und i// kleiner 
als R sein muss, und dass für diesen Fall die 
Richtigkeit der vorstehenden Formel 41 bereits 
bewiesen ist, so ergibt sich hieraus, dass auch 
die mit jener Formel ganz analoge Gleichung 
g). richtig sein muss. Da also hiernach die 
Gleichung g). richtig ist und diese Gleichung 
g). aus der Gleichung a). abgeleitet wurde, so 
ergibt sich hieraus schliesslich, dass auch die 
Gleichung a). richtig sein muss, dass also jene 
Formel 41 auch für den Fall gilt, wenn 
a + ß>R 

ist. (Siehe auch die Erkl. 86.) 



Figur 34. 




Erkl. 86. Die Richtigkeit der Formel: 
sin (a + ß) = sin a . cos ß + cos « . sin ß 
für den Fall, dass 

« + /?>R 
ist, kann man auch, anstatt wie in der Erkl. 85 
gezeigt wurde, auf folgende Art algebraisch 
beweisen: 
Für den Fall, dass 

« + /?>90* 
ist, kann man 



i f : sin a = cos ß : 1 
und hieraus erhält man zunächst: 
b). . . . if == sin a.cos/S 

Um ferner die Strecke di ebenfalls in Funk- 
tionen der Winkel a und ß ausdrücken zo 
können, ziehe man gi\\ba und beachte, dass 
nach der Erkl. 81: 

2igdf = 2lhac = a 
ist, dass also die rechtwinkligen Dreiecke dig 
und cha ähnlich sind. 

Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke ergibt 
sich die Proportion: 

di: ah = dg : ca 
oder, wenn man berücksichtigt, dass: 
ah = cos a ) 

_ J (siehe Brkl. 88) 

dg = sin/? \ 
und — 

C a = 1 , nämlich gleich dem B*dios 
des Kreises am a 

ist: 

d i : cos a = sin ß : 1 

und hieraus erhält man ferner: 

c). . . . di = cos a . sin ß 

Aus den Gleichungen a)., b). und c). erhält 
man schliesslich die zu beweisende Formel: 

sin (a-\-ß) — sin a . cos ß -\- cos a . sin ß 

B. und G. Für die Fälle, dass die Summe 
(a + ß) der spitzen Winkel a und 
ß gleich, bezw. grösser als ü sind: 

Mittels einer den Figuren 34 und 32 und 
mittels einer weiteren den Figuren 34 und SS 
analogen Figur kann man analog dem Beweis 
IIA., und wie bezw. in den Beweisen IB. und 
I 0- gezeigt wurde, nachweisen, dass jene For- 
mel auch für die beiden vorstehend ange- 
führten Fälle richtig ist. (Siehe auch die 
Erkl 83 und 85.) 



A. 



Beweis III. 

den Fall, dass 



Für den Fall, dass die Summe 
(«4-/5) der spitzen Winkel « und 
ß kleiner als R, kleiner als 90* 
ist: 
Unter dieser Voraussetzung konstruiere nun, 
siehe Figur 85, einen Kreis um m, dessen 
Durchmesser ab gleich der Längeneinheit 
(= 1) ist; trage alsdann an einem der End- 
punkte des Durchmessers ao, z* B. an den 
Endpunkt a, die spitzen Winkel a und ß w 



L'eb. d. Rel»t. sirisch, d. Funkt. Sin. tu Kos. d. Summe od. Diflerens zweier Winkel n. d. Funkt, jr. eins. Winkel. QQ 



<* + /* = R + y 
setzen, wenn man mit y einen spitzen Winkel 
bezeichnet Soll nun jene Formel richtig sein, 
so mn88 auch die derselben analoge Gleichung: 

a). sin (R + y) = sin R . cos y + cos R . sin y 

bestehen. Dies findet aber statt, denn berück- 
sichtigt man, dass nach der Formel 35 a: 

sin (R + y) = cos y 
gesetzt werden kann, und dass nach Antwort 
der Frage 18 

sinR = 1 
und cos R = 
ist, so geht vorstehende Gleichung a). über in : 

cos y = 1 . cos y + . sin y 
und hieraus ergibt sich die identische Gleichung: 
2). . . cos y = cos y 

wonach jene Behauptung in bezug auf die 
Gleichung a). gerechtfertigt ist 



Figur 35. 




Erkl. 87. Aus dem rechtwinkligen Dreieck 
cha der Fig. 84 erhält man nach der Erkl. 80a 
die Relation: 

ch 
sin a = __- 
ca 

oder, da ca als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 



1). 



ch = sin a 



Ferner erhält man aus dem rechtwinkligen 
Dreieck dga nach der Erkl. 80b die Relation: 

9 a 
C08Ä = -r-- 

_ da 

oder, da da als Radius des Kreises um a = 1 

angenommen wurde: 



2). 



ga = C08/9 



aneinander, wie die Figur 85 zeigt, verbinde 
dann b mit c und d und ziehe in dem somit 
entstandenen Sehnenviereck auch noch die 
zweite Diagonale ed. 

Nach dem in der Erkl. 89 angefahrten pla- 
nimetrischen , dem sogen. Ptolemaischen 
Lehrsatz ergibt sich nunmehr aus der Fig. 35 
die Relation: 

a). 



cd. ab = ac.bd-\-cb.ad 



Um nun die Strecke cd in Funktionen der 
Winkel a und ß ausdrücken zu können, ziehe 
man einen Durchmesser des Kreises um t», 
welcher durch einen der Endpunkte der Sehne 
cd geht, z. B. den Durchmesser cf, und ver- 
binde d mit f. 

Man erhält somit nach der Erkl. 90 das bei 
d rechtwinklige Dreieck cdf } dessen Hypo- 
thenuse cf als ein Durchmesser des Kreises 
um m = 1 ist und dessen spitzer Winkel cfd 
nach der Erkl. 91 = (a + ß) ist. 

Nach der Erkl. 80 a ergibt sich aus dem bei 
d rechtwinkligen Dreieck cd f die Relation: 



sin (a + ß) = 



cd 



und hieraus erhält man, in Rücksicht, dass 
c f gleich dem Durchmesser des Kreises um m, 
also = 1 ist: 



b). 



cd = sin (a-\-ß) 



Ferner ist: 



c). 

d). 
e). 

und 
g). 



ab = 1 



n&mlich gleich dem Durch- 
messer des Kreiset um m 



ac = COS a 
bd = sin ^ | 
cb = sin a j 

ad = cos0 



(siehe Erkl. 92) 



Aus den Gleichungen a). bis g). erhält man 
schliesslich durch Substitution: 

sin (a + ß) . 1 = cos a . siu ß -\- sin a . cos ß 
oder: 

sin (a + ß) = Bin a . cos ß -f- cos a . sin ß 

nämlich die zu beweisende Formel. (Siehe die 
Erkl. 93.) 

B. Für den Fall, dass die Summe 
(a + 0) der spitzen Winkel « und 
ß gleich R, gleich 90° ist: 

Der Beweis für diesen Fall ist ganz analog 
dem Beweis III a., nur zeigt die hierzu er- 
forderliche Figur gegen die Figur 35 inso- 
fern eine Vereinfachung, als für diesen Fall 
die Sehne cd mit dem Durchmesser cf der 
Figur 35 zusammenfällt. 
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Erkl. 88. Aus dem rechtwinkligen Dreieck 
cha der Fig. 34 erhält man nach der Erkl. 80b 

die Relation: 

ah 

COB o = -=- 

ac 

oder, da ac als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 

1). . . . . ah=z cos a 

Ferner erhält man aus dem rechtwinkligen 
Dreieck dga nach der Erkl. 80a die Relation: 



sin ß 



ad 



oder, da ad als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 

2). . . . dg = sin ß 



Figur 86. 




Erkl. 89. Ein planimetr. Lehrsatz heisst: 
„In jedem Kreisviereck (Sehnenviereck) ist 
das Rechteck gebildet aus den beiden Dia- 
gonalen gleich der Summe der Rechtecke, 
gebildet aus je zwei gegenüberliegenden Sei- 
ten jenes Sehnenvierecks. u 
Nach diesem Lehrsatz ist in der Figur 35: 
cd . ab = ac .bd + cb .ad 

(Siehe Klejrers Lehrbuch der planimetriichen Lehrtltxe.) 



C. Für den Fall, dass die Summe 
(a + 0) der spitzen Winkel a und 
ß grösser als jß, grösser als 90° 
ist: 
Der Beweis für diesen Fall ist ebenfalls 
ganz analog dem Beweis unter III A -, nur 
kommt in der hierzu erforderlichen Figur die 
Sehne cd nach der andern Seite des Durch- 
messers cf hin zu liegen. 



Beweis IT. 

A. Für den Fall, dass die Summe 
(a + 0) der spitzen Winkel a und 
ß grösser als 22, grösser als 90* 
ist: 
Unter dieser Voraussetzung konstruiere man, 
siehe Figur 36, das beliebige spitzwinklige 
Dreieck ABC, bezeichne zwei der Winkel die- 
ses Dreiecks mit a und ß, den dritten Winkel 
mit y und beachte, dass in diesem Dreieck 

« + /J>R 
sein muss, weil 



also: 
1). 



«+/» + r = 2R 

a + ß = 2R — y 



und y ein spitzer Winkel, nämlich kleiner 
als it ist. 

Nach der Gleichung 1). hat man zunächst: 

sin (« + ß) = sin (2R — y) 

oder, da nach der Formel 17 

8in(2R — y) = sin y (•.Antw.d.Frage») 
ist: 
a). . . . sin(a + /J) = siny 

Fällt man nun in dem Dreieck ABC, siehe 
Figur 36, die zu BC gehörige Höhe AD und 
bezeichnet dieselbe mit h, so erhält man aus 
dem rechtwinkligen Dreieck ABC und ABB 
nach der Erkl. 80a bezw. die Relationen: 

h 
b 

h 
c 



b). . . 


sin y 


und 




c). . . 


sin ß 



Erkl. 90. Ein planimetr. Lehrsatz heisst: zu t£ h * t * n Gleichun « en b )' ™* c )- ergibt sich 
„Alle die Peripheriewinkel eines Kreises, c sin £ 

deren zugehörige Centriewinkel 2jß betragen d). . . . sin y = ~'-r-^~ (siehe die Rrki.«» 
oder, was dasselbe ist, deren Schenkel durch 

die Endpunkte eines Durchmessers gehen, U nd aus den Gleichungen a). und d). erhalt 
sind rechte Winkel.« man alsdann: 

Nach diesem Lehrsatz ist in der Figur 85: 
2f.cdf = R 

(Siehe Kleyert Lehrbach der planimetrisoheu Lehrs&tze.) 



man alsdann: 

e). 



Biu{a + ß) = 



.sin/? 
~b~ 



Fällt man nunmehr die zu AB gehörige 
Höhe CF, so erhält man die rechtwinkliges 
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Dreiecke CFA and CFB und aas diesen nach 
derErkl. 80a beziehungsweise die Relationen: 

n 
cos a = -r- 
, ö 

ErkL 91. Ein planimetr. Lehrsatz heisst: und 

„Alle Peripheriewinkel eines and desselben C08 o _- j? 

Kreises, welche auf gleichen Bogen stehen, a 

sind einander gleich." oder die Relationen: 

Nach diesem Lehrsatz ist in der Figur 85 : a). . . n = b . cos a 

2Lcfd = 2Lcad " nd m ä „ AB . 

*-*■ ' ** ß). . . m = a . cos /* 

und da #cad = « + /9 ist, so ist auch: aug we , chen man durch Addition: 

2£cfd = a + ß m + f| = a . C oB/J + 6.C08a 

(Sieho Kleyers Lehrbuch der pUnimetrischen Lehrtfttse.) 0( J er wenn m an 

m-j-n = c 
setzt : 
f ). . . c = a . cos ß -|- & . cos a 

erhalt. (Siehe Erkl. 95.) 

Krkl. 92. Aus dem bei c rechtwinkligen ^us den Gleichungen e). und f). erhält man 

Dreieck acb der Figur 35 (siehe Erkl.90) er- schliesslich: 

hält man nach der Erkl. 80 b: . , , AV [a . cos ß -4- b . cos a) . sin £ 

»>n (» + ß) = 1 

ac oder: 

C08 a = vu * a 

a& sin(a-f-0) =-,--• cos 0. sin + cos«, sin 

oder, da a& = 1 ist: ö 

% — = oder, wenn man noch berücksichtigt, dass zwi- 

)- - * ' a sehen den Seiten a und b und den Sinus der 

Ferner erhalt man aus diesem Dreieck nach denselben gegenüberliegenden Winkeln « und ß 

der Erkl. 80a: nach der Erkl. 94 die Relation: 

sin« = 4^1 ^ = _! in " 

__ ab & sin0 

oder, da ab = 1 ist: besteht: 

b). . . . ~cb = sin a 8in (a + /?) = -. -^- . cos ß . sin + cos a . sin ß 

Aus dem bei d rechtwinkligen Dreieck und hieraus ergibt sich die zu beweisende 
adb der Figur 35 (siehe Erkl. 90) erhält man Formel: 
nach der Erkl. 80a: . ) , ÄV ^ , . « 

imvii uci xj ov». __ gln ( ff _|_ ^) = g i n a . COS /9 + COS ff . Sin /9 

sin 5 = -=r- 

ab 

oder, da ab = l ist: B. Für den Fall, dass die Summe 

^ (a + 0) der 8p itzen Winkel a und 

c). . . . &<* - %mß ß gJeich ^ gleich 9()0 igt 

Ferner erhält man aus diesem Dreieck nach Der Beweis für diesen Fall ist in der Erkl. 
der ErkL 80b: _ 88 enthalten. 

ad 

CO8 s= ^rzr- 

a a -ii r i • ♦ ab c - Für den Fall, dass die Summe 

oder, da ab _ 1 ist: ^ ^ der spitzen Kinkel a und 

d). . . . od = cos ß grösser als JS, grösser als 90° ist. 

Unter dieser Voraussetzung konstruiere man 
sich , siehe Figur 37 , das beliebige bei C 
stumpfwinklige Dreieck ABC, bezeichne 
die beiden spitzen Winkel desselben bezw. 
mit a und ß, den stumpfen Winkel mit y, und 
beachte, dass in diesem Dreieck 

a + ß>K 

sein muss, weil 
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Erkl. 93. Bei dem nebenstehenden Beweis III 
ist es nicht notwendig, dass man de» Durch- 
messer des Kreises um m, siehe Figur 35, gleich 
der Längeneinheit, n&mlich = 1 annimmt. 
Man kann denselben auch z. B. = D setzen, 
man erhält alsdann in den nebenstehenden Glei- 
chungen b). bis g). Quotienten, deren Diviso- 
ren sämtlich = D sind-, und welche sich nach 
dem Einsetzen in der Gleichung a). durch 
Multiplikation der ganzen Gleichung mit B 
entfernen lassen. 



Figur 87. 




Erkl. 94. Aus dem in nebenstehendem Be- 
weis IV A - aufgestellten Gleichungen b). und c). : 
h 



und 



sin, = T 

h 
c 



8in£ = -- 



1). 



also: 

1). . 



*+ß+y= 2B 

a + ß = 2R — y 



und y ein stumpf er Winkel, n&mlich grösser 
als K ist. 
Nach der Gleichung 1). hat man zunächst: 
sin (a + ß) = sin (2R — y) 
oder, da nach der Formel 17: 

2). . . 8in(2R — y) = siny (».Antw.d. Frage 20) 

ist: 

a) sin (a + ß) = sin y 

Fallt man nun in dem Dreieck ABC, siehe 
Figur 37, die zu BG gehörige Höhe AB und 
bezeichnet dieselbe mit h $ so erhält man aas 
den rechtwinkligen Dreiecken ABC und ABB 
nach der Erkl. 80a die Relation: 

8in(2R-y) = A 

oder nach Gleichung 2).: 

b). . ♦ . sin y = y 

und die Relation: 

c). . . . sin ß = — 

• c 

Man hat nunmehr dieselben Gleichungen b). 
und c). wie in dem Beweis IVA* uud kann in 
analoger Weise, wie dort gezeigt wurde, fort- 
fahren. 



erhält man durch Division dieser Gleichungen : 

sin y __ c 

sin ß ~" TT 

d. h.: in jedem Dreieck verhalten sich 

zwei Seiten wie die Sinus der diesen 

Seiten gegenüberliegenden Winkel. 

Dieser Satz ist gültig für jedes beliebige 
Dreieck und ist unter dem Namen Sinus- 
regel bekannt., 

(Siehe Kleyers Lehrbuch der ebenen Trigonometrie.) 



Erkl. 95. Die in nebenstehendem Beweis IV A - 
aufgestellte Gleichung f).: 

c = a . cos ß + 6 . cos a 

stellt, siehe Figur 36, eine Beziehung dar 
zwischen der Seite c des Dreiecks ABC den 
denselben anliegenden Winkel a und ß und 
den beiden andern Seiten a und b. 

(Siehe Kleyers Lehrbuch der ebenen Trigonometrie.) 
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Frage 24. Welche Relation besteht 
zwischen dem Sinus der Differenz 
zweier Winkel und den Sinus und 
den Kosinus jener einzelnen Winkel? 

Die Aussage ist za beweisen and zwar 
zunächst für den Fall, dass jene Winkel 
spitze Wickel sind (siehe Erkl. 80). 

Formel 42 . . 



Erkl. 96. Die in den Antworten der Fra- 
gen 23 und 24 aufgestellten Formeln 41 und 
42 kann man wie folgt zusammenfassen: 

Bin (a + ß) = sin « . cos ß ±, cos a . sin ß 

In dieser Zusammenfassung sind beide For- 
meln leichter im Gedächtnisse zu behal- 
ten, was nötig ist, da dieselben sehr viele 
und sehr fruchtbare Anwendungen finden, wie 
später gezeigt wird. 




Antwort. Zwischen dem Sinus der 
Differenz zweier Winkel « und ß 
und den Sinus und den Kosinus jener 
einzelnen Winkel besteht die Relation: 

sin (« — ß) = sin a . cos ß — cos a . sin ß 

d. h.: der Sinus der Differenz 
zweier Winkel « und ß ist 
gleich der Differenz der Pro- 
dukte bestehend je aus dem Si- 
nus des einen Winkels mal dem 
Kosinus des andern Winkels. 
(Siehe Erkl. 96). 

Die Richtigkeit der vorstehenden For- 
mel 42 kann man auf folgende Arten 
beweisen, wobei jedoch berücksichtigt 
werden muss, dass in bezug auf die 
relative Grösse der spitzen Winkel a 
und ß drei Fälle stattfinden können, 
indem nämlich: 

A). a > ß 
B). a < ß 

und C). u = ß 
sein kann. 

Beweis I. 

A. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a grösser als der spitze Win- 
kel ß ist. 
Unter dieser Voraussetzung trage man den 
Winkel ß 80 auf den Winkel a ab, wie die 
Figur 38 zeigt. Dann fälle man sich von dem 
beliebigen Punkt p de8 Schenkels ad die Per- 
pendikel pf und pg auf ab, bezw. auf ac und 
ziehe gh \\ pf und pi || ba. 

Da nun die Differenz (<* — /*) der spitzen 
Winkel a und ß einen spitzen Winkel vor- 
stellt, der dem rechtwinkligen Dreieck pfa 
angehört, so hat man nach der Erkl. 80 a: 



oder, da: 


sin (a — 


ß) 


= *L 

pa 




Pf = * 


h = 


- gh — gi 


gesetzt werden kann 


: 




a). . . . 


. sin (a — 


-ß) 


_ 9 h — [ 



Goniometrie (Winkelmessungslehre.) 



pa 

Um nun zunächst die Strecke gh in Funk- 
tionen der Winkel a und ß und in die Strecke 
pa auszudrucken, beachte man, dass sich nach 
der Erkl. 80 a aus dem bei h rechtwinkligen 
Dreieck gha die Relation: 

7 
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gh 

sin a = 4=- 
9* 
bezw. die Relation: 

a). . . . gh = <ya . sin a 

ergibt, und dass in dem bei g rechtwinkligen 
Dreieck pga nach der Erkl. 60 b die Relation: 

cos/? = -?^r- 
pa 
bezw. die Relation: 

ß). . . . ga = pa . cos0 

besteht und man somit aus den Gleichungen 
a). und ß). die Relation: 

b). . . . gh = pa . cos ß . sin « 

erhalt 

Um in analoger Weise die Strecke at in 
Funktionen der Winkel « und /J und In die 
Strecke pa auszudrücken, beachte man, dass 
nach der Ei kl. 81 der Winkel pgi = 2t & a 0» 
nämlich = « ist und dass sich hiernach und 
nach der Erkl. 80 b aus dem bei i rechtwink- 
ligen Dreieck gip die Relation: 

C08O = -Zrr=r 

9P 
oder: 

y). . . . gi = gp . cos t* 

ergibt, dass ferner in dem bei g rechtwinkli- 
gen Dreieck pga die Relation: 

sin ß = 4£- 
bezw. die Relation: 
<f). . . . gp = pa. Bin ß 

besteht und man somit aus den Gleichungen 
yj. und tfj. die Relation: 

c). . . . ^ i = pa . sin /S . cos a 
erhält. 

Setzt man nunmehr die mittels der Glei- 
chungen b). und c). für gh und gi gefundenen 
Werte in Gleichung a)., so erhalt man: 

. / « pa.cosfl.sina — pa.sinA.cos« 

sin (a — ß) = - - =±- - 

pa 

oder nach gehöriger Reduktion die herzulei- 
tende Formel: 

sin (« — ß) = sin a . cos ß — cos a.nnß 

B. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel « kleiner als der spitze Win- 
kel ß ist: 
Unter dieser Voraussetzung vertausche man 
in der Formel 42 die Winkel ß und «, wo- 
nach man die jener Formel analoge Formel: 

sin (ß — a) = sin ß . cos a — cos « . sin ß 
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Figur 39. 




erhält, deren Richtigkeit man analog dem 
Beweis I A - darthun kann, nur hat man dann 
in der Figur 88 den kleineren Winkel a auf 
den grösseren Winkel ß abzutragen. 

C. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a gleich dem spitzen Winkel 
ß ist: 

Soll die Formel: 
sin (a — ß) = sin a . cos ß — cos « . sin ß 

auch für den Fall richtig sein, dass 

« = ß 
ist, so mu8B, wenn man in derselben 

ß = « 
setzt, auch die Gleichung bestehen: 

&). sin (« — «) = sin « . cos a — cos « . sin a 

Danun «-« = 

und nach der Antwort der Frage 18 

sin 0° = 
ist, so muss auch: 

b) sin (a — «) = 

sein; da ferner: 

sin a . cos « = cos a . sin a 
also: 
c). . . sin a . cos a — - cos « . sin a = 

ist, so geht die Gleichung a). über in: 

d) = 

Da sich nun aus den Gleichungen b). bis d). 
die Richtigkeit der Gleichung a) ergibt, so ist 
hiermit bewiesen, dass auch jene Formel 42 
für den Fall richtig ist, wenn a = ß ist. 



Beweis II. 

A. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a grösser als der spitze WiQ- 
kel ß ist. 
Unter dieser Voraussetzung trage man den 
Winkel ß so auf den Winkel « ab, wie die 
Figur 39 zeigt. Dann beschreibe man um den 
gemeinschaftlichen Scheitel a beider Winkel 
einen Kreis, dessen Radius gleich der Län- 
geneinheit ist and ziehe, wie in Antwort 
der Frage 17 gezeigt wurde, die sogenannten 
Sinus linien df> ch und dg der drei Winkel 
(a — /S), a und ß, wobei man einmal ba, ein 
andermal ca als den festen Winkelschenkel 
zu betrachten hat. 

In Rücksicht, dass in der Figur 39 der 
Radius des Kreises um a = 1 ist, ergibt sich 

aus der Figur zunächst: 

sin (a — ß) = d f 

oder, wenn man gm\\ch und di\\ba zieht 
und berücksichtigt, dass 



ist: 



df = im = gm — gi 
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a). 



8in(a — ß) = gm — gi 



Erkl. 97. Ans dem bei h rechtwinkligen 
Dreieck cha f siehe Figur 39, ergibt sich nach 
der Erkl. 80a die Relation: 



Um nun die Strecke gm in Funktionen der 
Winkel « und ß auszudrücken, beachte man, 
dass die Dreiecke gma und cha ahn lieh sind. 
Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke ergibt 
sich die Proportion: 

gm : ch = ga: ca 

oder, wenn man berücksichtigt, dass 

ch = Bin a 



sin « 



ch 



ca 



oder, da c a als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 

ch = sin o 

Ferner ergibt sich aus dem bei g recht- 
winkligen Dreieck dga nach der Erkl. 80b 
die Relation: 

cos ß = '^r 
da 

oder, da da als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 

ga = cos ß 



Erkl. 98. Aus dem bei h rechtwinkligen 
Dreieck cha, siehe Figur 89, ergibt sich nach 
der ErkL 80b die Relation: 



cos « = 



ah 
ca 



oder, da ca als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 



ah 



cos a 



Ferner ergibt sich aus dem bei g recht- 
winkligen Dreieck dga nach der Erkl. 80a 
die Relation: 

sin/J = * 9 -- 
da 

oder, da d a als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 

dg = Bin ß 



und 



ga = cos a 



ca = 1 



(sieh« ErkL 97) 



nämlich gleich dein Radio« 
des Kreise« um « 

ist, welcher gleich der Längeneinheit ange- 
nommen wurde: 

gm : sin a = cos jJ : 1 

und hieraus erhält man zunächst: 

b). . . . gm = sin « . cos ß 

Um ferner die Strecke gi in Funktionen der 
Winkel « und ß auszudrücken, beachte man, 
dass nach der Erkl. 81 

2£ dgi = 2t^ac 
nämlich = « ist, dass also die rechtwinkligen 
Dreiecke gid und cha ähnlich sind. Aus 
der Aehnlichkeit dieser Dreiecke ergibt sich 
die Proportion: 

gi: ah = dg : ca 

oder, wenn man berücksichtigt, dass 

ah =• cos a ) 

> (liehe Brkl. 93> 

dg = sin/9 ) 



und 



ca = 1 



ist: 

gi: cos a = sin ß : 1 
und hieraus erhält man: 



c). 



^t = cos« . sin ß 



Aus den Gleichungen a)., b). und c). erhält 
man schliesslich die zu beweisende Formel: 

sin (« — ß) = sin « . cos ß — cos a . sin ß 

B. und G. Für die Fälle, dass a klei- 
ner als ß, oder dass a gleich ß 
ist. 
Unter der Voraussetzung, dass a kleiner 
als ß ist, verfahre man analog wie in dem 
Beweis IB. und II A - gezeigt wurde. 

Unter der Voraussetzung, dass « gleich ß 
ist, verfahre man analog wie in dem Beweis 
IC gezeigt wurde. 
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Beweis III. 

A. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a grösser als der spitze Win- 
kel ß ist. 

Unter dieser Voraussetzung konstruiere man, 
siehe Figur 40, einen Kreis um ro, dessen 
Durchmesser ab gleich der Längeneinheit 
(= 1) ist, trage alsdann an einem der End- 
punkte des Durchmessers ab y z. B. an dem 
Endpunkt a, die spitzen Winkel « and ß 
so aufeinander ab, wie die Figur 40 zeigt, 
verbinde d mit c und b und ziehe in dem so- 
mit erhaltenen Sehnenviereck auch die zweite 
Diagonale bc. 

Nach dem in der Erkl. 89 angeführten pla- 
nimetrischen, dem sogenannten Ptolemftischen 
Lehrsatz ergibt sich nunmehr aas der Figur 40 
die Relation: 

a). . . ad.bc = ac ,bd-\- ab .cd 

Beachtet man nunmehr, dass 

b). . . . ad = cos/9 

c). . . . & c = sin « 

d). . . . a~C = C08 « / («lene *rkl. W) 

e). . . . b d = cos a 
f). . . . a~b = 1 

ist, und dass, wenn man durch c oder d einen 
Durchmesser des Kreises um m f z. B. den 
Durchmesser c f zieht and f mit d verbindet, 
man ein bei d rechtwinkliges Dreieck er- 
hält (siehe Erkl. 90), in welchem nach der 
Erkl. 91 der Winkel efd = Xead = (« — /?) 

Erkl. 99. Aus dem bei d rechtwinkligen i8t und da8fl nach der fckL » 9: 
Dreieck cd f in der Figur 40 erhalt man nach ff \ cd = sin (a — 6) 

der Erkl. 80a: _ *;■•■■ v hi 

cd 
sin(a — ß) = -=j 

oder, da cf als Durchmesser des Kreises um 
#w = 1 angenommen wurde: 




cd = sin (a — ß) 



gesetzt werden kann, so geht, in Backsicht, 
der mittels der Gleichungen b). bis g). gefun- 
denen Werte die Gleichung a). über in: 

cos/}, sin a = cos ex . sin ß -\- 1 . sin (<* — ß) 

and hieraas ergibt sich die zu beweisende 
Formel: 

sin (a — ß) = sin a. cos ß — cos a . sin ß 



B. und G. Für die Fälle, dass a klei- 
ner als ß, oder dass a gleich ß 
ist. 
Unter der Voraussetzung, dass « kleiner 
als ß ist, verfahre man analog wie in dem 
Beweis I B - und III A - gezeigt wurde. 

Unter der Voraussetzung, dass a gleich ß 
ist, verfahre man analog wie in dem Beweis 
ic. gezeigt wurde. 
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Beweis IV. 

A. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a grösser als der spitze Win- 
kel ß ist. 
Unter dieser Voraussetzung setze man in 
der Formel 41: 

sin {a-\- ß) = sin a . cos ß + cos a . si» ß 

(sieh« Antwort der Frage 28) 



alsdann geht dieselbe Aber in: 

a). sin (a — ß) = sin a . cos (— ß) + cos « . sin (— ß) 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Formel 32 für 

COS ( — ß) = COS ß (sieh« Antw. d. Frage«) 

und nach der Formel 31 für 

Sin (— ß) = — Sin ß (■. Antw. d. Prag« 22) 

gesetzt werden kann, so geht die Gleichung a). 
über in: 

sin (« — ß) = sin « . cos ß — cos « . sin ß 
und man erh&lt die herzuleitende Formel 42. 

B. und C. Für die Fälle, dass a klei- 
ne r als ß, oder dass a gleich ß 
ist. 
Unter der Voraussetzung, dass « kleiner 
als ß ist, verfahre man analog wie in den Be- 
weisen 1 B > und IVA. gezeigt wurde. 

Unter der Voraussetzung, dass « gleich ß 
ist, verfahre man analog wie in dem Beweis 
10. gezeigt wurde. 



Frage 25. Welche Relation besteht 
zwischen dem Kosinus der Summe 
zweier Winkel und den Sinus und 
den Kosinus jener einzelnen Winkel? 

Die Aussage ist zu beweisen und zwar 
zunächst für den Fall, dass jene Winkel 
spitze Winkel sind (siehe Erkl. 80). 

Formel 44 . . 



Antwort. Zwischen dem Kosinus 
der Summe zweier Winkel « und ß 
und den Sinus und den Kosinus jener 
einzelnen Winkel besteht die Relation: 

cos (« + ß) = cos a . cos ß — sin a . sin ß 

d.h.: derKosinus der Summe zweier 
Winkel a und ß ist gleich dem 
Produkt bestehend aus den Ko- 
sinus jener Winkel weniger dem 
Produkt bestehend aus den 
Sinus jener Winkel. 
Die Richtigkeit der vorstehenden For- 
mel 44 kann man auf folgende Arten 
beweisen, wobei jedoch berücksichtigt 
werden muss, dass in bezug auf die 
Summe (y-\-ß) der spitzen Winkel 
a und ß drei Fälle stattfinden können, 
indem nämlich: 



90 • 
>90° 
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A). a -f ß < ü, nämlich < 90 

B). a + ß = B, „ =90 
und 

C). a + ß>R, 

sein kann. 

Beweis I. 

A. Für den Fall, dass die Summe 
(rc-j-0) der spitzen Winkel « und ß 
kleiner als R, kleiner als 90° ist. 

Unter dieser Voraussetzung trage man die 
Winkel a und ß so aneinander, wie die Fi- 
gur 41 zeigt. Dann falle man von dem be- 
liebigen Punkt p des Schenkels ad die Per- 
pendikel pf und pg auf ab bezw. auf ac und 
ziehe gh\\pf und gi\\ab. 

Da nun der Winkel (a + ß) gemäss der An- 
nahme ein spitzer Winkel ist, der dem recht- 
winkligen Dreieck pfa angehört, so hat man 
nach der Erkl. 80 b: _ 

COS(« + fl = £± 

pa 
oder, da 

fa = ah — fh = ah — gi 

gesetzt werden kann: 

a). . . 




h f 



/ i *x ah — gi 
cos (a + ß) = - — 



pa 

Um nun zunächst die Strecke ah in Funk- 
tionen der Winkel a und ß und in die Strecke 
pa auszudrücken, beachte man, dass sich nach 
der Erkl. 80 b aus dem bei h rechtwinkligen 
Dreieck gha die Relation: 

a~h 
COS a = -=^- 
ag 
bezw. die Relation: 



«). 



ah = ag . cos a 



ergibt; dass ferner in dem bei g rechtwinkligen 
Dreieck pga die Relation: 

a 9 
cos ß = — - 

pa 

bezw. die Relation: 

ß). . . ag = pa. cos ß 

besteht, und man somit aus den Gleichungen a). 
und ß).: 

b). . . 
erhält 



ah = pa.co* ß .cos a 



Um in analoger Weise die Strecke gi in 
Funktionen der Winkel a und ß und in die 
Strecke pa auszudrücken, beachte man, dass 
nach der Erkl. 81 der Winkel gpi = 2£bac, 
nämlich = a ist, und dass sich somit und nach 
der Erkl. 80 a aus dem bei t rechtwinkligen 
Dreieck pig die Relation: 
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Sin a = 



Figur 42. 




Erkl. 100. Aus der in nebenstehendem 
Beweis IB. aufgestellten Gleichung: 



a). . . . 
erhalt man: 



COS (« + /?) = -,=77- 

pa 






bezw. die Relation: 

y). . . pT = gp. sin a 

ergibt; dass ferner in dem bei g rechtwinkligen 
Dreieck pga die Relation: 

sin/* = H 
pa 
bezw. die Relation: 

<J). . . gp = pa. sin ß 

besteht und man somit aus den Gleichungen 

y). und 6).: 

c). . . . gi = pa. sin ß . sin a 
erhalt 

Setzt man nunmehr die mittels der Glei- 
chungen b). und c). für aX und gi gefundenen 
Werte in Gleichung a). ein, so erhalt man: 



C0S(a + /9) 



____ pa.cos/J.coBa — pa. sin ß. sin a 

pa 

oder, nach gehöriger Reduktion, die herzulei- 
tende Formel: 

cos (a -f- ß) = cos a . cos ß — sin a . sin ß 

B. Für den Fall, dass die Summe 
(a-\-ß) der spitzen Winkel a und 
ß gleich R, gleich 90° ist: 

Ist in der der Figur 41 analogen Figur 42: 
a + ß = R 
und vergleicht man diese Figur 42 mit der 
Figur 41, so findet man, dass die Kathete fa 
des recht winkl. Dreiecks pfa in der Figur 41 
bei der Figur 42 gleich Null geworden ist, 
und hiernach hat man analog wie unter dem 
Beweis I A -: 



C08 [a + ß) = 



pa 



oder da, wie soeben erwähnt, bei dem durch 
die Figur 42 dargestellten Fall 



ist: 



fa zs 



C08(a+£j = 

was für den Fall, dass a + ß = B ist, mit 
der in Antwort der Frage 18 aufgestellten 
Formel, nach welcher 

cos 22 = 
ist, auch übereinstimmt. 



a). 



. . COS (ff + ß) = -_--- (riebe Brkl. 100) 

pa 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Figur 42 für den Z&hler des Quotienten auf 
der rechten Seite der Gleichung a).: 

= ah — ah = ah — gi 

gesetzt werden kann und dass man dann ana- 
log wie vorstehend in dem Beweis I*» gezeigt 
wurde und wie sich aus den rechtwinkL Drei- 
ecken pig, pga und gha bezw. ghf ergibt: 
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b). 

and 



ah = pa. cos ß . cosa 



Erkl. 101. Ist einmal die Richtigkeit der 
Formel 43 für den Fall bewiesen, dass « und 
ß spitze Winkel sind und dass deren Summe 
(a + l) kleiner als R ist, so kann man den 
Beweis der Richtigkeit jener Formel für den 
Fall.dMS a + ß = -R 

ist, algebraisch auch wie folgt führen: 
Soll die Formel: 
cos (a + ß) = cos a . cos ß — sin a . sin ß 
auch für den Fall richtig sein, dass 

« + /? = R 
ist, so muss, wenn man in derselben 

ß = R — o 
setzt, auch die Gleichung bestehen: 

a). cos [a + (R — «)] = cos a . cos (R — a) — 
sin a . sin (R — a) 

Da nun , ,_ % ^ 

a + (R — a) =s R 

und nach Antwort der Frage 18: 

cosR = 
ist, so muss auch 
b). . . cos [a + (R — «)] = sein. 

Da ferner nach den Formeln 16 und 16 a: 
c). . . cos (R — a) = sin a 
und 
d). . . sin (R — a) = cos a 

ist, so geht die Gleichung a). in Rücksicht der 
Gleichungen b). bis d). über in: 

= cos a . sin a — sin a . cos a 
oder in: 
e) = 

Da die Richtigkeit der Gleichung e). keinen 
Zweifel übrig lasst, so muss auch die Glei- 
chung a)., aus welcher die Gleichung e). ab- 
geleitet wurde, richtig sein, womit die Richtig- 
keit jener Formel 43 auch für den Fall, dass 
« + ß = R ist, nachgewiesen ist. 



Figur 43. 




h a 



c). . . . gi = pa. sin ß .sina 

setzen kann, so geht die Gleichung a). über in : 

, . -x !><*• cos ß. cos a —pa. sin ß. sina 

cos(a+/J) = - =^- 

pa 

und aus dieser Gleichung erh&lt man nach ge- 
höriger Reduktion: 

cos (o + /?) = cos a. cos/9 — sina. sin/} 

womit die Richtigkeit der vorstehenden For- 
mel 43 auch für den Fall dargethan ist, dass 

a + ß = B 

ist (siehe Erkl. 101). 

C. Für den Fall, dass die Summe 

(a-f-0) der spitzen Winkel a und 

ß grösser als R, grösser als 90° 

ist: 

Ist in der der Figur 33 analogen Figur 43 

a + ß>R 

stellt also der Winkel {a-\-ß) einen stumpfen 
Winkel, dar und bezeichnet man den Neben- 
winkel paf desselben mit y, so besteht nach 
der in Antwort der Frage 21 unter G). er- 
wähnten Folgerung die Relation: 

a). . . . cos (a -f- ß) = — cos y 

Nach der Erkl. 80 b ergibt sich aus dem bei 
f rechtwinkligen Dreieck pfa die Relation: 



cosy = 



pa 



oder, da 

fa == fh — ah = gi — ah 
gesetzt werden kann: 

gi — ah 



b> 



cos y 



pa 



Berücksichtigt man nunmehr, dass sich, ähn- 
lich wie vorstehend in dem Beweis I A - ge- 
zeigt wurde, aus den rechtwinkligen Dreiecken 
P*9t Pga und gha der Fig. 43 die Relationen : 



and 



ah = pa. cos /J. cos a 
gi = pa . sin ß . sina 



ergeben, so erhält man aus den Gleichungen 
a). bis d).: 

cos (a + ß) = cos y == 

pa . sin ß . sin a— pa .cos ß . cos a 

pa 

oder nach gehöriger Reduktion: 
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Erkl. 102. Ist einmat die Richtigkeit der 
Formel 43 fflr den Fall bewiesen,, dass a und 
ß spitze Winkel sind, und dass deren Summe 
(a-\-ß) kleiner als B ist, so kanu man den 
Beweis der Richtigkeit jener Formel für den 

Fall,d«88 a + /J> R 

ist, algebraisch auch wie folgt fahren: 
Soll die Formel: 
cos (a + ß) = cos a . cos ß — sin « . sin ß 
auch für den Fall richtig sein, dass 

« + />>R 
ist, so muss, wenn man für die spitzen 
Winkel a und ß bezw. 

1). . . . a = R — (f 

und 

2). . . . ß = R — y 

setzt, auch die Gleichung bestehen: 
a). cos [(R — q>) + (K — ifj)] = cos (R — tp) . 
cos (R — i//j — sin (R — </>) . sin (R — i//) 

Da nun 
cos [(R — <p) + (R— i/,)] ex cos [2R — (<p + i/0] 
ist, so muss nach Formel 20 in Antwort der 
Frage 20: 

b). . cos[(R-y) + (R — i/,)] = _coi(y+itf 
sein; da ferner nach den Formeln 16 und 16a: 
c). . . . cos (R — tp) = sin tp 
d). . . • cos (R — \p) = sin # 
e). . . . . sin (R — </>) = cos tp 
f). . . . 8in(R— i//) = cos i^ 
ist, so geht die Gleichung a). in Rücksicht 
der Gleichungen b). bis f). über in: 

— cos (</> -|- yj) = sin q> . sin \p — cos <p . sin \jj 
oder in: 
g). cos (<p -\- y) = cos tp . cos ?/; — sin <p . sin.i// 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Voraussetzung a und ß spitze Winkel sind, 
deren Summe grösser als R ist, und dass 
somit nach den Gleichungen 1). und 2). die 
Summe der spitzen Winkel <p und i// kleiner 
als R sein muss, und dass für diesen Fall die 
Richtigkeit der vorstehenden Formel 43 bereits 
bewiesen ist, so ergibt sich hieraus, dass auch 
die mit jener Formel ganz analoge Gleichung 
g). richtig sein muss. Da also hiernach die 
Gleichung g). richtig ist und diese Gleichung 
g). aus der Gleichung a). abgeleitet wurde, so 
ergibt sich hieraus schliesslich, dass auch die 
Gleichung a). richtig sein muss, dass also jene 
Formel 43 auch für den Fall gilt, wenn 

a + ß>R 
ist (Siehe auch die Erkl. 103.) 



cos (a + ß) = cos a . cos ß — sin a . sin ß 

womit die Richtigkeit der vorstehenden Formel 
auch für den Fall dargethan ist, dass 

a + /J>R 

ist. (Siehe Erkl. 102.) 



Beweis II. 

A. Für den Fall, dass die Summe 
(a-\-ß) der spitzen Winkel a und 
ß kleiner als J?, kleiner als 90 1 

ist: 
Unter dieser Voraussetzung trage man die 
Winkel a und ß so aneinander, wie die Fig. 44 
zeigt. Dann beschreibe man um den gemein- 
schaftlichen Scheitel a beider Winkel einen 
Kreis, dessen Radius gleich der Längenein- 
heit ist, und ziehe, wie in Antw. der Frage 17 
gezeigt wurde, die sogenannten Sinus 1 in ien 
df, ch und dg der drei Winkel (a+/J), « und 
ß, welche auf den Winkelschenkeln ab und 
ac die sogenannten Kosinuslinien af, ah 
und ag jener drei Winkel begrenzen. 

In Rücksicht, dass in der Figur 44 der Ra- 
dius des Kreises um a = 1 ist, ergibt sich 
aus dieser Figur zunächst: 

C08(a + Ä = a f 

oder, wenn man gm\\ch und gi\\ba zieht: 

a). . cos (a + ß) = wa — »»/' = ma — gi 

Um nun die Strecke ma in Funktionen der 
Winkel a und ß ausdrücken zu können, be- 
achte man, dass die Dreiecke cha und gma 
ähnlich sind. Aus der Aehnlichkeit dieser 
Dreiecke ergibt sich die Proportion: 

ma : ha = ga : ca 

oder, wenn man berücksichtigt, dass: 

ha = cos a 

ga = cos/* 



i (liehe die Erkl.87u.l 



und 



ist: 



C a = 1, n&mlich gleich dem Badiu* 
des Kreisel am a 



ma: cos a = cos ß : 1 
und hieraus erhält man zunächst: 



b). 



m a = cos a . cos ß 



Um ferner die Strecke gi ebenfalls in Funk- 
tionen der Winkel a und ß auszudrücken, 
beachte man , dass nach der Erkl. 81 : 

2£gdi = 2{.hac.= a 
ist, dass also die rechtwinkligen Dreiecke dig 
und cha ähnlich sind. 

Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke ergibt 
sich die Proportion: 
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Figur 44. 




Erkl. 103. Die Richtigkeit der Formel: 

C08 (a + ß) = COS a . COS ß — 8Ü1 a . Sin ß 

für den Fall, dass 

« + /J>R 
ist, kann man auch, anstatt wie in der Erkl. 102 
gezeigt wurde, auf folgende Art algebraisch 
beweisen: 

Für den Fall, dass 
. « + /?>90° 

ist, kann man 

a + ß = R + y 
setzen, wenn man mit /einen spitzen Winkel 
bezeichnet Soll nnn jene Formel richtig sein, 
so znnsB anch die derselben analoge Gleichung : 

1). cos (R + y) = cos R . cos y — sin R . sin y 

bestehen. Dies findet aber statt, denn berück- 
sichtigt man, dass nach der Formel 35 b: 

cos (R -H y) = — sin y 

gesetzt werden kann, und dass nach Antwort 
der Frage 18 

cos R = 
und sin R = 1 

ist, so geht vorstehende Gleichung 1). über in : 

— sin y = . cos y — 1 . sin y 

and hieraus ergibt sich die identische Gleichung: 

— sin y = — ßii) y 
oder: 

2). . . . 



sin y = sin y 



wonach jene Behauptung in bezug auf die 
Gleichung 1). gerechtfertigt ist. 



gi ich = dg : ca 

oder, wenn man berücksichtigt, dass: 

ch = sin a \ 

. _ \ (siehe Erkl. 87 n. 88) 

dg = sin ß \ 



und 



ist: 



Ca = 1, nämlich gleioh dem Badlas 
des Kreises am a 



gi : sin a = sin ß : 1 

und hieraus erhält man ferner: 

c). . . . gi = sin a .sin ß 

Aus den Gleichungen a)., b). und c). erhalt 
man schliesslich die zu beweisende Formel: 

cos (a -\- ß) = cos o . cos ß — sin a . sin ß 

B. und C. Für die Fälle, dass die Summe 
(a-f-0) der spitzen Winkel a und 
ß gleich, oder grösser als 72 ist: 

Mittels einer den Figuren 44 und 42 und 
mittels einer weiteren den Figuren 44 und 43 
analogen Figur kann man analog dem Beweis 
II A -, und wie bezw. in den Beweisen I B - und 
I o. gezeigt wurde, nachweisen, dass jene For- 
mel auch für die beiden vorstehend ange- 
führten Falle richtig ist. (Siehe auch die 
ErkL 101—103.) 



Beweis III. 

A. Für den Fall, dass die Summe 

( a + 0) d ßr spitzen Winkel « und 

ß kleiner als R, kleiner als 90° 

ist: 

Unter dieser Voraussetzung konstruiere man, 

siehe Figur 45, einen Kreis um m, dessen 

Durchmesser ab gleich der Längeneinheit 

(= 1) ist; trage alsdann , wie die Figur 45 

zeigt, die spitzen Winkel a und ß an den 

Enden jenes Durchmessers ab an und verbinde 

a mit d, d mit c und c mit o, wonach man 

das Sehnenviereck ab cd erh&lt. 

Nach dem in der Erkl. 89 angeführten pla- 
nimetrischen , dem sogen. Ptolemaischen 
Lehrsatz ergibt sich nunmehr aus der Fig. 45 
die Relation: 

a). . . ac.bd = ad .bc-\-cd .ab 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Erkl. 90 die Dreiecke adb und ach recht- 
winklige Dreiecke sind, deren gemeinschaft- 
liche Hypothenuse ab gleich einem Durch- 
messer des Kreises um m, also der Annahme 
gemäss = 
Dreiecken 



b). 
c). 



1 ist, so ergibt sich aus jenen 
ac = cos a \ 



bd = cos ß j 



(siehe Erkl. 104) 
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Figur 45, 




Erkl. 104. Aus dem bei c rechtwinkligen 
Dreieck acb der Figur 45 erhält man nach 
den Erkl. 80 a und 80 b: 



C08 o = 



und 



ac 



bc 

8in a = -=l=- 
ab 



oder, da ab = 1 angenommen wurde: 

1). . . . ac = cos a 

und 

2). . . . b c = sin a 

Ferner erhält man aus dem bei d recht- 
winkligen Dreieck adb der Figur 45: 



C08/9 



und 



bd 
^a~b 



• * ad 
sin ß = -^^ 



oder, da ab = 1 angenommen wurde: 

3). . . . bd = cos/J 

und 

4). . . . ad = sin ß 



ad = Bin ß 
b c = sin a 



(siehe Erkl. 104) 



a5 = 1 ntmlioh gleich dem Durch- 
' »• Kreise« um «* 



d). 

e). 
und 



Um ferner noch die Strecke cd in Funk- 
tionen der Winkel a und ß auszudrücken, 
ziehe man einen Durchmesser des Kreises um m, 
der durch einen der Endpunkte jener Strecke 
cd geht, z. B. den Durchmesser cf und ver- 
binde f mit d, wonach man das bei d recht- 
winklige Dreieck cdf erhält (siehe Erkl 90), 
dessen spitzer Winkel dfc nach der Erkl. 91 
gleich dem Winkel dac, nämlich = <T ist, 
und man hat nach der Erkl. 105: 

cd = sin <f 

Berücksichtigt man nunmehr, dass in dem 
rechtwinkligen Dreieck adb: 

fi + a + ß = R (bezw. = 90°) 
also: 

<r = i*-(«+/5) 

ist, so erhält man nach vorstehendem: 

cd = 8in[R — (a + ß)] 
oder, da nach der Formel 16 a: 
Bin (90»— o) = cos« 

(■iehe Antw. der Frage 15) 
sin [R — (a+ß)] = cos {a + ß) 
gesetzt werden kann: 
g). . . . cd = cos (a + ß) 

Aus den Gleichungen a). bis g). erhält man 
schliesslich durch Substitution: 

cos a . cos ß = sin ß . sin a + cos (« + ß) . 1 
oder: 

cos (« + ß) = cos « . cos £ — sin a . sin /J 
nämlich die zu beweisende Formel. (Siehe 
Erkl. 93). 

B. und G. Für die Fälle, dass die Summe 

(a + ß) der spitzen Winkel a und 

ß gleich R, oder grösser als JB ist. 

Den Beweis for diese Fälle führe man wie 

in den Erkl. 101 — 103 angegeben wurde. 



Beweis IT. 

A. Für den Fall, dass die Summe 
(a+ß) der spitzen Winkel a und ß 
kleiner als R, kleiner als 90° ist. 

Unter der Voraussetzung, dass 

das» also der Winkel (a + ß) ein spitzer 
Winkel ist, kann man nach der Formel 16a 
(siehe Antw. der Frage 15) und in Backsicht, 
dass der Komplementwinkel des Winkels 
(a+ß) = R-( a + ß) ist, für 
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cos (« + ß) = sin [B — (« + ß)] 
oder auch: 

a). . . cos(«-f/J) = Bin [(B — a) — ß] 
setzen. 
Srkl. 105. Ans dem bei d rechtwinkligen Entwickelt man nunmehr die rechte Seite 
Dreieck fdc der Figur 45 erhält man nach der dieser Gleichung nach der Formel 42, so er- 
Erkl. 80 a: h&lt man: 

sin cf = e< * C08 (" + Ä — sin (-B— «) • cos ß — C08 CR—«) • mb /* 

fc oder in Rücksicht, dass nach der Formel 16 a: 

oder, da fc ein Durchmesser des Kreises um sin (R — a) = cos a 

m ist und derselbe = 1 angenommen wurde: oder nach der Formel 16: 

cd == sin <f cos (B — «) = sin a 

gesetzt werden kann: 

cos (« + /?) = cos « . cos ß — sin a . sin £ 
nämlich die herzuleitende Formel. 

B. und G. Für die Fälle, dass die Summe 

(a-f-0) der spitzen Winkel a und ß 

gleich R, oder grösser als R ist. 

Den Beweis der Richtigkeit rorstehender 

Formel für diese Fälle fahre man wie in der 

Erkl. 101— 103 gezeigt wurde. 



Frage 26. Welche Relation besteht 
zwischen dem Kosinus der Differenz 

zweier Winkel und den Sinus und . . 

den Kosinus jener einzelnen Winkel? Antwort. Zwischen dem Kosinus der 

Die Aussage ist zu beweisen und zwar Differenz zweier Winkel a und ß 
zunächst für den Fall, dass jene Winkel und den Sinus und den Kosinus jener 
spitze Winkel sind (siehe Erkl. 80). einzelnen Winkel besteht die Relation : 

Formel 44 . . cos (« — ß) = cos a . cos0 + sin« . sin ß 

d. b.: der Kosinus der Summe 
zweier Winkel a und ß ist 

*£ *% D i e ^m" ^ twor J en . der Fra - gleich dem Produkt bestehend 

gen 25 u. 26 aufgestellten Formeln kann man e , r7 „ . w . * , 

wie folgt zusammenfassen: au s den Kosinus jener Winkel 

cos(«±« = cosa.cos/JTsina.sin/J vermehrt um das Produkt be- 

In dieser Zusammenfassung sind heide For- ^^ ÄUS d6n SlDUS jen6r 

mein leichter im Gedächtnis zu behalten, WinKei. 

was nötig ist, da dieselben sehr yiele und sehr Die Ric htigkeit der vorstehenden For- 

fruchtbare Anwendungen finden , wie später i 1 1 i * * i j a -i. 

gezeigt wird. (Siehe die Erkl 96.) mel 44 kann man auf folgende Arten 

beweisen, wobei jedoch berücksichtigt 
werden muss, dass in bezug auf die 
relative Grösse der spitzen Winkel a 
und ß drei Fälle stattfinden können, 
indem nämlich: 

A). « > ß 

B). « < ß 

und C). u = ß 
sein kann. 
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Beweis I. 

A. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a grösser als der spitze Win- 
kel ß ist. 

Unter dfteser Voraussetzung trage man den 
Winkel ß so auf den Winkel a ab, wie die 
Figur 46 zeigt. Dann falle man sich von dem 
beliebigen Punkt p des Schenkels ad die Per- 
pendikel pf und pg auf ab bezw. auf ac, 
ziehe gh\\pf und pi\\ba, wonach man die 
rechtwinkligen Dreiecke pfa, gha und gip 
erhält. 

Da nun die Differenz (a — ß) der spitzen 
Winkel « und ß einen spitzen Winkel vor- 
stellt, der dem rechtwinkligen Dreieck pfa 
angehört, so hat man nach der ErkL 80 b: 

COS (tt — ß) = -1-^r- 

pa 
oder, da 

fa = Äa+7^ = hä + ^pi 
gesetzt werden kann: 

__ ha-\-pi 
pa^ 

Um nun zunächst die Strecke ha in Funk- 
tionen der Winkel « und ß und in die Strecke 
pa auszudrücken, beachte man, dass sich nach 
der Erkl. 80 b aus dem bei h rechtwinkligen 
Dreieck gha die Relation: 

C08« = 

ga 
bezw. die Relation : 

«). . . . ha = gä.coua 

ergibt, und dass in dem bei g rechtwinkligen 

Dreieck pga nach der Erkl. 80b die Relation: 



•). 



C08(a — ß) = 



C08JS = 



bezw. die Relation: 



JtJL 
pa 



ß)> * • . g a = p a . cos ß 

besteht und man somit aus den Gleichungen 

a). und ß). die Relation: 

h). . . . h a = p a . cos ß . cos a 

erhält. 

Um in analoger Weise die Strecke pi in 
Funktionen der Winkel a und ß und in die 
Strecke pa auszudrücken, beachte man, dass 
nach der Erkl. 81 der Winkel pgi = 2ibag, 
n&mlich = a ist, und dass sich hiernach nnd 
nach der Erkl. 80 a aus dem bei i rechtwink- 
ligen Dreieck gip die Relation: 



sin « 
oder die Relation: 



P9 



y). . . . pi = pg ,%ma 

ergibt; dass ferner in dem bei g rechtwinkli- 
gen Dreieck pga: 
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sin ß = -?t?t- 
pa 
bezw. die Relation: 

<T). . . . pg = pa . sin/9 

besteht und man somit aus den Gleichungen 

y). und <f). : 

c) . . . pi = pa. sin ß. sin« 

erhält. __ 

Setzt man nunmehr für ha und pi die mit- 
tels der Gleichungen b). und c). in «, ß und 
pa ausgedrückten Werte, so erhält man: 

, Ä pa. cos ß co8«-|-0a.8inA.8ina 

cos (« — ß) = — =±^- 

pa 

oder nach gehöriger Reduktion die zu bewei- 
sende Formel: 

cos (a — ß) = cos a . cos ß + sin a . sin £ 

B. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a kleiner als der spitze Win- 
kel ß ist. 

Unter dieser Voraussetzung vertausche man 
in der Formel 44 die Winkel ß und «, wonach 
man die jener Formel ganz analoge Formel: 

cos (ß — a) = cos ß . cos « -+• sin ß . sin a 
erhält, deren Richtigkeit man analog dem Be- 
weis 1^. darthun kann, nur hat man dann in 
der Figur 46 den kleineren Winkel a auf dem 
grösseren Winkel ß abzutragen. 

C. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a gleich dem spitzen Winkel 
ist. 

Soll die Formel: 
cos (a — ß) = cos « . cos ß + sin « . sin ß 
auch für den Fall richtig sein, dass 

« = ß 
ist, so muss, wenn man in derselben 

ß = « 
setzt, auch die Gleichung bestehen: 
a). cos (a — a) = cos a . cos « -f-.sin « . sin a 

Da nun: tt _ B = 
und nach Antwort der Frage 18: 

cos 0° = 1 
ist, so muss auch: 
b). . . . cos (« — a) = 1 
sein; da ferner: 

. cos« .cos« = cos 1 « 
und 

sin«, sin a — sm l a 

und nach der Formel 13 (siehe Antw. d. Frage 13) : 

c). . . . cos 2 « + sin*« = 1 

ist, so geht die Gleichung a). über in: 

d) 1 = 1 

Da sich aus den Gleichungen b). bis d). die 
Richtigkeit der Gleichung a). ergibt, so ist 
hiermit bewiesen, dass jene Formel 44 auch 
für den Fall richtig ist, dass « = ß ist. 
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Figur 47. 




Erkl. 107. Aus dem bei h rechtwinkligen 
Dreieck cha der Figur 47 ergibt sich nach 
der Erkl. 80a die Relation: 

ch 

81D « = -^r- 

ca 

oder, da ca als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 



1). 



ch = sin a 



Ferner ergibt sich aus dem bei g recht- 
winkligen Dreieck dga nach der Erkl. 80a 
die Relation: __ 

dg 
sin ß = ~^- 

_ da 

oder, da da als Radius des Kreises um a = 1 

angenommen wurde: 



2). 



dg = sin ß 



Erkl. 108. Aus dem bei h rechtwinkligen 
Dreieck cha -der Figur 47 ergibt sich nach 
der Erkl. 80b die Relation: 



cos« = 



ha 



ca 



oder, da ca als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 

1). . . . ha = cos « 

Ferner ergibt sich aus dem bei g recht- 
winkligen Dreieck dga nach der Erkl. 80b 
die Relation: 

cos ß = -?*L 
__ da 

oder, da da als Radius des Kreises um a = 1 
angenommen wurde: 



2). 



ga = cos ß 



Beweis II. 

A. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a grösser als der spitze Win- 
kel ß ist. 

Unter dieser Voraussetzung trage man den 
Winkel ß so auf den Winkel a ab, wie die 
Figur 47 zeigt. Dann beschreibe man um den 
gemeinschaftlichen Scheitel a beider Winkel 
einen Kreis, dessen Radius gleich der Län- 
geneinheit ist, und ziehe, wie in Antwort 
der Frage 17 gezeigt wurde, die sogenannten 
Sinuslinien d/J ch und dg, wobei man ein- 
mal ba 9 ein andermal ca als den festen Win« 
kelschenkel zu betrachten hat, und beachte, 
dass diese Sinuslinien die sogen. Kosinus- 
linien fa, ha und ga jener drei Winkel 
bestimmen. 

In Rücksicht, dass in der Figur 47 der 
Radius des Kreises um a = 1 ist, ergibt sich 
aus der Figur zunächst: 

cos (« — ß) = fa 

oder, wenn man gm\\ch und di\\fa zieht 
und berücksichtigt, dass 

Ja = fm-\-ma = dt + ma 

ist: __ 

a). . . cos (« — ß) = di -f- ma 

Um nun die Strecke di in Funktionen der 
Winkel a und ß auszudrücken, beachte man, 
dass nach der Erkl. 81: 

2£dgi = 2£hac = a 
ist, dass also die rechtwinkligen Dreiecke dig 
und cha ähnlich sind. 

Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke ergibt 
sich die Proportion: 

di: ch = dg : ca 

oder, wenn man berücksichtigt, dass 

ch = sin « ) 

_ > (liehe Erkl. 107) 

dg = sin ß ) 
und 

ca = 1, nämlich gleich dem Ra- 
dius des Kreises um a ist, welcher gleich der 
Längeneinheit angenommen wurde: 

dt : sin a = sin ß : 1 

und hieraus erhält man zunächst: 

b). . . . di = iina.sinß 

Um ferner die Strecke ma in Funktionen 
der Winkel a und ß auszudrücken, beachte 
man, dass die Dreiecke gma und cha ähn- 
lich sind. Aus der Aehnlichkeit dieser Drei- 
ecke ergibt sich die Proportion: 

ma :ha = ga : ca 

oder, wenn man berücksichtigt, dass 

ha = cos « 



und 



ga = cos/* ( 



(siehe Erkl. 103) 
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ca= 1, nämlich gleich dem Ra- 
dius des Kreises um a ist, welcher gleich der 
Längeneinheit angenommen wurde: 

ma : cosa = cob/5 : 1 

und hieraus erhält man zunächst: 

c). . . . ma = cosa. cos ß 

Aas den Gleichungen a)., b). and c). erhält 
man schliesslich die zu beweisende Formel: 

cos (« — ß) = sin a . sin ß + cos a . cos £ 
oder was dasselbe ist: 

cos (<* — ß) = cos « . cos ß -\- sin « . sin ß 

B. und C. Für die Fälle, dass « klei- 
ner als & oder dass a gleich ß ist. 

Unter der Voraussetzung, dass « kleiner 
als ß 9 verfahre man analog, wie in den Be- 
weisen IB. and IIA. gezeigt wurde. 

Unter der Voraussetzung, dass a gleich ß 
ist, verfahre man analog wie in dem Beweis 
ic. gezeigt wurde. 



Figur 48. 




Beweis III. 

A. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a grösser als der spitze Win- 
kel ß ist. 

Unter dieser Voraussetzung konstruiere man, 
siehe Figur 48, einen Kreis um m, dessen 
Durchmesser ab gleich der Längeneinheit 
(= 1) ist, trage alsdann die spitzen Winkel 
a und ß y wie die Figur 48 zeigt, an diesen 
Durchmesser ab an, verbinde b mit c, a mit d 
und ziehe die zweite Diagonale cd des somit 
erhaltenen Sehnenvierecks adbc. 

Nach dem in der Erkl. 89 angeführten pla- 
nimetri8chen, dem sogen. Ptolemäischen 
Lehrsatz ergibt sich nunmehr aus der Figur 48 
die Relation: 



cd. ab = ac.bd -{-bc.ad 

Um nun zunächst die Strecke cd in Funk- 
tionen der Winkel a und ß ausdrücken zu 
können, ziehe man einen Durchmesser des 
Kreises um m, welcher durch einen der End- 
punkte der Sehne cd geht, z. B. den Durch- 
messer cf, und verbinde d mit f. Man erhält 
somit nach der Erkl. 90 das bei d recht- 
winklige Dreieck cdf, dessen Hypothenuse 
cf als Durchmesser des Kreises um m = 1 ist 
und dessen spitzer Winkel dfc nach der Erkl. 
91 gleich dem Winkel dbc, nämlich = <f ist. 

Nach der Erkl. 80 a ergibt sich aus dem bei 
d rechtwinkligen Dreieck cdf die Relation: 



sin cf = 



cd 
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oder, da cf als Durchmesser des Kreises um 
m der Annahme gemäss == 1 ist: 

8 
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Erkl. 109. Aus dem bei c rechtwinkligen 
Dreieck acb der Figur 48 ergeben sich nach 
den Erkl. 80b and 80a die Relationen: 



cos« = 



ac 



und 



bc 
sin « = ^z^- 
ab 



oder, da ab als Durchmesser des Kreises am 
m = 1 angenommen wurde: 

1). . . . ac = cos « 

und 

2). . . . bc = sin « 

Ferner ergeben sich aus dem bei d recht- 
winkligen Dreieck adb nach den Erkl. 80b and 
80a die Relationen: 

cos/J = -=- 
ab 



und 



sin ß = 



ad 
ab 



oder, da ab als Durchmesser des Kreises um 
m = 1 angenommen wurde: 



3). 
und 

4). 



od = cos £ 
ad = sin/3 



nach 



cd = sin ö* 

Berücksichtigt man nunmehr, dass in der 
Figur 48: 

und dass £ als spitzer Winkel in dem bei c 
rechtwinkligen Dreieck acb = B — a ist, 
dass also: 

<T = /5 + 2J — « 
oder, was dasselbe ist, dass: 

<f = 22 — (a — ß) 
gesetzt werden kann, so erhalt man 
vorstehendem : 

cd = 8in[B — (<*—ß)] 

oder, da nach der Formel 16 a: 

sin (90°— a) == cos« 
(siehe Antwort der Frage 15) 

sin [R — (a — ß)] = cos (a — /J) 
gesetzt werden kann: 

b). . . . cd = cos (« — /?) 

Berücksichtigt man ferner, dass: 

c). . . 

d). . . . ac = cos o 

e). . . . bd = cos/S 

=- . ) (elehe Erkl. 109) 

f ). . . . 6c = sm er ' 

und 

g). . . . ad = sin/S 

gesetzt werden kann , so erhält man aas den 
Gleichungen a). bis g). durch Substitution: 

cos (a — ß) . 1 = cos « . cos ß + sin a . sin /S 
oder: 

cos («—■/$) = cos«, cos/5 -f-sin«. sin/9 
nämlich die zu beweisende Formel. 



ab = 1 nämlich gleich dem Durch* 
meseer dee Kreise« um m 



B. und C. Für die Fälle, dass a kl ei* 
ner als ß, oder dass a gleich ß ist. 

Unter der Voraussetzung, dass a kleiner 
als /J ist, verfahre man analog dem Beweis III a. 

Unter der Voraussetzung, dass a gleich ß 
ist, verfahre man ebenfalls analog dem Beweis 
III -*•• oder dem Beweis I c - 



Beweis IT. 

A. Für den Fall, dass der spitze Win- 
kel a grösser als der spitze Win- 
kel ß ist. 
Unter dieser Voraussetzung setze man in der 
Formel 48: 

cos (a + ß) = cos a . cos ß — sin er . sin ß 
(siehe Antwort der Frage 25) 

ß = -ß 

wonach dieselbe übergeht in: 

a). cos (« — ß) ss cob « . cos (— ß) — sin « . sin (— ß} 
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Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Formel 82 für 

COS( — ß) = COS/9 (siehe Antw. der Frage 22) 

und nach der Formel 31 für 

8in( — ß) = — sin/f (siehe Antw.d.Fr»ge 22) 

gesetzt werden kann, so geht in Rücksicht 
dessen die Gleichung a). über in: 

cos (o — ß) = cos a . cos ß — sin a — sin ß 

und man erhalt hieraus die herzuleitende For- 
mel 44: 

cos (o — ß) = cos « . cos ß 4- sin a . sin ß 

B. und C. Für die Fälle, dass « klei- 
ner als ß, oder dass a gleich ß ist. 

Unter der Voraussetzung, dass a kleiner 
als ß ist, verfahre man wie in den Beweisen 
IB. an d IVA. gezeigt wurde. 

Unter der Voraussetzung, dass a gleich ß 
ist, verfahre man wie in dem Beweis I c - ge- 
zeigt wurde. 



Frage 27. Sind die in den Antworten 
der Fragen 23 bis 26 aufgestellten For- 
meln 41 bis 44 allgemein gültig, 
d. h. sind dieselben auch gültig, wenn 

man den Winkeln a und ß irgend Antwort. Die in den Antworten der 

welche beliebige positive oder Fragen 28 bis 26 aufgestellten Formeln 

negative Werte beilegt, und wie kann 41 bis 44, nämlich: 

man die gemachte Aussage beweisen? , x . , , „ v 

1). Sin(a+0) = 8ina.COS0-|-COSa.Sin0 

2). sin(a-fW = ß^«-cosjJ — cos«. sin/3 

i^iÄi.% a ÄV.Tt al Ä r StA V<«+fl = "■«•«»'—•»«•■«»' 

stehender Antwort erwähnten Formeln 41 — 44 un( * 

ist in der sogenannten Moivr eschen Formel 4). COS(a — ß) = COS « . COS ß + sin « . sin ß 

enthalten. 

(stehe Kiejer« Lehrbuch der Eich tun gtwüüen und welche in jenen Antworten für den be- 

d.r ko.pl««. 6rö.-n.) sonderen Fall bewiesen wurden, dass « 

und ß spitze Winkel sind, sind ganz 

Srkl. 111. Den Beweis der Richtigkeit der allgemein gültig, 

in nebenstehender Antwort angefahrten all ge- _ . , A ,. . , 

meinen Relation: Bezeichnet man hiernach mit <p und 

A). sin(y + v) = siny.cosv + cosy .siny V zw ei ganz beliebige Winkel, so 

kann man, für den Fall, dass z.B.: finden die ganz allgemeinen Bezieh- 

<p s= 4.nB + a ungen statt: 

and 2 = i'" Ä +(B+Ä A >- 8in(g)+u;) = 8ing).cosv;+coS(p.sinv; 

ist, dass also: B). sin(gj — n>) = sin<p.costp — costp.sintp 

. 9 = «L , C). cos(orH>) = cosai.cos«j;— sinip.smy 

und y, = B + ß und 

ist, auf geometrische Weise und awar ana- n ^ „ na /_ .„i-»«,. /.rtQ.i,_i_ei n ,» ain... 

log den in den Antworten der Fragen 23-26 D )- «»(»— i*) — C08».C0B^+8in».BUH* 

angefahrten Beweisen I wie folgt fuhren: Die Richtigkeit dieser Aussage, bezw. 

Man (konstruiere sich die den Figuren 31 und die Richtigkeit der vorstehenden ganz 

NwhAntwort'derFrageSergiht sich aus allgemeinen Relationen A). bis D). 

der Figur 49: kann man wie folgt darthun: 
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8in[« + (R + fl] = 



Pf 
pa 



oder, da: 

P~f = pi — fi = JP*— <fi 
geaetit werden kann: 

— ff* — 9 h 



a), 



8in[« + (R + /J)] = 



Pf 



Aus dem bei t rechtwinkligen Dreieck pai 
ergibt sich nach der Erkl. 80 b und in Rück- 
sicht, dass nach der Erkl. 81: 

2£gpi = 2lbac = a 
ist, die Relation: 

pi 
cos « =r ^r 

oder: _ J" 

a). . . pi = pg . COB a 

Da ferner in dem bei $r rechtwinkligen 
Dreieck pga der Winkel pag = 2R — (R+/J) 
also = (R — ß) ist und sich hiernach und nach 
der Erkl. 80a aus diesem Dreieck die Relation: 



■ß,-M. 



pa 



sin (R- 

ergibt, so erhalt man hieraus: 

pg = ^ä.sin(R — ß) 

oder, wenn man berücksichtigt, dass nach den 
Formeln 16a und 85a: 

sin (R— ß) = cos ß = sin (R +ß) 

gesetzt werden kann: 

ß). . . pg =pa. sin(R-f/?) 
und aus diesen Gleichungen «). und ß). erh&lt 
man hiernach für die Strecke jü': 

b). . . i>» = pa.8in(R + /9).cosa 

Für die Strecke gh erh&lt man aus dem bei 
h rechtwinkligen Dreieck gha> in welchem der 
Winkel gah = a als Scheitelwinkel ist: 

gh 

sin a = -==- 
ga 
oder: 

y). . . gh = ga.iilla 

Analog wie vorhin erh&lt man ferner aus 
dem bei g rechtwinkligen Dreieck agp, in 
welchem der Winkel pag = 2R — (R + ß) — 
(R — ß) ist: 

C08(R 

pa 



■ß) = 4±- 



oder: __ 

£<i = j>a.cos(R — /J) 
oder, wenn man nach der Formel 16 und 35 b : 

cos(R — ß) = sin/J = — cos(R-f-0) 
8eUt: _ _ 

<f). . . . ga=* — pa.co*(B. + ß) 
Aus den Gleichungen /). und J). ergibt sich 
also hiernach für die Strecke gh: 



Man bezeichne mit a and ß zwei 
beliebige positive spitze Winkel 
(inkl. der Winkel 0° und 90°) and be- 
achte, dass der in jenen Relationen 
A). bis D). vorkommende Winkel <p nur 
einen der Werte: 

a). 4.WÄ + « 

b). 4.nB + (B + a) 

c). 4.w22 + (2iJ + «) 

d). 4.n22 + (322 + «) 
und dass dann der andre in jenen vier 
Relationen vorkommende Winkel ip nur 
einen der Werte: 

e). i.mR + ß 

f). 4.mR + (R + ß) 

g). 4.mR + (2R + ß) 

h). 4.mR + {SR + ß) 
annehmen kann, oder umgekehrt, wenn 
man sich in den Ausdrücken a). bis b). 
für n und m zwei beliebige ganze 
positive Zahlen, inklusive derNull, 
substituiert denkt. 

Nunmehr beweise man die Richtigkeit 
einer jeden der unter A). bis D). ange- 
führten allgemeinen Relationen, analog 
wie in den Antworten der Fragen 23 
bis 26 gezeigt wurde, für jeden einzel- 
nen der sich hiernach ergebenden Fälle 
(siehe Erkl. 110) und wie in den Erkl. 
111—115 für einige dieser Fälle ge- 
zeigt ist. 

Da sich aber in bezug auf die beson- 
deren Werte, welche die Winkel <p und 
\p nach vorstehendem annehmen können, 
für jede der unter A). bis D). aufge- 
stellten allgemeinen Relationen eine 
sehr grosse Anzahl verschiedener 
Fälle ergibt (siehe die Erkl. 111—115) 
und da die Beweise dieser hiernach 
entstehenden grossen Anzahl von For- 
meln auf algebraische Weise und auf 
verschiedene geometrische Weisen ge- 
führt werden können, bei letzteren aber, 
wie aus den Erkl. 111, 113 und 114 
ersichtlich ist, für einen jeden einzelnen 
Fall eine besondere, oft komplizierte 
Figur erforderlich ist, so sei hier be- 
merkt, dass die algebraische Beweis- 
methode (siehe die Erkl. 112 u. 115— 117) 
zum Beweis jener Formeln vorzuziehen ist. 
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«). 



gh— — pa.cos(R + /9).sina 



Ans den Gleichungen a)., b). und c). folgt 
nunmehr: 

■Iii[« + (R + ä] = 

j>a.sin(R+/J). cos a—[—pa. cos (R+/J). sin o] 

pä 

oder nach gehöriger Reduktion: 

•io[« + (R + A] = 

sin a . cos (R + ß) + cos « . sin (R + /J) 

womit die Richtigkeit der vorstehenden all- 
gemeinen Relation A). für den Fall, dass 

<jp = « und \p = R + ist, 
dargethan ist (siehe ErkL 112). 



Figur 49. 




Ferner sei noch bemerkt, dass man 
zum algebraischen Beweis der all- 
gemeinen Relationen B). und D). die 
Relationen A). und C). , sobald deren 
Allgemeingültigkeit nachgewiesen ist, 
benutzen kann, indem man an Stelle 
von -f-tj/ nur den Wert — <p zu substi- 
tuieren und die Formeln 31 und 32 
zu berücksichtigen hat (siehe Erkl.117). 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass 
man bei der Substituierung der beson- 
deren Werte fär <j> und \p, welche in 
den vorstehenden Ausdrücken a). bis h). 
enthalten sind, nur die Fälle zu be- 
rücksichtigen braucht, welche man er- 
hält, wenn man in den Ausdrücken a). 
bis h). n = und tn = setzt, indem 
allgemein, wenn y und ö irgend welche 
Winkel bedeuten: 



Krkl. 112. Den Beweis der Richtigkeit der 
in nebenstehender Antwort angeführten all- 
gemeinen Relation: 

A). sin (y -J- 1//) = sin y . cos i// + cos y . sin y 
kann man, für den Fall, dass z. B.: 
q, = 4.ni2-|-a 
y = 4.mR + (R + ß) 
und n = m = 

ist, dass also: 

ip = a 
und \\) = R+ß 
ist, auf algebraische Weise wie folgt fuh- 
ren (siehe die Er kl. 111): 

Soll die vorstehende allgemeine Relation 
A). auch für den Fall richtig sein, dass 
<p = a 
und \fj = R + ß 
ist, so mus8 hiernach die Gleichung bestehen: 

a). sin[« + (fi + /*)] = sin«.cos(B + £) + 
cos a . sin (R + ß) 
Zum Kachweis des Bestehens dieser Gleichung 
mussman zwei Falle unterscheiden, nämlich 

den Fall, wenn a-\-ß kleiner als R 
und „ „ „ « + /* grösser „ R ist. 



(siehe die 
Formeln 80 a 
und 30b 
Iin Antwort 
der Frage 20 



sin(B + «) 

COS (R -j- a) 



sin (4 . nR-\-y) = sin y 
sin(4.w2Z+ 6) = sin ö 
cos (4. nR-\-y) = cos 7 
und 

cos(4.mJi4-ö) = cosd 
hiernach auch: 

sin [4. n2? + (£ + «)] = 
cos[4.nB + (B+«)] = 
u. s. f. ist. 

Dass endlich die unter A). bis D). er- 
wähnten allgemeinen Relationen auch 
für negative Werte für <p und \\> Gül- 
tigkeit haben, ergibt sich, wenn deren 
Allgemeingültigkeit für alle positiven 
Werte, wie vorstehend erwähnt, bewie- 
sen ist, aus folgendem: 

a). Wird in den Relationen A). und 
C). einem der Winkel <p und \p ein ne- 
gativer Wert beigelegt, so erhält man 
bezw. die Relationen unter B). und 0)* 
ß). Werden in den Relationen A). und 
C). den beiden Winkeln y und \p 
negative Werte, 
oder wird 
j). in den Relationen B). und D). dem 
Winkel q> ein negativer Wert 
beigelegt, 
oder ist 
<5). in diesen letzteren Relationen 

\p>(p 
so erhält man stets für die Summe 
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1). Unter der Voraussetzung, dass <P + ty, bezw. für die Differenz <p — ty 

beachte rnaV^/ass 16 * ** *** * ^ einen ne 8 ativen Wert, und da nach 
..u^jl'/r j_ Ä n «5«ro_i_r _l_ ä m der Formel 31 für den Sinus eines ne- 
•sin[« + (R + /J)] = sin[R+(« + M fffttiven Winkels der neeative Sinus 
oder, dass hiernach und in Rücksicht der § &u ™n winKeis aer negative öinus 
Formel 85a: desselben positiven Winkels, und da 
b). . . sin [a + (R + ß)] = cos (« + ß) ferner nach der Formel 32 für den Kosinus 
gesetzt werden kann; dass ferner nach den eines negativen Winkels der Kosinus 
Formeln 35b und 35a desselben positiven Winkels gesetzt 
cV; . cos (R 4-/J) = —sin ^ werden kann, so kann man alle die 
d? sin TR 4- ß) = cos ß Fälle, welche man erhält, wenn man 
ist. 'in RücksiTht der Gleichungen b). bis d). Jen Winkeln g> und V™«*^*^*«« 
geht die Gleichung a). über in: beilegt, auf die Fälle zurückführen, 
cos (a + ß) = sin a - — sin ß + cos a . cos ß welche man erhält, wenn man den Win- 
und hieraus erhalt man die in Antwort der k^n <p und \p dieselben positiven 
Frage 25 für spitze Winkel a und ß bereits Werte beilegt, womit auch die Gültig- 
bewiesene Formel: keit jener Formeln für beliebige nega- 
e). cos (<* + ß) = cos a . cos ß — sin a . sin ß tive Winkel nachgewiesen werden kann, 
woraus die Richtigkeit der Torstehenden Glei- (Siehe Erkl. 118.) 
chung a). für den Fall, dass a + ß <•£ ist, 
hervorgeht. 

2). Unter der Voraussetzung ferner, dass 
a-\-ß grösser als B ist, 
setze man in der Gleichung a).: 
a = R — y 
und ß = R — <T 
in welchen Relationen y und <f solche spitze 
Winkel Torstellen, deren Summe kleiner als 
B ist; man erhält alsdann die Gleichung: 

aj. sin[(R— y) + [R+(R -<*)]] = sin(R- y ).cos[R + (R-if)]+co8(R-y).8in[R-h(R-J)] 

deren Richtigkeit nunmehr nachzuweisen ist. 
Zu diesem Zweck beachte man, dass: 

B in[(R-y) + [R + (R-<J)]] = sin [3R-(y+*)] 

oder dass hiernach und nach der Formel 88 a, 
da (y + 4?) einen spitzen Winkel darstellt: 

b t ). sin[(R- y ) + [R + (R-<r)]] = -cos(y + *) 

gesetzt werden kann; dass ferner nach den 

Formeln 16 a und 16 

c,). . . . sin(R— y) = cosy 

und 

d t ). . . . cos (R — y) = sin y 

und dass nach den Formeln 20 und 17: 

e,). cos[R4-(R— <T)] = cos(2R— <fj = — cos<T 

und 

f t ). 8in[R + (R-d)]«sin(2R— 4 <f) = sin(r 

ist In Rücksicht der Gleichungen b,). bis f,). 

geht also die Gleichung a ( ). Aber in: 

— cos(y+<f) = cosy— cos J-f-siny.sin <f 
und hieraus erhalt man die in Antwort der 
Frage 25 für spitze Winkel y und ä bereits 
bewiesene Formel: 

g t ). cos (y + 6) = cos y . cos <f — sin y . sin ä 
woraus die Richtigkeit der vorstehenden Glei- . 
chung a ft )., bezw. die Richtigkeit der vor- 
stehenden Gleichung a). auch für den Fall, 
dass o -f /J > B ist, hervorgeht. 
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Figur 50. 



Erkl. 113. Den Beweis der Richtigkeit der 
in nebenstehender Antwort angeführten all- 
gemeinen Relation: 

A). sin (<p + V) = sin <P • C08 x i> + cob y . sin \p 
kann man, für den Fall, dass z. B : 
<p = 4.nR + {R + a) 
. i// = 4.mR + (R+ß) 
und n = m = 
ist, dass also: 

<p = Ä-j-a 
und i/; = R-rß 
ist, auf geometrische Weise, und zwar ana- 
log den in Antworten der Fragen 23—26 an* 
geführten Beweisen III, wie folgt führen: 

Man konstruiere, siehe Figur 50, einen Kreis 
am m, dessen Durchmesser ab gleich der 
Längeneinheit (= 1) ist, trage alsdann an 
den Endpunkt a des Durchmessers ab jene 
speziellen Winkel (R-J-a) und (R + ß), wie 
die Figur 50 zeigt, aneinander, verbinde b mit 
c und d und ziehe die zweite Diagonale cd 
des Sehnenvierecks adbc. 

Da nun die Nebenwinkel <f und e der stum- 
pfen Winkel (R + o) und(R + 0) spitze Win- 
kel sind, so erh&lt man aus der Figur 50 mit- 
tels Anwendung des Ptolem&ischen Lehr- 
satzes, analog dem Beweis III in Antwort der 
Frage 23, für jenen spitzen Winkel <f und e: 

a). . . sin (d -+- 1) = sin J . cos e + cos <J . sin « 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Figur 50: 

* + « = 4R — (R+«) — (R + /J) 
oder: 

<f + f = 4B-[(R+a) + (R+Äl 
dass also: 

sm(J + € ) = sin[4R-[(R + «) + (R + /J)]] 
oder, dass nach der Formel 19: 

sin (4 R — a) = — sin a 

(siehe Antw. d. Frage 20) 

b). . . sin(<r+ € ) = 8 in[4R-[(R+«) + (R+/?)]] = -sin [(R+«) + (R+Ä] 
ist, dass ferner: 

<T = 2R-(R + a) = (R — a) 

e = 2R-(R + /?) = (R-/J) 
mithin : 




c). . 

d). . 

und 

ist, 



sin <f = sin (R — a) = cos a = sin (R-f a) 
cos e = cos(R — ß) = *mß = — cos(R + 0) 
cos & = cos (R— o) = sin a = — cos (R + «) 

sin e = sin (R — ß) = cos ß = sin (R -f 0) 
so geht die Gleichung a). in Rücksicht 



(siehe die Erkl. 16 u. 16a 
in Antwort der Frage 15 
und die Formeln 85a und 
85 b In der Anm. 18 der 
1. Auflag«, bazw. in der 
Erkl. 75 der 2. Auflage) 



der Gleichungen b). bis f). über in: 

— sin [(R + a) + (R + /J)] = sin (R+ a) • — cos (R+/T) + — cos (R+a) . sin (R+0) 

und hieraus erhält man schliesslich: 

sin[(R+«)-f-(R+£)] = 8in(R + o)-cos(R + /9) + co8(R + o).sin(R+/J) 
womit die Richtigkeit der vorstehenden all- 
gemeinen Relation A).: 

sin (<p + y) = sin <p . c( s \p -fr- cos <p . sin \\> 
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für den speziellen Fall, dass 

V = (R+a) 

und v = (& + ß) i8t » 
dargethan ist. (Siehe die Erkl. 114 u. 115). 



Erkl. 114. Den Beweis der Richtigkeit der 
in nebenstehender Antwort angefahrten allge- 
meinen Relation: 

A). sin (y + 1/0 = sin <y . cos V + C08 <f • *"* V 
kann man für den Fall, dass z. B.: 
<f = 4.nB + {B + a) 
V; = 4.mB + (B + ft 
und n = m = 
ist, dass also: 

und j}/ = B + ß 
ist, auf geometrische Weise, und zwar ana- 
log den in den Antworten der Fragen 23—26 
angeführten Beweisen I, wie folgt führen (siehe 
Erkl. 115): 

Man konstruiere sich die den Figuren 81, 
83 und 49 analoge Figur 51, und zwar z. B. 
unter der Voraussetzung, dass 

a-\-ß kleiner als B ist. 

Nach Antwort der Frage 9 ergibt sich aus 
der Figur 51: 

sin [(R+ a) + (R+ß)] = =MU 
L pa 

oder, da _ __ 

Pf = pi + *f= Pi + gk 
gesetzt werden kann: 

a). . . rin [(R+«)+(R+Ä] = ~ {p i + 9h) 

pa 

Aus dem bei h rechtwinkligen Dreieck gha 
ergibt sich nach der Erkl. 80 a und in Rück- 
sicht, dass der Winkel hag = 2R — (R+a) 
= (R — «) ist: __ 

sin(R — a) = 4^- 
ag 
oder nach der Formel 16 a: 

a). . . g h = ag . cos a 

ferner ergibt sich nach der Erkl. 80 b aus dem 
bei g rechtwinkligen Dreieck pga und in Rück- 
sicht, dass 2£pag = 2R — (R + /J) = (R— ß) 
ist: — 

cos(R — ß) = -^- 
pa 
oder nach der Formel 16: 

ß). . . ag = pa. sin ß 
und aus den Gleichungen a). und ß). erhalt man 
ür die Strecke gh: 

b). . . . gh = pa. bin 0.cos a 



Figur 51. 
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Ans dem bei % rechtwinkligen Dreieck pig 
ergibt sich nach der Erkl. 80 b nnd in Rück- 
sicht, dass 2£ gpi = 2£ fae = 2R — (R+o) 
= (R — a) ist: _ 

COS (R — ft) =s -^r 

pg 
oder nach der Formel 16: 

y). . . pi s= pg . sin a 

ferner ergibt sich nach der Erkl. 80 a aus dem 
bei g rechtwinkligen Dreieck pga nnd in Rück- 
sicht, dass der Winkel pag = 2R— (R + /J) 
= (R — ß) ist: 

sin(R — ß) = -££ 
P<* 
oder nach der Formel 16 a: 

<J). . . pg = pa. cos ß 

und ans den Gleichungen y). nnd S). erhalt 
man für die Strecke pi: 

c). . . . pi = pa . cos ß .sin a 

Ans den Gleichungen a)., b). und c). ergibt 
sich nnnmehr durch Substitution: 

sin [(R+ «) + (R + fll = nl^-^A-'ina+^.rin/l. cos a) 

oder: 

sin[(R + a) + (R4-/Jj] = — cofl^.sina — sin />. cos a 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach den 
Formeln 85 a und 35 b: 

cos a = sin (R + "). 
cos/} = sin(R-)-l) 

sin /? = — cos (R -|- /J) 
und 

sin a = — cos (R + a) 

gesetzt werden kann, so erhalt man schliesslich: 

Bin[(R + a) + (R + ß] = — sin (R + /*)• — cos (R+a) cos(R+« .sln(R + o) 

oder: 

sin[(R-4-a) + (R+Ä] = Bin(R + a).cos(R + 0j + cO8(R + a).sin(R+£) 

womit jene allgemeine Relation A). für den 

Fall, dass 

<p = R-f-a 

und \jj = R + /J ist, 
dargethan ist. (Siehe die Erkl. 113 u. 115). 



Erkl. 115. Den Beweis der Richtigkeit der 
in Antwort der Frage 27 angeführten allge- 
meinen Relation: 

A). sin (y + yi) = sin (p ,coBtp-\- cos <p . sin tp 
kann man, für den Fall, dass z. B. : 
W = 4.nU + (Ä + «) 

M y = 4.roB + (Jß + £) 
und 

n = m = 

ist, dass also: 
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nnd * = *+«' 

ist, auf algebraische Weise wie folgt fahren 
(siehe die ErkL 113 u. 114): 

Soll die vorstehende allgemeine Relation > 

A). auch für den Fall richtig sein, dass 

und * = *+■ 

i/, = R + /J • • 

ist, so mus8 hiernach die Gleichung bestehen: 

a). sin[(R + a) + (R + jfr)] = sin(R + a).cos(R + fl + co3(R + «).Bin(R + /?) 

Zum Nachweis des Bestehens dieser Glei- 
chung muss man zwei Falle unterscheiden, 
nämlich: 

den Fall, wenn (a-\-ß) kleiner als B 
und „ „ wenn (a + ß) grösser als JB ist. 

1). Unter der Voraussetzung, dass 
a-\-ß kleiner als B ist, 
beachte man, dass: 

sin[(R+«) + (R+fl] = sin[2R + (a + fl] 
oder, dass hiernach und in Rücksicht der 
Formel 18: 
b). sin[(R + «) + (R+/J)] = -sin(«+fl 

gesetzt werden kann; dass ferner nach den 
Formeln 35 a und 35 b: 

c). . . . sin (R + <*) = cos * : 

d). . . . sin (R -j- ß) == cos ß 

e). . . . cos (R + ß) = — sin ß 

und 

f). . . . cos(R+o) = — sin« 

ist. Nach den Gleichungen b). bis f). geht 
also die Gleichung a). über in: 

— ßin (a-J- ß) = cos a — sin ^ -| sin a . cos ß 

und hierans erhält man die in Antwort der 
Frage 23 für spitze Winkel a nnd ß bereits 
bewiesene Formel: 
g). sin (o + ß) = sin a . cos ß -f cos a . sin ß 

woraus die Richtigkeit der vorstehenden Glei- 
chung a). für den Fall, dass 
a + ß<R 
ist, hervorgeht. 

2). Unter der Voraussetzung ferner, dass 
a-\-ß grösser als B ist, 
setze man in der Gleichung a).: 

« = R- y 

und 

ß == R — (f 

in welchen Relationen y und <f solche spitze 
Winkel vorstellen, deren Summe kleiner als 
B ist; man erhält alsdann die Gleichung: 

14). sin [(R+R— y) + (R+R- <T)] = sin (R+R~ y) . cos (R+R- <T) + cos (R+R- y) .sin(R+R- J) 

deren Richtigkeit nunmehr nachzuweisen ist. 
Zu diesem Zwecke beachte man, dass 

sin[(R+R- y ) + (R+R-<f)] = sin[4R-(r+<J)] 
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oder, dass nach der Formel 19, da (y+<J) 
einen spitzen Winkel darstellt: 

b,). sin [(R+R- y ) + (R+R-J)] = -8in(y+«r) 

gesetzt werden kann; dass ferner nach den 
Formeln 17 und 20: 

c,). sin(R+R — y) = Bin(2R— y) = siny 

d,). sin(R + R — <r) = sin(2R— <T) = sin<T 

e t ). cos(R+R— <T) =cos(2R— cT) = — cos* 

und 

f t ). cos (R+R— y) = cos (2R— y) = — cos y 

ist. In Rücksicht der Gleichungen b t ). bis f t ). 
geht die Gleichung a,). aber in: 

— sin (y + <7) = sin y — cos <T -j cos y . sin <J 

und hieraus erhält man die in Antwort der 
Frage 28 für spitze Winkel y und S bereits 
bewiesene Formel: 
g). sin(y+J) = sin/.coscf + C08y.sin cf 

woraus die Richtigkeit der vorstehenden Glei- 
chung a ft ) , bezw. die Richtigkeit der vorsteh. 
Gleichung a). auch für den Fall, dass 

« + /J>R 
ist, hervorgeht (Siehe die Erkl. 113 u. 114). 



Erkl. 116. Ist einmal die Gültigkeit der in 
Antwort der Frage 27 angeführten allgemei- 
nen Relation: 
A). sin ((p + xp) = sin <p . cos \p -+- cos <p . sin xp 

wie in vorstehenden Erkl. 111 bis 115 gezeigt, 
für alle positiven Werte, welche man ip und 
V beilegen kann, nachgewiesen, so kann man 
die Allgemeingültigkeit der in jener Antwort 
aufgestellten allgemeinen Relation: 

C). cos ((f + ip) = cos (p.cosxp — sin cp . sin \p 
algebraisch wie folgt nachweisen: 
Da nach Antwort der Frage 18: 
sin R = 1 
und cosR = ist, 
so kann man: 
a). . . cos {(f -\- xp) = sin R . cos (tp + \p) + cos R . sin (<p -f \p) 

setzen. Berücksichtigt man nunmehr, dass nach 
der vorstehenden, für alle Falle gültigen Re- 
lation A).: 

sin R . cos {<p -f- xp) + cos R . sin (y + xp) = sin [R + (<p -f- ip)] 

gesetzt werden kann, so geht in Rücksicht 
dessen die Gleichung a). über in: 

cos ((p+ ip) == sin [R + (tp + xp)] 
oder in: 
b). . . cos((p + ip) = sin[(R-fy)-l-i/;] 

Entwickelt man nunmehr die rechte Seite 
dieser Gleichung nach der vorstehenden Rela- 
tion A)., so erhalt man: 

c). . • cos (y + #) = sin (R-f- tp) . cos V>-f- cos (R+ <p) . sin \p 

Berücksichtigt man ferner, dass nach der- 
selben Relation A).: 



124 Goniometrie. 

sin (R+ tp) = sin R . cos y + cos R . sin <y> 

oder, da: sin R = 1 

und cos R = 

gesetzt werden kann: 

d). . • sin (R + tp) = cos tf 

ist, and dass ferner nach der Formel 16a, deren 
Allgemeingültigkeit in der Erkl. 78 bewiesen 
wurde: 

cos (R+ tp) = sin [R — (R+ tf)] 

und dass hiernach: 

cos(R + y) = sin(— tp) 
oder nach der Formel 31: 
e). . . . cos (R -f tp) = — sin tp 

ist, so geht in Rücksicht dessen die Gleichung 
c). über in: 

cos (tp + VO — C08 y • C0B V> H sin y . sin y 

und hieraus erhält man die vorstehend er- 
wähnte und allgemein herzuleitende Relation: 

G). cos (</> + 1//) = cos <p . cos v — sin y . sin v 



Erkl. 117. Ist einmal die Gültigkeit der in 
Antwort der Frage 27 angeführten allgemei- 
nen Relationen: 

A). sin (tp + tp) = *in tp . cos tp -\- cö% tp . sin tp 
und 
B). cos (<p-\-ip) = cos y . cos tp — sin tp . sin i/> 

wie in den vorstehenden Erkl. 111 — 116 gezeigt, 
für alle positiven Werte, welche man tp und 
tp beilegen kann, nachgewiesen, so kann man 
die Allgemeingültigkeit der in jener Antwort 
aufgestellten allgemeinen Relationen: 

B). sin (tp — V) = 8in tp. cot tp — cos tp. hin tp 

und 

D). cos {tp — tp) = cos <p . cos tp + sin tp . sin tp 

wie folgt nachweisen: 

Man setze in jenen für alle positiven Werte 
für tp und ' tp bewiesenen Relationen A). u. C).: 

tp = — tp 
wonach jene Relationen bezw. übergehen in: 

a). . . sin(y — tp) = sintp .cos(— tp) + coztp .sin(— \p) 

und in: 

b). . . cos (tp — tp) = cos tp . cos ( — tp) — sin tp . sin ( — tp) 

Setzt man nunmehr, nach den Formeln 31 
und 82: 

sin (— tp) = — sin tp 
und cos ( — tp) = cos tp 

so gehen die Gleichungen a). und b). bezw. 
über in: 

c). . . sin (tp — tp) = sin tp . cos tp -f- cos tp — sin tp 

und in: 

d). . . cos (tp — tp) = cos tp . cos tp — 8in tp • — sin tp 

und aus diesen Gleichungen ergeben sich jene 
Relationen B). und D)., deren Allgemeingültig- 
keit hiermit dargethan ist. 



Ueb. d. BtUt. switoh. d. Funkt. Sinnt u. Kosinus d. Bwbum od. Differtns tweier Winkel n. d. Funkt, j. eins. Winkel« J25 

Erkl. 118. Ist einmal die Gültigkeit der in 
Antwort der Frage 27 angefahrten Relationen : 
A). sin (tp-\-\p) = sin tp . cob \p -f- cos tp . sin \p 
B). sin [tp — \p) = Bin <p . cos \f> — cos tp . sin \p 

C). cos (tp -+- V) = cos tp . cos v — 8in <p . sin ?/; 

nnd 

D). cos (y + \p) = cos <p . co6 ip -|- sin y . sin \p 

fftr alle positiven Werte bewiesen, welche 
man tp und ip beilegen kann, so kann man 
den Nachweis, dass diese Formeln anch gültig 
sind, wenn man <p nnd \p beliebige nega- 
tive Werte beilegt, wie folgt führen: 
1). Legt man in den Relationen A). und C). 

dem Winkel ip einen negativen Wert 

bei, so erh&lt man die Relationen B). und 

D)., deren Allgemeingültigkeit nach der 

Erkl. 117 dargethan ist 
2). Legt man in den Relationen A). und C). 

dem Winkel tp einen negativen Wert 

bei, so erhält man Relationen, welche den 

unter B). und D). angeführten analog sind, 

sobald man tp mit \p vertauscht. Man hat 

also den unter 1). erwähnten Fall. 
3). Legt man in den Relationen A). und G). 

den beiden Winkeln <p und ^negative 

Werte bei, so gehen diese Relationen bezw. 

über in: 

a). . . sin (— fp — xp) = sin (— tp) . cos (— \p) + cos (— <p) . sin (— ij;) 

bezw. in: 

b). . . cos(— y— \p) = cos(— y).cos(— ^) — sin(— y).sin(— \p) 

nnd hieraus erh&lt man durch Reduktion 

und nach den Formeln 31 und 32: 

a*,). • . sin [— - (tp + \p)] = — sin tp . cos \p + cos <p • — sin \p 

bezw. 

b,). . . cos [ — (tp-\- ip)] == cos tp . cos y> — ( — sin tp — sin \p) 

oder nach nochmaliger Anwendung der For- 
meln 31 u. 32 und nach weiterer Reduktion : 

— sin (tp -\-\p) = — Bintp. cos \p — cos tp . sin %p 

oder: 

83). . . sin (tp -f- \p) aas sin tp . cos ip + cos tp . sin \p 

bezw. 

b 2 ). . . cos (tp-\-ip) = cos tp . cos \p — sin tp . sin ip 

womit dargethan ist, dass die Relationen 

A). und C). auch für diesen Fall gültig sind. 
4). Legt man in den Relationen B). und D). 

dem Winkel tp einen negativen Wert 

bei, so erh&lt man Relationen, die den 

unter 3). erw&hnten analog sind. 
5). Legt man in den Relationen B). und D). 

den beiden Winkeln tp und ip negative 

Werte bei, so erh&lt man nach gehöriger 

Reduktion und Vertauschung der Winkel 

tp und \p solche Relationen, die jenen all- 
gemeinen Relationen B). und D). analog sind. 

SrkL 119. Wie in einem spateren Abschnitt 
gezeigt wird, finden die in diesem Abschnitt 
aufgestellten Formeln 41—44 Anwendung bei 
der Berechnung der goniometrischen Tafeln, 
indem man mittels dieser Formeln, sobald man 
die goniometr. Funktion zweier Winkel kennt, 
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die goniometr. Funktion der Summe oder der 
Differenz jener Winkel berechnen kann, oder 
umgekehrt. 

Krkl. 120. Aufgaben zur Einübung der in 
diesem Abschnitt aufgestellten Formeln 41 bis 
44 findet man in späteren Abschnitten. 

Erkl. 121. Mittels der in diesem Abschnitt 
aufgestellten Formeln 41 bis 44 kann man die 
goniometrischen Funktionen der Summe dreier 
und mehrerer Winkel berechnen. (Sieheden 
späteren Abschnitt 22). 



17). Ueber die Relationen zwischen den Funktionen Tangens 

und Kotangens der Summe oder Differenz zweier Winkel 

und denselben Funktionen jener einzelnen Winkel. 

Frage 28. Welche Relationen 
bestehen : 
a). zwischen der Tangens der Summe 

zweier Winkel und den Tangens 

jener einzelnen Winkel; 
b). zwischen der Tangens der Dif- 
ferenz zweier Winkel und den 

Tangens jener einzelnen Winkel; 
c). zwischen der Kotangens der 

Summe zweier Winkel. und den 

Kotangens jener einzelnen Winkel; 

und 
d). zwischen der Kotangens der 

Differenz zweier Winkel und den 

Kotangens jener einzelnen Winkel? 
Die Richtigkeit der gemachten Aassage 
ist zu beweisen. 



Formel 45 



Formel 46 



Formel 47 



Formel 48 



Antwort. Zwischen den iir der ge- 
stellten Frage erwähnten Funktionen der 
Summe oder Differenz zweier Winkel 
und den betreffenden Funktionen jener 
einzelnen Winkel bestehen die Bezie- 
hungen, welchen durch folgende Formeln 
Ausdruck gegeben ist: 

tsr , , av tgq + tgg 
•■• *<« + *>- 1-tga.tgß 

"■ te(a - ß) -l + tga.tgß 



Ctg(a + 0) = 
Ctg(a-fl = 



Ctg a.Ctgß — 1 

Ctga + Ctg/f" 

Ctga.Ctg/J-f-1 



Ctg/J — Ctga 

Die Richtigkeit dieser Formeln kann 
man, wie folgt beweisen: 

A. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 45. 

Nach der Formel 7: 

sin a 
tga = 

ist: 



C08a 



,IT " COS(a-|-^ 
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oder, wenn man die Formeln 41 und 43 
berücksichtigt : 

ta(a + ß) = »h"-CQ8/>+CQ8a.8M 
° rj cos a . cos ß — sin a . sin ß 

Dividiert man nunmehr Zähler nnd Nen- 
ner des auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung stehenden Braches durch 

cos a . cos ß 
so erhält man: 

sin a . cos ß cos a . sin ß 
Erkl. 122. Ist einmal die Richtigkeit der cos«, cos £ """"" cos a. cos £ 

in nebenstehender Antwort angefahrten For- *Ä (« + ß) = ™„ «ns/i ain « sin * 

i jk ^jav* i 9« cos a. cos p sin cc . sin p 

mein 45 und 46 bewiesen, so kann man die — 

Richtigkeit der in nebenstehender Antwort an- , cos c . cos ^ cos a . cos ß 

geführten Formel 47: oder: 

-♦«~ «*•« i sin« , sin/5 

„*- 1- > «\ — ctg a . ctg ft — 1 £L 

ctg (« + /») = ■ cos a ' cos £ 

ctga + ctg/J tg(« + /?j = g— — -r^- - 

wie folgt beweisen: 1 — 8lnc . J5l 

C08 a COS o* 

Nach der Formel 9a: _ u ^ . . . A . . . , 

1 und, wenn man berücksichtigt, dass nach 

ct * a = TTT der Formel 7: 



tgcr 

ctg(« + Ä 



ist: sin« A , sin £ , _ 

= tg a und ~ = tg ß 



cos a cos ß 



*&(* + £) gesetzt werden kann: 
oder, wenn man die Formel 44 berücksichtigt: tga + tgß 

ctg(«4-Ä)= *8»-**P 

tga + tg/J nämlich die zu beweisende Formel 45. 



■tga.tgp* 



Durch Redaktion des auf der rechten Seite •» t» ätoä ;. -i ä « Rfoii+i/rlrAtt d** «nv 

te Gleichung stehenden Qnotienten erhalt B ^^iftSStSlt 

ctg (« + /*) = * ~~ tg g * tg ^ Nach der Formel 7 ist analog wie vorhin: 

**" + **£ _ _ sin(o — ß) 

oder, wenn man nach, der Formel 9: tg (a — ft — CQ8 ^ a _ ^ 

te « — * n-a t»Ä — * oder, wenn man die Formeln 42 und 44 

^ ctga * p ctgß berücksichtigt: 

setzt: s in c . cos /> — cos a . sin /> 

1 1 , 1 *(« — W — ~cosa.cos/J+8in«.8in^ 

ctg (« -f /Jj = ct & a — p?_P_ Dividiert man nunmehr Zähler und Nen- 

— - 1 L_ ner des auf der rechten Seite dieser Glei- 

ctg« ctg£ chung stehenden Bruches, wie in dem Be- 

nnd hieraus ergibt sich durch weitere Be- weis A)., durch cos a. cos ß, so erhält man: 
duktion: 



ctg*.ctg/J-l nna.cotß cosg.sinf 

— ctgg ctitß — ( — r — cos a * C0g ^ cos a . cos ß 

«e(*+ß)= ctg/ , + c ? 8c H( * ß '~ co. a. cos ß " "Bin «.Bin/» 

-TZTT— ^TX COS a . COS £ "008 a . COS 

oder: ctg«, ctg, ^ 

. , ^_ Ctgg.ctg/g -l i!?l_«M 

^ (€f + W ctg /J + ctg«" tg(«-fl = C08g ^--- 

nämlich die su beweisende Formel 46. 1 + 8 - ln - a . "^ 

1 cos « cos /i 

und, wenn man berücksichtigt, dass nach 
der Formel 7: 
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Bin a . 81DJ) x Ä 

= tg a und --- = tg ß 

coaa * cos£ * p 

gesetzt werder kann: 

lgl " " l + tg«.tg/J 
nämlich die zu beweisende Formel 46. 



Krkl. 123. Ist einmal die Richtigkeit der in 
nebenstehender Antwort angefahrten Formeln n t> • j »-i.x-t_.xj a _. 

45 und 46 bewiesen, so kann man die Richtig- c - Beweis der Richtigkeit der vorstehen- 
keit der in nebenstehender Antwort angeführ- den Formel 47. 

ten Formel 48: Nacll der Formcl Q . 

ctg(q-fl = «fr«-«*** 1 co 8ß 

gi *' ctg/S-ctg« Ctga = -sln^r 

auch wie folgt beweisen: ißt: 



Nach der Formel 9a: 

1 

Ctga = 



x / i _a cos(a + Ä) 



tg « oder, wenn man die Formeln 41 und 43 be- 
ißt: rücksichtigt: 

ctg(«-fl= J ctg(q + fl = cos«.co8 / .-8in C .sin / > 

tg(« — ß) 8lTPJ sin«.coB^ + cosa.8in/J 

oder, wenn man die Formel 45 berücksichtigt: Dividi e r t man nunmehr Zähler und Nen- 

( _ a\ — 1 ner des auf der rechten Seite dieser Glei- 

c g (« ß) — t g rt __ tg ^ chung stehenden Bruches durch 

1-J-tgq.tg/J sin q . sin £ 

Durch Reduktion des auf der rechten Seite s0 erb&lt man: . a Ä , 

dieser Gleichung stehenden Quotienten erhält cosq.cos g^ smq.sin f 

man : ct , , .v = sing. sin ß sing, sin f 

ctg r a _ «\ _. 1 + fr * ■ fr ß sin q. cos ft coha.sinß 

tg a — tg ß Bin q . sin ß "*" sin « . sin ^ 

oder, wenn man nach der Formel 9: oder: 

tg « = und te B = 1 - „,,, / Ä i ä. sin q sin fl 

ctg« *' ctg/J ctg(« + «= co o8ß 

setzt : . \ A — : 

! , sin 6 ' sin« 

1 -l. A . f __ 

4 , .. ctgq ctg* nnd, wenn man berücksichtigt, dass nach 

ctg (« - ß) = x ! der Formel 8 : 

cl^--*^- -^ = ctg« und -^J» ctg, 

und hieraus ergibt sich durch weitere Re- 8ina Bln ^ 

duktion: gesetzt werden kann: 

ctga.ctgA+ l ctg(o + Ä= ctg« + etg--l 



cos q cos ß 



ctg(a-ß)= «**•«*? _ «•i-™- ctg« + ctg/J 

ct g/? — ctg q nämlich die zu beweisende Formel 47 (siehe 

oder . ctgq. ctg /S Erkl. 122). 

' ctg(q-fl= Ct *»- Ct gA±l 

ctg /J - ctg q D Bewei8 der Richtigkeit der vorstehen- 

nämlich die zu beweisende Formel 48. den Formel 48. 

Nach der Formel 8 ist, analog wie vorhin: 
* / ox C08(q — ß) 

oder, wenn man die Formeln 42 und 44 
berücksichtigt: 
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Erkl. 124. Die in nebenstehender Antwort __ cos « . cos ß + sin a . sin ß 

aufgestellten Formeln kann man, wie folgt, zu- ct & (« - » - sin a . cos /J — cos « . sin 4~ 

sammenfassen: r ^ 

_J^«_±/S) Dividiert man nunmehr Zähler und Nenner 

*)• • • tg (« ± fl — x __ t ^-^ tg ß des auf der rechten Seite dieser Gleichung 

et* rtff ä— l stehenden Bruches, wie in dem Beweis C)., 

b). . . ctg (ß + fla etga. czgp.t- ^^ s ] XiaS i n ß 80 ernftlt man . 

cos c . cos ß sin g . sin ß 

Erkl. 125. Die in nebenstehender Antwort __ sin <x . sin ' sin a . sin ß 

aufgestellten Formeln sind ganz allgemein ctg(a — /9j— 

gültig. Der Beweis hierfür braucht nicht er- »in«.cosg _ cosa.sin^ 

bracht zu werden, da diese Formeln aus den . sin a. sin /J sin o. *mß 

Formeln 41—48 hergeleitet wurden und die oüer: 

Allgemeingaltigkeit der letzteren Formeln in C08ct . C08 ft , * 

Antwort der Frage 27 dargethan ist . , AX sin « sin ä ' 

ctg (« — ß) = £ - 

C08Ä COSa 

Erkl. 126. Für die Sekans und die Ko- -r— r - — - 

sekans der Summe oder der Differenz nnff ßmft 

zweier Winkel kann man den Formeln 41 bis und, wenn man berücksichtigt, dass nach 

48 analoge Formeln herleiten, wenn man die der Formel 8 

Formeln 11 und 12 berücksichtigt und analog 

wie in nebenstehender Antwort gezeigt wurde, — Ä = dtta und — - = daß 

verfahrt 8m « *™ß 

«t.i 4AR * t. A t j a*^ gesetzt werden kann: 
Erkl. 127. Aus nebenstehender Antwort er- ° 

gibt sieb, dass die Formeln 44 bis 48 auf ein- t , ^ ctg g . ctg ft -f- 1 

fache Weise aus den Formeln 41 bis 48 her- gl P) ctg ß — ctg a 

geleitet werden können, deshalb ist es nicht , , 

erforderlich, dass man jene Formeln 44 bis 48 nämlich die zu beweisende Formel 48 (siehe 

dem Gedächtnis einprägt, indem man sich die- die Erkl. 128 bis 127). 

selben stets, wie nebenstehend gezeigt, leicht 

herleiten kann. 



18). Aufgaben zur Einübung der in den Abschnitten 16 
und 17 aufgestellten Formeln 41 bis 48. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 70. Welchen Wert erhält man 
für ßin (« + ß), wenn : Auflösung. Setzt man in der Formel 41 : 

sin a = S sin (a + /J; = sin a . cos ß + cos a . sin ß 

5 gemäss der Aufgabe: 



4 



3 4 . m 1 



"*" - y sina = y, cosa=-g-, sin/9: 



1 , . 1 + nr 

und 



sin ß = y und cos ß = - Y% 

so erhftlt man: 



i ,_ so ernaii man: 

cosl = |V3 ** t? - , , * 3 l-/r- , 4 1 

oder: 

. mithin: 

sin (« + /») =1.(3/3 + 4) 

Goniometrie (WinkelmeBinngBlehre.) 9 
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Aufgabe 71. Welchen Wert erhält man 
für ctg(« — ß), wenn: Auflösung, Setzt man in der Formel 48; 

sin « = 1 ctg(«^/?)= ^g C .ctg/? + l 

cos« = K ctgß-ctga 

3 nach der Formel 8 und gemäss der Aufgabe: 
sin ß = — A 

r 5 cos« A 

und A Ctg €( = —. = — = (liehe Erkl.l») 

4 . A c, ° sin i( 1 
COS ß = -^- ist? 4 

— C08 / ? ^ _A. — *' 5 _ 4 
g ^ ~~ sin/» ~" 1 ~~ 5.3 ~~ J 
5 

Erkl. 128. Aus der Definition der Division 80 erhUt man: 
ergibt sich der Satz: o-y+1 

„Null durch jede Zahl dividiert gibt zum ctg(a — /*) = — < (siehe Erkl. 129) 

Quotienten Null." 

(Siehe Kleyers Lehrbuch der Buchstabenrechnung.) oder : 



«8 V" 


f) — 


i-o 


Ctg («t - 


-ß) = 


0+1 
l-o 


ctg (« - 


-ß) = 


1 

"4 ~ 



Erkl. 129. Aus der Definition der Multi- 
plikation ergibt sich der Satz: 
„Null mit jeder Zahl multipliziert gibt zum 
Produkt Null.« 

(Siehe Kleyers Lehrbuch der Buchstabenrechnung.) mithin: 



Aufgabe 72. Welche Relation erhält man, 
wenn man in der Formel 41: Auflösung. Setzt man in der Formel 41: 

sin (« + ß) = sin « . cos ß + cos a . sin ß sin (« + ß) = sin « . cos ß + cos a . sin/J 

ß = 90° setzt? = 900 

so erhält man: 

sin (o + 90°) = sin . cos 90°+ cos a . sin 90 1 

Erkl. 130. Die in nebenstehender Auflösung oder, wenn man berücksichtigt, dass nach Ant- 
entwickelte Gleichung: wort der Frage 18: 

sin (90° + «) = cos « C0B 900 — q 

ist identisch mit der Formel 85a: und 8 j n ^ _ ^ 

cos {B -f «) = cos a j 8 t : 

sin (a + 90°) = sin « . Ö + cos a . 1 
oder : 
A). . . Sin (90°+ a) = C08 a (siehe Erkl. ISO.) 



Aufgabe 73. Welche Relation erhält man, 
wenn man in der Formel 48: Auflösung. Setzt man in der Formel 46. 

cig f a - ß) =^«- Ct *±±± ctg ( —fl = ctg«.ctg/?+l_ 

Clg ^ P) ctg ß — ctg« Clg ^ a W ctg — ctg« 

<* = 270° (= SM) und ß = « setzt? « = 270° oder = SR 

p = " 
so erhält man: 

ctg(3R-«) = ^? 3 -^ C -^±A 
gl «; ctg a -ctg 3 R 

oder, wenn man berücksichtigt, dass nach Ant- 
wort der Frage 18: 

ctg 3R = 
ist: 
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ctgCSB-^ Vg' + l 
° v ' ctg a — 

oder: 
Erkl. 181. Die in nebenstehender Auflösung . /Q1) . 0+1 

entwickelte Gleichung: ct * ( 8R ~ «> = ~^T (>idw *«• 189) 

ctg (8R — «) = tg « mithin : 

ist identisch mit der Formel 88 d. ctg (8R — «) = 



ctg« 
oder nach der Formel 9: 

A). . . Ctg (8R — a) == tg « (siehe Brkl. 181) 



Aufgabe 74. Man soll mittels der For- 
mel 41 : Auflösung. Setzt man in der Formel 41 : 

8in(« + />)=sin«.co8/? + cos«.sin/J sin (« + /J) = sin « . cos /J + cos « . sin /J 

aas den Sinus und den Kosinus der Winkel a __ qq 

von 30° und 18°, nämlich aus: nn( \ 

i t ß = 18° 

sin 80° == -s- i »o erh&lt man: 



! / Aufgabe s sin (80°+ 18°) = sin 80°. cos 18°+ cos 80°. sin 18° 

cos 30° = y y 8 ] 0( j er> wenn man g em ft 88 (j er Aufgabe : 



Bin 180 = 1(^5-1) |. Uh . Auf . Bin 80« - 1; co 8 30»=ivT 

) löaung der 

cos 18« = i-VlO + 2 VT( A "** b ' ll gi n 180 = | tyY- l) 

den Sinus des Winkels von 48° berechnen. ^d 



setzt 



cosl8° = iv r 10 + 2V r 5 
sin (800 + 18«) = i . ±Yür+2VT+ 



Erkl. 182. Hat man, wie in nebenstehender IT *^' T ^* 5 ~" *) 

Aullösung gezeigt wurde, den Sinus von 48° 0( j er . 

berechnet, so kann man mittels dieses berech- * - * 

neten Werts, wie in der Auflösung der Auf- A). . . sin 48° = -^10 + 2^5 + 4--V3 • 
gäbe 2 gezeigt wurde, auch den Kosinus, die 8 _ ° 

Tangens und die Kotangens des Winkels von (1/5 __ 1) 

48° berechnen. v J 

Führt man die auf der rechten Seite dieser 
Qleichung angedeutete Rechnung aus, so er- 
hält man der Reihe nach: 

Erkl. 188. Hat man, wie in nebenstehender sin 48° = g ^10 + 2 . 2,236 + -g- • 1,732 . 

Auflösung gezeigt wurde, den Sinus der Win- ,% 935 1 \ 

kel von 48° berechnet, so kann man auch mit- * ' ' 

teil der Formel 16: • gin480 ^ ly 10 + 4472 + 2l65 im 
sin a = cos (90° — a) 8 f 

den Kosinus des Komplementwinkels von 42° . iQ0 1 \l \a aho i_no«7« 

berechnen und dann nach der Erkl. 132 auch 8m4b ~ 8~ V 14 > 4 ™ + ü >^ b7t> 
den Sinus, die Tangens und die Kotangens - 

des Winkels von 42° berechnen. ein 48 = ~ • 8,8042 + 0,2676 

oder: 

sin 48°= 0,4755 + 0,2676 
Bis auf drei Dezimalen genau ist also : 
B). ... sin 48» = 0,743 

(siehe die Brkl. 188 n. UM) 
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Aufgabe 75. Man soll mittels der "For- 
mel 44: 

cos (« — ß) = cos a . cos ß + sin a . sin ß Auflösung. Setzt man in der Formel 44: 

ans den Kosinas und den Sinns der Winkel cos (a — ß) = cos a . cos ß + sin a . sin ß 
von 45° nnd 30°, nämlich ans: 

cob45° = 4V2 ) und 



sin 45« = iy"2 



and 



siehe Auflösung der ß — 30° 

Aufgabe S 80 erh&lt man: 

2 y " ' cos(45°— 80°) = cos 45°. cos 80°+ sin 45°. sin 30° 

cos 80° = * VT ) 0( * e^, wenn man S 6111 * 88 * €r Aufgabe: 

2 * Y liehe Auflösung der 1 /-— 1 /— 

T / Aufgabe 8 cos 45° = ^A/2 ; COS 30° == - - V 8 

8ia30 °=| 1 and 2 * 

1 /■— 1 

den Kosinas des Winkels von 15° berechnen. sin 45° == Vy 2 ; sin 80° = -5- 

setzt : 

Erkl. 134. Hat man, wie in nebenstehender cos (45° — 30°} = — VsT* — V"§"-f---V^*- 
Auflösung gezeigt wurde, den Kosinus von 15° v ' 2 y 2 y 2 r 2 

berechnet, so kann man mittels dieses berech- oder: 

neten Werts wie in der Auflösung der Auf- A . „ M 1K0 — l 1 /r f\/Ti_i"\ 

gäbe 2 gezeigt wurde, auch den Sinus, die A) ' ' • C08 15 ~ ^V * ' {V *-T l ) 
Tangens und die Kotangens des Winkels von _ . A ,. . , • e , A ,. 

18° berechnen. Fuhrt man die auf der rechten Seite dieser 

Gleichung angedeutete Rechnung aus, so er- 
hält 



Erkl. 185. Hat man, wie in nebenstehender cog 150 = JL . i 414 . (i 782 + l) 

Auflösung gezeigt wurde, den Kosinus von 15° 4 ' v ' ' 

berechnet, so kann man auch mittels der oder: 

Formel 16a: cos 15° = 0,8535 . 2,732 

cosa = sin (90°— a) n . „ , . -. . . . . , 

, . , rr , \ . , , Bn .. Bis auf drei Dezimalen genau ist also: 
den Sinus des Komplementwinkels von 72° be- 

rechnen und dann nach der Erkl. 134 auch B). . . cos 15° = 0,965.... 

den Kosinus, die Tangens und die Kotangens (siehe die Erkl. m u. iss) 

des Winkels von 72° berechnen. 



b). Ungelöste Aufgaben. 

Aalgabe 76. Welchen Wert erhalt man für Andeutung. Die Aufgaben 76—83 sind an»- 
sin(«-«, wenn: sin«j=f, cos« = i, sin/9 lo « den gasten Aufgaben 70 und 71 zu lösen. 
= j und cos/* = 1^3 ist? 



Aufgabe 77. Welchen Wert erh&lt man für 
cos (a -\- ß), wenn: sin a = 0, cos a = 1, sin ß 

= -£ und cos ß = ^23 ist? 



Aufgabe 78. Welchen Wert erhält man für 
cos (« — ß), wenn: sin a = 0, cos a = 1, sin ß 

= -£ und cos ß = ,^23 ist? 



Aufgabe 79. Welchen Wert erhftlt man für 
tg(a + ß)j wenn: sina = y, cosa = y, sin ß 
= 1 und cos ß = ist? 
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Aufgabe 80. Welchen Wert erhalt man für 

8 4 

tg (o — /?), wenn : sin a = y, cos a = y, sin ß 
= 1 and cos ß = ist? 



Aufgabe 81. Welchen Wert erhält man für 
ctg (*+/*), wenn: sina = y, cos a = jY&, 
sin ß = *- und cos ß = -|- ist? 

5 O 



Aufgabe 82. Welche Werte erhalt man für 
**(« + /*) «ad für tg(a— ß), wenn tg«=y 
und tg/J = y ist? 



Aufgabe 88. Welche Werte erhält man für 
ctg(a-\-ß) und für ctg(o— /J , wenn ctg« = 50 

and ctg £ = S*. ist? 



Aufgabe 84. Welche Relationen erhält man, Andeutung. Die Aufgaben 84 — 87 sind analog 

wenn man in den Formeln 41—48 den gelösten Aufgaben 72 und 78 zu lösen. 

M qho rt( i fl „ x> (Bei den Auflösungen, welche auf unendliche 

a — »u ouer — XI Gröieen führen, beaohte man den Aiihaiig in Kleyers 

Und ß = a Lehrbuoh der Potenzen und Wurzeln) 

setzt? 



Aufgabe 85. Welche Relationen erhält man, 
wenn man in den Formeln 41—48 
a = 180« oder = 2B 
und ß = a 
setzt? 



Aufgabe 86. Welche Relationen erhält man, 
wenn man in den Formeln 41—48 
a = 270« oder = SB 
und ß = a 
setzt? 



Aufgabe 87. Welche Relationen erhält man, 
wenn man in den Formeln 41 — 48 
a = 360° oder = 4fi 
und ß = o 
setzt? 



Aufgabe 88. Man soll mittels der Formel 48: Andeutung. Die Aufgaben 88—93 sind analog 
cos (a+ß) = cos a . cos ß — ein a . sin ß den gelösten Aufgaben 74 und 75 zu lösen. 



ans den Sinus und den Kosinus der Winkel 
von 80° und 18°, nämlich aus: 

sin 80 = — J (iUh6 Anflöiung der 
cos80.= ±V r 8-i AOf8 * b * 8) 



und 



sin 18« = 1(^5 — 1) ) / 

4 vr ' f (•. Auflösung 

co. 18« = i Viö+äyT i d " ABfgrt,11) 

den Kosinus des Winkels von 48° berechnen. 

(Siebe auch die Rrkl. 182.) 
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Aufgabe 89. Man soll mittels der Formel 43: 

cos (a + ß) = cos « . cos ß — sin a . sin ß 

aus den Kosinus and den Sinus der Winkel 
von 45° und 30°, nämlich aus: 

cos45° = ~V2 ) 

8 f (siehe Auflösung der 

sin 45° = {^2") Aufgftb « 9 ' 

COS80° = 4: VT ) 

2 f (siehe Auflösung der 

8in30» = l j A,rfg ' b * 8) 
den Kosinus des Winkels von 75° berechnen. 



und 



Aufgabe 90. Man soll mittels der Formel 42 : 
sin (« — ß) = sin a . cos ß — cos a . sin ß 
aus den Sinus und den Kosinus der Winkel 
von 45° und 30° (siehe vorige Aufgabe) den 
Sinus des Winkels von 15° berechnen. 



Aufgabe 91. Man soll mittels der Formeln 
42 und 44 aus den Sinus und den Kosinus 
der Winkel von 30° und 18°, n&mlich aus: 

sin 80° = 1 ) 

* i (siehe Auflösung der 

c<»80' = !vyj *■**•« 

und __ 

sin 180= 1(^5-1) j (i . Anfl8i|iag 

cos 18« = \Yw+2yf j d - *"»*• ,,) 

der Reihe nach: 

a). den Sinus von 12° 
und 

b). den Kosinus von 12° berechnen. 



Aufgabe 92. Man soll mittels der Formeln 
41—44 aus den Sinus und den Kosinus der 
Winkel von 45° und 18°, n&mlich aus: 

sin 45°= ~V2) 

S V (siehe Auflösung der 

co B 45«> = iV2-i AafB * be9) 

sin 18« =| (VT- 1) .) 

* f (s. Auflösung 

cos 18« = I yiö+syT i d - A °** be n) 

der Reihe nach: 

a). den Sinus von 63° 

b). den Sinus von 27° 

c). den Kosinus von 63° 
und 

d). den Kosinus von 27° berechnen. 



Aufgabe 98. Man soll mittels der Formeln 
41—44 aus den Sinus und den Kosinus der 
Winkel von 60° und 18°, n&mlich aus: 
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sin 60° =1^3 



2 



cos 60» = ; 



(siehe Auflösung der 
Aufgabe 8) 



and 



sin 18°=|(\f5— l) 

cos i8° = ±Yiö+2yl z 

der Reihe nach : 

a). den Sinus von 78° 
b). den Sinns von 42* 
c). den Kosinus von 78° 



(■. Auflösung 
der Auf gäbe 11) 



und 



d). den Eosinas von 42° berechnen. 



19). Ueber die Relationen zwischen den Funktionen eines 
Winkels und den Funktionen jenes doppelten und 
halben Winkels. 

Frage 29. Welche Relationen be- 
stehen zwischen den Funktionen Sinus, Antwort. Zwischen den Funktionen 
Kosinus, Tangens und Kotangens eines Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens 
Winkels und den Funktionen jenes dop- eines Winkels und denselben Funktionen 
pelten und halben Winkels? jenes doppelten und halben Winkels be- 

Die Richtigkeit der gemachten Aussage stehen, unter andern, die durch folgende 

ist zu beweisen. Formeln ausgedrückten wichtigeren Be- 
ziehungen : 

Formel 49 sin 2 « = 2 . sin « . cos « oder: Formel 49 a sin « = 2 sin ^ • cos ^ 



Formel 50 


cos 2« = cos 2 « — sin 2 « 


n 


Formel 50 a 


COS« = COS 2 -^ — 8m ö" 


Formel 51 


cos 2« = 1 — 2 sin 2 « 


n 


Formel 51» 


cos« = 1 — 2sin 2 -£- 


Formel 52 


cos 2« = 2 cos 2 «— 1 


n 


Formel 52» 


cos« = 2cos 2 ^ — 1 



Formel 54 tg2« = 
Formel 55 ctg 2 « = 



1 — tg 2 « 
2 ctg« 



1-tg 2 - 



ctg 2 « — 1 

ctg 2 « — 1 

~ 2 ctg« ™ 



Formel 66 ctg 2« = * tg2, r 
2tg« 



Formel 54 a tg « = 



Formel 55 a ctg « = 



Formel 56* ctg « = 



2ctg 



ctg 2 ^— 1 

ctg^-1 
2ctg-J 

2tg-!- 
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Formel 57 sin a 

Formel 58 cos a 

Formel 59 tg a 

Formel 60 tg « 

Formel 61 tg « 

Formel 62 ctg « 

Formel 63 ctg a 
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-V 



COS 2a 



1 +C08 2g 
2 

1 — cos 2 ä~ 

1 + COS 2a 

sin 2 a 



1 + C08 2« 

1 — cos 2a 
8in2a 

1+ COS 2a 

sin 2 a 
sin 2 a 

1 — C08 2a 



oder: Formel 57 a sin 



Formel 58* 
Formel 59» 
Formel 60* 
Formel 61* 
Formel 62 a 
Formel 63» 



*f-VT 



* "2 = 



ctg 






— COSa 
2 

-f C08« 

2 

— COSa 
+ C0S« 

sin a 



1 4" COS a 
1 — COS a 

sin a 

1 + C08 a 
sin a 

sina 

1 — C08 a 



Den Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehend angeführten Formeln 49 bis 63 
kann man wie folgt führen: 

A. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 49. 

Setzt man in der Formel 41: 
sin (a-\-ß) = Bin a . cos ß -+• cos a . sin ß 
ß = a 
so geht dieselbe über in: 

sin (« + a) = sin a . cos « + cos a . sin a 
nnd hieraus erhalt man: 

sin 2a = sin a . cos * 4* sin o . cos « 
oder: . rt ft . 

sin 2a = 2. sin a. cosa 

nämlich vorstehende Formel 49. 



B. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 60. 

Setzt man in der Formel 43: 
cos (a + ß) = cos a . cos ß — Bin a.sinß 
ß = a 
so geht dieselbe über in: 

cos (a + a) = cos a . cos « — Bin a . sin a 
nnd hieraus erhält man: 

cos 2 a = cos 2 « — sin'a 
nämlich vorstehende Formel 50. 



C. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 51. 

Setzt man in der anter B. bewiesenen 
Formel 50: 

COS 2 a = COS'a — Bin'a 
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Irkl. 136. Die in Antwort der Frage 18 
aufgestellte Formel 13: 

sin 2 « -|- cos 2 « = 1 

wurde daselbst nur für den Fall bewiesen, 
dtss « und ß die spitzen Winkel eines 
rechtwinkligen Dreiecks sind. 

Diese Formel ist aber ganz allgemein 
gültig, was man wie folgt darthun kann: 

Nach der Formel 44: 

cos (« — /J) = cos « . cos ß + sin « . sin ß 

deren Allgemeingültigkeit in Antwort der 
Frage 27 dargethan wurde, erhalt man, wenn 



setst: 



ß = « 



cos (« — «) = cos a . cos a -(- sin « . sin « 
oder: 

cos 0° = cos 2 « + sin 2 a 

Da nun nach Antwort der Frage 18: 

cos0°= 1 

ist, so erhalt man ans jener Gleichung: 

sin 3 «-}*- cos 2 « = 1 

nämlich vorstehende Formel 13, deren Allge- 
meingQltigkeit somit dargethan ist. 



nach der Formel: 

sin 2 « + cos 2 « = 1 

(riebe Formel 18 und die BrkL 136) 

cos 2 « = 1 — sin 2 « 
so geht dieselbe über in: 

cos 2« = 1 — sin 2 « — sin 2 « 
und hieraus erhält man: 

cos 2« = 1 — 2. sin 3 « 
nämlich vorstehende Formel 51. 



D. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 52. 

Setzt man in der unter B. bewiesenen 
Formel 50: 

cos 2« = cos 1 « — sin 2 « 
nach der Formel: 

Sin 2 « -)- COS 2 « = 1 (riebe Formel 18) 

sin*« = 1 — cos 2 « 
so geht dieselbe über in: 

cos 2a = cos 2 « — (1 — cos 2 «) 

und hieraus erhält man: 

cos 2« = cos 2 « — 1 + cos 2 « 
oder: 

cos 2« = 2 . cos 2 « — 1 

nämlich die vorstehende Formel 52. 



E. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 53. 

Setzt man in der Formel 45: 
tg« + tg/J 



tg (« + /*) = 



1— tga.tg/fr 
/? = « 

so geht dieselbe über in: 

tg (« + «) = j--^-— 

und hieraus erhält man: 

Jg '° 1-tg 2 « 
nämlich die vorstehende Formel 53. 



F. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 54. 

Setzt man in der unter £. bewiesenen 
Formel 53: 

2tg« 



tg2« = 

tg« = 
so erhält man: 



1 — tg 2 « 

1 



ctg« 



(siehe Formel 9) 
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tg2« = 
oder: 


ctg« 


2 


tg2« = 


ctg« 


1 




ctg'« 




2 


tg2« = 


ctg« 


ctg'« — 1 




ctg 1 « 


tg2« = 
mithin: 

tg2« = 


2 . ctg 1 « 


Ctg a (Ctg*« — 1) 

2 . ctg « 
ctg 7 « — 1 


nämlich die vorstehende Formel 54 



G. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 55. 

Setzt man in der Formel 47: 

c tg(« +/g )= ctgg - ctg/? - 1 - 
™&K*-t-P) ctga + ctg/j 

ß = « 

so geht dieselbe über in: 

, . , * ctg « . ctg « — 1 

Ctg («+«) = —5 -*- 

ev ^ ' Ctg « + Ctg« 

and hieraus erhalt man: 

4 „ ctg'« — 1 

ctg 2« = — £— - 

* 2 . ctg « 

nämlich vorstehende Formel 55. 



H. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 66. 

Setzt man in der unter G. bewiesenen 
Formel 55: 

A „ ctg 7 « — 1 

ctg 2« =-~-t 

2 . ctg « 

Ctg a = (aiehe Formel 9») 

tg« 

so erhält man: 

ctg2c = _W^ — 

. "ig« 

oder: 

J__l 

tg« 
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1-tg 7 « 



ErkL 137. Ans den in nebenstehender Anb 
wort aufgestellten Formeln 57 und 58, bezw. 
aus den denselben analogen Formeln 57a und 
58a ergeben sich durch Reduktion die wei- 
teren sehr gebräuchlichen Formeln: 

Formel 64 . . 1 — cos 2« = 2 . sin 2 « 

(ergibt sich auf Formel 57) 

oder: 

Formel 64» 

und 

Formel 65 , 

oder: 
Formel 65 a . 



. 1 — cos« = 2.8in 2 -^- 

(ergibt sieh au Formel 57a) 

. 1 + COS 2« = 2. COS 1 « 
(ergibt eieb au« Formel 58) 

. 1 + COS« = 2.COS 2 -^ 
(ergibt sich tu Formel 58a) 



Ctg 2« = 



tg 7 « 



tg « 



mithin : 



ctg 2, = (* -*;">•*" 

2 . tg 7 « 

4 n 1— tg 7 « 

ctg 2« = * — 

2 . tg « 



nämlich die vorstehende Formel 56. 



J. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 57. 

Aus der vorstehenden unter G. bewiese- 
nen Formel 51: 

cos 2« = 1 — 2 sin 7 « 
erhält man: 

cos 2« + 2 sin*« = 1 

2 Bin 7 « = 1 — COS 2« (siehe Brkl. 187) 

1 — cos 2a 



sm 7 a 



oder: 



Bin « 



=v^ 



■cos 2« 



2 



nämlich die vorstehende Formel 57. 



K. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 58. 

Aus der vorstehenden nnter D. bewiese- 
nen Formel 52: 

cos 2« == 2 cos 7 « — 1 
erhält man: 

C08 2«-f-l = 2C08*« 

2 COS 7 « = 1 + COS 2« (liehe Brkl. 187) 



COS'« = 



l + cos2« 



oder : 



cos 



..V- 



1 -\- COB 2 « 



nämlich die vorstehende Formel 58. 



L. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 59. 

Ans den nnter J. und E. bewiesenen 
Formeln 57 und 58 erhält man durch Di- 
vision dieser beiden Formeln: 



sin « 
cos« 



v 



1 — cos 2d 



V 



1 -|-cos2« 
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oder nach der Formel 9 und nach gehöriger 
Redaktion der rechten Seite dieser Gleichung: 



Erkl. 138. Nach einem Satz aus der Lehre 
der Potenzen ist: 

(a + 5).(a — &) = a 2 — &* 

(liehe Kleyen Lehrbuch der Potenien und Wuuln). 

Analog diesem Satz kann man: 

(1 — cos 2a) . (1 + cos 2«) = V — (cos 2a) 2 
setzen. 



• *«=y-r 



-cos 2« 



+ cos 2« 



mithin: 



*.-V4t 



cos 2« 



. + cos 2a 
nämlich die vorstehende Formel 59. 



M. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 60. 

Aus der unter L. bewiesenen Formel 59 : 



tg« 



=v^ 



— cos 2a 



-f- cos 2a 

erhält man, wenn man Zähler und Nenner 
des Bruches unter dem Wurzelzeichen mit 
(1 + cos 2a) multipliziert: 



oder: 



: _ *\ / (l ~ cos 2a) (1 + cos 2a) 
gÄ "" V (l-fcos2a)(l + cos2a) 



»— (cos 2a) 8 
■cos 2 a)* 



(•iehe BrkL 188) 



cos' 2 a 



auch 



(1+ cos 2 a) 2 
Da nun nach der Formel 13: 
sin'a-j-cos'a = 1 

sin 2 2a + cos 2 2a = 1 
ist, so kann man hiernach für 

1 — cos' 2a = sin 3 2a 
setzen und man erhält: 



oder: 



tga== Vjx 



sin 2 2 a 



tga = 



+ cos 2 a) 2 
sin 2a 



1 + cos 2a 
nämlich die vorstehende Formel 60. 



N. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 61. 

Aus der unter L. bewiesenen Formel 59: 

«--vi 



. — cos 2a 



L + cos2a 

erhält man, wenn man Zähler und Nenner 
des Bruches unter dem Wurzelzeichen mit 
(1 — cos 2a) multipliziert: 



Ueb. d. Relationen zwiach. den Funkt eines Winkels u. den Funkt. Jen. dopp. u. halb. Winkels. 14 1 



oder: 



Erkl. 140. Wie sich aus nebenstehender 
Antwort ergibt, lassen sich die Formeln 49 bis 
63 auf einfache Weise aus den Formeln 41, 
43, 9, 9a und 18 herleiten. Deshalb ist es 
nicht erforderlich, dass jene Formeln beson- 
ders dem Gedächtnis eingeprägt werden. 



— \f ( x -" C0B 2tt) ( l "~ cog 2g ) 
tg« — V (l + co8 2«j(l-cos2a) 

t*„ - -\/ (l-coi2«)» 
**« - V P_(cos2«) 3 

l/(l — C0B2«) 1 

*" = V l-cos'2« 



(siehe Bxkl. 18S) 



ErkL 139. Die in nebenstehender Antwort 
aufgestellten Formeln 49 bis 63 und 49 a bis 
63a sind ganz allgemein gültig. Der Be- 
weis hierfür braucht nicht erbracht zu werden, 
da diese Formeln aus solchen Formeln herge- 
leitet wurden, deren Allgemeingültigkeit 
nachgewiesen ist. 



Da nun nach der Formel 13: 

sin 7 « + cos 7 « = 1 
auch 

sin , 2« + cos , 2a = 1 

ist, so kann man hiernach für 

1 — cos'2« = sin*2« 

setzen und man erhält: 



-\/(l — cos2«) 1 

tg « = 1/ * r-rö 

° y sin 2 2« 



oder: 



tg« = 



1 — cob2« 



sin 2« 
nämlich die vorstehende Formel 61. 



0. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 62. 

Setzt man in der Formel 9a: 
1 



Ctg« ss 



tg« 



nach der unter M. bewiesenen Formel 60: 
sin 2« 



tg « = 
so erhält man: 

Ctg « ss — 



1-J-C08 2« 

1 



oder: 



Ctg« ss 



sin 2« 

1-4-C08 2« 

1 + cos 2« 



sin 2« 
nämlich die vorstehende Formel 62. 



P. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 63. 

Setzt man in der Formel 9a: 

1 



ctg« = 



tg« 



nach der unter N. bewiesenen Formel 61: 
1 — cos 2« 



tg« sz 

so erhält man: 



sin 2« 



142 Goniometrie. 

ctg« = 



1 — cos 2a 



sin 2 a 
oder: . Ä 

sin 2« 

ct «»= l-co82a 
nämlich vorstehende Formel 63. 



Q. Beweis der Richtigkeit der vorstehen- 
den Formeln 49a— 63a. 

Setzt man in den vorstehenden unter A. 
bis P. bewiesenen Formeln 49—63: 

2« = « 
also: 

*= 2 
so erhält man der Reihe nach die vor- 
stehenden Formeln 49 a bis 63 a. (Siehe 
die Erkl. 139 n. 140.) 



20). Aufgaben zur Einübung der in dem Abschnitt 19 auf- 
gestellten wichtigeren Formeln 49, 50, 57 a und 58*. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 04. Man berechne sin2a, wenn 

1 . Auflösung. Nach der Formel 49 ist 

sm a = y ist. allgemein: 

sin 2a = 2. Bin«, cos a 

oder, wenn man in diese Gleichung den aas 
der Formel 13: 

sin 7 « -f- cos*« = 1 

far cos« sich ergebenden Wert: V^ — *i&* a 

substituiert: 

sin 2« = 2 . sin a . Yl — sin 2 « 

Berücksichtigt man nunmehr, dass gem&ss 
der Aufgabe i 

sin« = 2 - 

ist, so erh&lt man in Rücksicht dessen: 
sin 2« = 2.i-- V 1 -©* 



oder: 

sin 2 a 

sio 2 a 

sin 2 a 



-Vi 



mithin : 

A). . . sin 2a = ^V^ 
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Aufgabe 95. Man berechne cos 2 a, wenn 

cin „ L ;*♦ Auflösung. Nach der Formel 50 ist all- 

i gemein : 

cos 2 a = cos'o — sin'a 

oder, wenn man in diese Gleichung den aus 
der Formel 13: 

sin'a -|- cos 1 « = 1 

für cos'« sich ergebenden Wert: 1 — sin'« 
substituiert: 

KrkL 141. Würde die Aufgabe gestellt sein: , cos 2a = 1 — sin 1 « — sin'« 

oder: 
Man soll tg 2a oder ctg 2a berechnen, wenn cos 2a = 1 — 2.sin*a (siehe Formel 51.) 

sin a = — ist Setzt man in diese Gleichung gemäss der 

2 ^ Aufgabe: x 

so wurde man, wie in den Aufgaben 94 und sin a = -^ 

95 gezeigt ist, zuerst den sin 2a, dann den 80 ern alt man* 
cos 2a berechnen und hierauf die Formel 7 " /i\ 2 

bezw. die Formel 8 anwenden. cos 2 a = 1 — 2 • (— ) 



oder : 



cos 2a = 1 — 2.^- 

4 



Aufgabe ,96. Man berechne sin 4 a, wenn 
sin a = y **t 







COS 2 a 


->-i 






mithin: 








A). . 


. COS 2 a 


=r * (Sieh 


e Erkl. Ul.) 


4 a, wenn 










Auflösung. 


Aus der Formel 49: 






sin 2a = 2.sina 


. COSa 




erhält 


man allge 


mein, wenn 


man in derselben 




setzt: 


also: 


2a = 4a 
a = 2a 






a). . 


. sin 4a 


= 2. sin 2a 


. cos 2 a 



Nunmehr berechne man, wie in der Auflö- 
sung der Aufgabe 94 gezeigt wurde , sin 2 a ; 
analog der Aufgabe 94 wird man finden: 

b). sin 2a = yYT 

Dann berechne man, wie in der Auflösung 
der Aufgabe 95 gezeigt wurde, cos 2a; analog 
der Aufgabe 95 wird man finden: 

c). . . cos 2 a = -^ 

Aus den Gleichungen a)., b). und c). erh&lt 
man durch Substitution: 

sin4« = 2.-iV8T-| 
oder: 



A). . . sin 4a = -^^3 
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Aufgabe 97. Man berechne sin 4, wenn 

1 Auflösung. Nach der Formel 57a ist 

sin a = y ist allgemein: 

a *\ f\ — cos a 

oder, wenn man in diese Gleichung den aus 
der Formel 13: 

Bin'« + cos'a = 1 

für cos a sich ergebenden Wert: Vi — ßin 2 T 
substituiert : 



Erkl. 142. Den Ausdruck: 



/ 1 / T substituiert: 

y^xi^. .... . v-j^e» 

Setzt' man in diese Gleichung gemäss der 
kann man wie folgt reduzieren: Aufgabe: « 

oder nach der Erkl. 142: 

- Y t(»-v*) = iV 2 -v» ^ . . „. • _ > V^ 



sm « = 2 
also: 

sin 7 « = — 



so erhält man: 



Fuhrt man die Rechnung aus, welche in 
dem auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehenden Ausdruck angedeutet ist, so erhalt 
annäherungsweise: 

8in| = |V2-l,782 

sin|- = i-V^268"= - -0,517.... 



oder: 

B). . . sin-f- = 0,258.... 



Aufgabe 06. Man weiss, dass nach der 

Auflösung der Aufgabe 8 Auflösung. Setzt man in der Formel 49: 

ft i n Q ft o_l iRt sin2a = 2sina.cosa 

sin 30 — T 18t ' a = 30« 

wie gross ist sin 60°? also: 2a = 60° 

so erhalt man: 

sin 60° = 2 . sin 80°. cos 80° 
Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Formel 13: 

sin 7 « + cos'a = 1 

cos a = Vi — sin'a 

dass also: r 

cos 80° = V^l— sin* 30° 

ist, so geht jene Gleichung in Rücksicht dessen 
über in: , 
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sin 60° = 2 . sin 30°. lA — sin 2 30° 

Setzt man in diese Gleichung gemäss der 
Aufgabe ^ 

Erkl. 143. Die in den Gleichungen A). der ~~ "2 

Auflösungen der Aufgaben 98—100 vorkom- so erhält man: 



rechnen. oder 



inenden Wurzelausdrücke kann man auf eine i -t f TTT 2 

beliebige Anzahl von Dezimalen genau be- sin 60° = 2 • - e> - y 1 — y-^J 

-vT 



sin 60° : 
sin 60° 
sin 60° 



mithin: 

A). . . Sin 60° = - \^3 (»iehe Erkl. 143) 



Aufgabe 99. Man weiss, dass nach der 
Aufgabe 8 1 Auflösung. Setzt man in der Formel 57a: 

sin 30« = T ist; ^ ± ^ y i^ C08a 



sro- 



wie gross ist sin 15° ? 2 V 2 

a = 30« 

also: 
Erkl. 143a. Setzt man in der Formel: a , rn 

y^yf = Y^ g +V r ^- r& ± X/ *— V« 1 -* so erhält man: 



. - t o t / * — cos 30° 

sieb« Kleyen Lehrbuch der Potenzen und Wurseln, und 8m 10 — y ■= 

«war den Abschnitt, welcher über dieBadizierung 

• ardiecher Binome handelt: Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 

a = 2 und ±V& = — VX also 6 = 8 Formel 13: 

so erhalt man: cos « = V^l — sin'a 

-fs=-= dass also: 



<• /■ — aass aiso: 

2+^^^^ cos30o=:V l-Bin^Oo 

oder nach srehönirer Reduktion: i8t > 80 « eht J ene Gleichung in Rücksicht dessen 

über in: 



y 2 — 1^3 = \f — — A/ — Setzt man * n diese Gleichung gemäss der 

oder: K . qq __ _1_ 

2 )...v^w=|(V6--v^) algo: * 

sin» 80» = 4- 

4 

Erkl. 143b. In Rücksicht, dass nach der B0 erhftlt man: 
Erkl. 143 a: 

V2-V? = \ (^6 - V 2") sin 15« = 

ist, erhält man für den in nebenstehender 

Gleichung A). für sin 15° gefundenen Wert: o a <* nach der Erkl. 142: 

Sin 15° = i- (Vß — V^) A). . . Sin 15° = -^2 — ^(«iehe Erkl.HSb) 
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Aufgabe 100. Man weiss, dass nach der 
vorigen Aufgabe 

sin 15° =^2 — yW ist; 
wie gross ist hiernach sin 7° 30'? 



Auflösung. Setzt man in der Formel 57a: 



Erkl. 144. Reduziert man die Gleichung: 

cos 15» = \f\ - (i Vä^W)' 
so erbalt man der Reihe nach: 

;15» = \A-{(2-Ys) 



Bin 



also: 



l — COS a 



= 15° 



— = 7« 30' 



cos 



cos 



so erhält man: 

sin 7° 30' 



v 



1 — cos 15° 



2 



Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Formel 13: _ 

cos o = V^l 
dass also: 



cos 



- sin z a 

cos 15» — Vi— sinU5° 
und dass somit gemäss der Aufgabe 



cos 15« = \A - (i V2 - V^")' 



oder: 

1). . . COS 15° rrryV^ + Vä" 

ist, so geht in Rücksicht dessen und in Rück- 

«1-1444 ™ * a -JV1.I1JJ sieht der Erkl. 144 jene Gleichung über in: 

Erkl. 144 a. Formt man den in der Erkl. 144 J * 

für cos 15° gefundenen Wert um , wie in den 

Erkl. 143 a und 148 b für sin 15° gezeigt wurde, 

so erhält man: 8m <; 

cos 15° = -j-ftfö + VS*) 






Vi 



und hieraus erhält man durch Reduktion: 



Erkl. 145. Will man auch die Funktionen ^ 
Kosinus, Tangens und Kotangens des Winkels '' 
von 7° 80' berechnen, so kann man dies, so- 
bald einmal der Sinus dieses Winkels berech- 
net ist, mittels der Formeln 13, 7 und 8. 



sin 



7« 80' = y y 2 — V*2 +V3 



(siehe die Erkl. 144«, 145 u. 146) 



Erkl. 146. Ausführliches über die Berech- 
nung der Funktionen bestimmter Winkel findet 
man in einem späteren Abschnitt. 



Weitere UebungBaufgaben, welche zur Einübung der bis hierher aufgestellten Formeln 
dienen, sind in dem Abschnitt 22 enthalten. 



b). Ungelöste Aufgaben. 

Aulgabe 101. Man berechne sin 2a, wenn Andeutung. Die Aufgaben 101 — 104 sind ana- 

N 5 Log den gelösten Aufgaben 94 und 95 zu losen. 

aj. sin a = -- 

und 

b). Bin a = — ! ist. 



Aufgaben z. Einüb. der i. d. Abschn. 19 aufgestellten wichtigeren Formeln 49, 50, 57a u. 58a. 147 
Aufgabe 102. Man berechne cos 2 a, wenn 



und 



a). sin a = - 

b). sin a = — -| ist. 



Aufgabe 103. Man berechne sin 2 a, wenn 



und 



a). cos o = — 
b). cos a = — 



ist. 



Aufgabe 104. Man berechne cos 2 a, wenn 



und 



a). cos« = y 

b). cos « = — -r- ist. 



Aufgabe 105. Man berechne sin 4 a, wenn Andeutung. Die Aufgaben 105 bis 109 sind 



sin a = — ist. 



analog der gelösten Aufgabe 96 zu lösen. 



Aufgabe 106. Man berechne cos 4 a, wenn 
sin a = 4 ist. 



Aufgabe 107. Man berechne sin 4 a, wenn 
cos a = -3- ist. 

o 



Aufgabe 108: Man berechne cos 4 a, wenn 
cos a = -| ist. 



Aufgabe 109. Man berechne sin 8a, wenn Andeutung. Man berechne zuerst sin 4a und 
5 , äAO cos 4a; dann setze man in der Formel 49: 

sin 2a = 2 sin a . cos a 
2a = 8a 
also: a = 4a 
und berechne hiernach sin 8 a. 



sin a = •- ist? 

o 



Aufgabe 110. Man berechne cos 16 a, wenn Andeutung. Analog der Aufgabe 109. 



sin « = — ist. 





Aufgabe 111. Man berechne sin Q , wenn 
5 ., 2 

COS a •==■ -z- 18t. 
o 



Andeutung. Mittels Anwendung der Formel 57a. 



Aufgabe 112. Man berechne cos -^ wenn 
cos a = -7j- ist. 



Andeutung. Mittels Anwendung der Formel 58a. 



Aufgabe 113. Man berechne sin -=■, wenn 

Bin a = -5- 18t. 




Andeutung. Die Aufgabe ist analog der ge- 
lösten Aufgabe 97 zu lösen. 
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Aufgabe 114. Man berechne cos ~, wenn Andeutung. Analog der gelösten Aufgabe 97 

5 * und mittels Benutzung der Formel 58 a. 
sin a = -=- ist. 
o 

Aufgabe 115. Man weiss, dass nach der Andeutung. Die Aufgaben 115 und 116 sind 
Aufgabe 9 t analog den gelösten Aufgaben 98—100 zu lösen. 

sin45 = -^y2 ist, 

wie gross ist alsdann: 
a). sin 90° 
b). sin 22° 80' 
c). sin 11° 15' 
und d). sin 5° 37' 80"? 



Aufgabe 116. Man weiss, dass nach der 
Aufgabe 11 1 

8inl8°=~(V r 5 — 1) ist, 

wie gross ist alsdann: 
a). sin 36° 
b). sin 72° 
c). sin 18° 
d). sin 9° 
und e). sin 4° 30'? 



21). Ueber die Relationen zwischen der Summe oder der 

Differenz der Funktionen Sinus und Kosinus zweier Winkel 

und denselben Funktionen der Summe oder der Differenz 

jener Winkel. 

Frage 30. Welche Relationen be- 
stehen zwischen der Summe oder der Antwort Zwischen der Summe oder 
Differenz der Funktionen Sinus und der Differenz der Funktionen Sinus und 
Kosinus zweier Winkel und denselben Kosinus zweier Winkel und denselben 
Funktionen der Summe oder der Funktionen der Summe oder der Diffe- 

Dl A. er T f. I \ Z . J , en . er J Winkel ? ^ A renz jener Winkel bestehen unter andern 

Die Richtigkeit der gemachten Aussage die durch folgende Formeln ausgedruck- 
ist zu Deweisen. ten ^^g^^ Beziehungen: 

Formel 66 . . sing + sinff = 2. sin "7" *cos g ~^ 
Formel 67 . . sinct — sing = 2. cos a ~^ P »sin a ~ 
Formel 68 . . cosc+cosff = 2.cos ^ -*cos^~— 

Formel 69 . . cos«— cos/g = — 2. sin g ^ -sin *~ 

Den Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehend angeführten Formeln 66 bis 6£> 
kann man wie folgt führen: 



Ueb. d. KeUt, swisoh. d. Summe o. (LDIff. d. Funkt. Bin. u, Ko§. rweler Wink. u. d. Funkt, d. Summe o. d.Diff. j.Wlnk, J AQ 

A. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 66. 
Addiert man die Formeln 41 und 42, 
nämlich: 

sin (et + ß) = sin et . cos ß + cos et . Bin ß 
und 

sin (er — ß) = sin a.cosß — cos et . sin ß 
so erhält man: 

sin (et + ß) -f- sin (et — /J) = 2 . sin et . cos /? 

Setzt man nnnmehr in dieser Gleichung 

Erkl. 147. Aus den in nebenstehender Ant- , a + ß =z a 
vrort angeführten Gleichungen: una a a — & 

a). . . . a + ß = a also hiernach: 
und a-\-b 1 

b). . . . «-/J = 6 «= - 2 ""/ 

«rhält man durch Addition derselben: und „ * / (**• **l H?) 



>=*-^i 



2« = a + 6 P = — 2" 

also: , , so geht jene Gleichung über in: 

c). . . . a = — ^— . . . a+ft a — 6 

2 sin a -+- sm 6 = 2 . sin — ^— • cos — ^ — 

Ferner erhält man durch Subtraktion jener , , . ... . _> Ä . . , 

Gleichungen: un( * ^ eraus erhält man, unter Berücksich- 

2ß = a — b tigung, dass a und b ganz beliebige Winkel 

oder: vorstellen, für die man auch die allgemei- 

a — b nen Bezeichnungen et und ß einfahren kann: 



d). . . . ß = 



« -f- 8 et — 

sm et + sm ß = 2 . sm — £-*- • cos — - 

nämlich die vorstehende Formel 66. 



B. Beweis der Richtigkeit der vor- 
stehenden Formel 67. 

Subtrahiert man die Formeln 41 und 42, 
nämlich : 

sin (et + ß) = sin et . cos0 + cos et . sin ß 
und 

sin (et — ß) = sin a . cos ß — cos et . sin ß 

so erhält man: 

sin(et + 0) — sin(a— ß) = 2 . coBct.sinl 

Setzt man nunmehr in dieser Gleichung: 

a + ß = a 
und 

et — ß = b 

also hiernach: 

a + b 1 
a = "2~ 

UD (i } (liehe Erkl. 147) 

P 2 ' 

so geht jene Gleichung über in: 

sin « — sin b = 2 . cos — ^— . sm — ~ — 

und hieraus erhält man, unter Berücksich- 
tigung, dass a und & ganz beliebige Winkel 
vorstellen, für die man auch die allgemei- 
nen Bezeichnungen a und ß einfahren kann: 
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sin « — Bin ß = 2 . cob — £-*- • 



sin 



2 * 2 
nämlich die vorstehende Formel 67. 



G. Beweis der Richtigkeit der vorstehen- 
den Formel 68. 

Addiert man die Formeln 43 and 44, 
nämlich : 

cob(ä + 0) = cos«. cos0 — sin a. sin £ 

Erkl. 148. Die in nebenstehender Antwort un „ Ä- , Ä * Ä A , . 

aufgestellten Formeln sind ganz allgemein <*■(«-« - cob « . cob ß + sin « . Bio ß 

gültig. Der Beweis hierfür braucht nicht er- so erhält man: 

bracht zu werden, da diese Formeln mittels cos (a-+-/J)-|- cos («—£) = 2. cos a. cos ^ 

der Formeln 41—44 hergeleitet wurden und . . 

die Allgemeingttltigkeit der letzteren Formeln feetzfc man nunmehr in dieser Gleichung: 
in Antwort der Frage 27 dargethan ist. , <* + ß = « 

und 



« — = 6 
also hiernach: 

H 



o + 6 
2 

— a — & ( 

— o / 



Erkl. 149. Analog wie in nebenstehender und r ( («*«*o BrU. U7) 

Antwort die 8umme oder die Differenz der 
Sinus bezw. der Kosinus zweier Winkel in den 

Sinus und den Kosinus der Summe oder der B0 geht jene Gleichung über in: 
Differenz jener Winkel ausgedrückt ist, kann ° J _i_i» 

man auch die Summe oder die Differenz der cos a -4- cos & = 2 . cos — "t- . 

übrigen Funktionen Tangens und Kotangens 2 

etc. in Funktionen der Summe oder Differenz un d hieraus erhält man , unter Berücksich- 

jener Winkel ausdrücken. Derartige Relatio- ügang da88 a und h ganz beliebige Winkel 

neu findet man m dem folgenden Abschnitt 22. v * r8t * lleil , fur die ma n auch die allgemei- 



nen Bezeichnungen a und ß einfuhren kann: 

cos a -+- cos ß = 2 . cos — ~ • cos — ~ 
nämlich die vorstehende Formel 68. 



D. Beweis der Richtigkeit der vorstehen- 
den Formel 69. 

Subtrahiert man die Formeln 43 und 44, 
nämlich : 

cos (a + ß) = cos a .cob ß — sin a . sin ß 
und 

cos (a— ß) = cos a . cos ß -J- sin a . sin ß 

so erhält man: 

cos (a +/J) — cos (« — ß) = — 2 .sin « . sin £ 

Setzt man nunmehr in dieser Gleichung: 

a + ß = a 
und 

a — ß = 6 

also hiernach: 

a + 6 v 
« = — - J 

Und ) (»fehe Erkl. 147) 

/? -~2-' 
so geht jene Gleichung über in: 
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cos a — cos b = — 2 . sm — ^ — Bin — = — 

und hieraus erhält man, unter Berücksich- 
tigung, dass a und b ganz beliebige Winkel 
vorstellen, für die man auch die allgemei- 
nen Bezeichnungen a und ß einführen kann : 

cos a — cos ß = — 2 . sm — £-*- • sin — =-£ 

nämlich die vorstehende Formel 69. (Siehe 
die Erkl 148 u. 149.) 



22). Ueber die Herleitung weiterer goniometrischer 

Formeln. 

Anmerkung 4. Die Herleitung der in diesem Abschnitt vorgeführten Formeln soll 
zur gründlichen Einübung und Erlernung der bis dahin vorgeführten wichti- 
geren goniometrischen Formeln dienen; ferner soll sie dazu dienen, dem Studierenden 
eine gewisse Uebung in der Umformung goniometrischer Ausdrücke zu verschaffen. 

Anmerkung 5. Da die in diesem Abschnitt vorgeführten Formeln zum Teil bei 
Reduktionen, bei dem Logarithmisch-Bequemmachen algebraischer Aus- 
drücke etc. Verwendung finden können, so sind dieselben mit den bereits vorgeführten 
wichtigeren Formeln fortlaufend numeriert, damit bei einer etwaigen diesbezüg- 
lichen Verwendung einer oder der andern dieser Formeln auf dieselbe, bezw. auf deren 
Herleitung verwiesen werden kann. 

Anmerkung 6. Will man bei etwaigen Reduktionen und Umformungen die 
in diesem Abschnitt vorgeführten goniometrischen Formeln benutzen, so ist es thunlich 
beim Aufsuchen solcher Formeln, welche den gedachten speciellen Zwecken genügen, 
jene sämtlichen Formeln sowohl von links nach rechts, als auch von rechts nach 
links zu lesen. (Siehe Erkl. 150 u. 151.) 

Anmerkung 7. Um die in diesem Abschnitt vorgeführten Formeln so fortlaufend 
numerieren zu können, dass die analogen Formeln möglichst aufeinanderfolgen, 
konnten die gelösten und ungelösten Aufgaben, durch welche in nachstehendem die 
Beweise jener Formeln verlangt, nicht von einander getrennt werden. Zur raschen 
Auffindung der gelösten, bezw. der analogen ungelösten Aufgaben sind die letzteren 
mit einem Sternchen * versehen. 



A). Aufgaben über die Herleitung einiger Relationen und solcher goniometr. Formeln, 

durch welche Beziehungen zwischen den Funktionen eines Winkels und den Funktionen 

des halben oder des Vielfachen jenes Winkels ausgedrückt sind. 

Aulgabe 117. Man soll die Richtigkeit 
der Relation: Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

3cob 4 « + 4cos 7 « + 8 — 8sin 7 a— tion kann man wie folgt nachweisen: 

12sin ? «cos 2 a = 15cos*a Da ** e recnte Seite dieser Gleichung nur 

, . die Funktion Kosinus enthält, so drucke man 

nacnweisen. zunächst die auf der linken Seite vorkommende 

Funktion Sinus in die Funktion Kosinus aus, 
und zwar indem man nach der Formel 13: 

Sin ? a + COS 2 a = 1 
8in 7 a =1 — C0B 2 a 

setzt. 
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Hiernach erhält man: 
3cos*a+4coB 2 a4-8-88in 7 «-128in 5 aCOS 2 a = 3co8*a+4co8 2 a+8-8(l-co8 , Ä)-12(l— cos 2 «)cos 2 a 

= 3 cos*«+ 4 cos 2 « +8-8 + 8 cos 2 « -12 cos 2 «+12 cos 1 « 
oder: 
3co8*«+4cos 2 a+8 — 8sin 2 « — 12 ein 2 « cos 2 « = 15 cos 1 « 
nämlich die zu beweisende Relation. 



*). Aulgabe 118. Man soll die Richtigkeit 
der Relation: Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 

3 +cos 2 « (2 cos 1 « + 3) —sin 2 « (6 cos 2 a +8) = 
8 cos*« 
nachweisen. 



Aulgabe 119. Man soll die Richtigkeit 
der Relation: Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

7 tg 6 « cos 7 « (2 + 7 cos 2 «) — 14 ctg « Bin 9 « = tion kann man wie folgt nachweisen: 

63 sin 6 a cos 3 a Da die rechte Seite dieser Gleichung nur 

nachweisen. die Funktionen Sinus und Kosinus enthält, so 

drücke man die auf der linken Seite vorkom- 
menden Funktionen Tangens und Kotangens 
in jene Funktionen aus, und zwar indem man 
nach den Formeln 7 und 8: 

x . sin 6 a . . COS « 

tg 6 « = — und ctg a = — 

° cos 6 « ° sin« 
setzt. 

'Hiernach erhält man: 
7 tg 6 « cos 7 « (2 + 7 cos 2 «) - 14 ctg « sin«« = 7 ^^- cos 7 « (2 + 7 cos 2 «) - 14 -^- sin 9 « 

° * J ° COS 6 « ' ' 8U1« 

= 7 sin 6 « cos « (2 + 7 cos'a) — 14 cos « sin 8 « 

=r 7 sin 6 « cos a [2 + 7 cos 2 « — 2 sin 2 «] 

oder, wenn man nach der Formel 13, in der 
Klammer rechts fttr sin 2 « = 1 — cos 2 « setzt: 

= 7 sin 6 « cos « [2 + 7 cos 2 « — 2 (1 — cos 2 «)] 

= 7 sin 6 « cos « [2 + 7 cos 1 « — 2 + 2 cos 2 «] 

= 7 sin 6 « cos « 9 cos 2 « 

oder: 
7 tg°« cos 7 « (2 + 7 cos 2 «) — 14 ctg « sin 9 « = 63 sin 6 « cos 3 « 

nämlich die zu beweisende Relation. 



*).Aufgabe 120. Man soll die Richtigkeit 
der Relation : Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 

6 sin 6 « ctg « (1 + 3 cos 2 «) — 6 ctg « sin p a = 
24 sin 5 « cos 3 « 
nachweisen. 



Aulgabe 121. Man soll die Richtigkeit 

- 9 Aullösung 1. Die Richtigkeit dieser Re- 
Formel 70 • • • - _???_ = tg « lation kann man nach dem in der Erkl. 150 

sin 2 a unter 1). erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen. nachweisen : 
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Soll jene Formel richtig sein, so muss, wenn 
man nach der Formel 7: 



Erkl. 150. Die Richtigkeit der meisten der 
in dem Abschnitt 22 vorgeführten Formeln 
kann man auf dreierlei Weise nachweisen, 
und zwar: 



i). 



2). 



oder: 
3). 



indem man mittels der bereits vorgeführ- 
ten wichtigeren Formeln die Identit&t der 
beiden Seiten jener Formeln nachzuwei- 
sen sucht; 

(siehe die Auflösung 1 der Aufgabe 121) 

indem man von den die linken Seiten 
dieser Formeln bildenden Ausdrucke aus- 
geht und aus denselben die Ausdrücke 
herzuleiten sucht, welche die rechten 
Seiten jener Formeln bilden; 

(siehe die Auflösung 2 der Aufgabe 121) 

indem man von den die rechten Seiten 
dieser Formeln bildenden Ausdrücke aus- 
geht und aus denselben die Ausdrücke 
herzuleiten Bucht, welche die linken 
Seiten jener Formeln bilden. 

(Siehe die Auflösung 3 der Aufgabe 121) 

In Rücksicht, dass die Beweise der Richtig- 
keit der in diesem Abschnitt vorgeführten For- 
meln nicht allein den Zweck haben sollen 
die bereits vorgeführten wichtigeren goniometr. 
Formeln dem Gedächtnis einzuprägen, sondern 
dass dieBeweise der Richtigkeit jener 
Formeln auch dazu dienen sollen, dem 
Studierenden zu zeigen, auf welche 
Weise man goniometrische Ausdrücke 
in andre, einfachere, oder logarithm.- 
bequeme Ausdrücke umformen kann, 
so sind in Rücksicht dessen die vor- 
stehend unter 2). und 3). erwähnten Be- 
weismethoden, welche das soeben Ge- 
sagte in sich schliessen, vorzuziehen 
und in Anwendung zu bringen. (Siehe 
Erkl. 151.) 



tg« = 



sma 



COSa 

setzt, auch die Relation bestehen: 

1 — cos 2a __ sin a 

sin 2a ~~ cos« 

Dies ist aber der Fall, denn berücksichtigt 
man nunmehr, dass nach der Formel 64: 

" 1 — cos 2a = 2sin 3 a 

and nach der Formel 49: 

sin 2a = 2 sin a. cos a 

gesetzt werden kann, so erhält man: 

2 sin ? « __ sin a 

2 sin a . cos a cos a 

oder nach gehöriger Reduktion des Quotienten 
links 



sma 
cos« 



sma 



cos« 
was nicht bestritten werden kann. 



Auflösung 2. Die Richtigkeit dieser Re- 
lation kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

Setzt man, siehe Erkl. 151, für den Zähler 
(1 — cos 2a) des die linke Seite der Formel 
bildenden Quotienten nach der Formel 64: 

1 — cos 2a = 2.8in 2 a 

und für den Nenner sin 2 a jenes Quotienten 
nach der Formel 49: 

sin 2a = 2 sin a. cos a 
so erhält man: 

1 — co8 2a __ 2sin'a 

sin 2 a 2 sin a. cos a 

oder, wenn man den Quotienten auf der rech- 
ten Seite dieser Gleichung reduziert: 

1 — cos 2a sina 

sin 2a cos a 

und nunmehr berücksichtigt, dass nach der 
Formel 7: 



sina 



= tg a 



gesetzt werden kann: 
1 — cos 2a 



= tg a 



sin 2 c 
nämlich die zu beweisende Formel« 



Auilösung 3. Die Richtigkeit dieser Re- 
lation kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 
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Erkl. 151. Bei Anwendung der in der Erkl. 
150 unter 2). und 3). erwähnten Beweismetho- 
den kommt man am sichersten zum Ziele, wenn 
man sich an Stelle der Aufgabe, welche ein- 
fach den Beweis einer der erwähnten Formeln 
verlangt, eine andre, speciellere Aufgabe sub- 
stituiert denkt, deren Sinn durch die gegebene 
Formel ausgedrückt ist und deren Lösung, zu 
der betreffenden herzuleitenden Formel führt. 

Hat man z. B. die Richtigkeit der Formel: 

1 — cos 2a 

r— « = tg « 

sin 2a ö 

nachzuweisen, so kann man sich unter Zu- 
grundelegung der in der Erkl. 150 unter 2). 
erwähnten Methode hierfür die Aufgabe sub- 
stituieren : 

„Man soll einen Quotienten, dessen Zähler 
ein goniometrischer Ausdruck von der Form 
(1 — cos 2 a) ist und dessen Nenner die go- 
niometrische Funktion Sinus des doppelten 
Winkels a enthält, in die Funktion Tangens 
des einfachen Winkels a ausdrücken" 
oder man kann sich unter Zugrundelegung der 
in der Erkl. 150 unter 8). erwähnten Methode 
hierfür die Aufgabe substituieren: 

„Man soll die Tangens eines Winkels « 
in einen Quotienten ausdrücken, dessen Zäh- 
ler die goniometrische Funktion Kosinus und 
dessen Kenner die goniometrische Funktion 
de6 doppelten Winkels a enthält. " 



In Bücksicht der Erkl. 151 und der Formel 7 
erhält man für den die rechte Seite jener 
Formel bildenden Ausdruck: 

sin« 

tg a = 

° COSa 

Multipliziert man nunmehr in Rücksicht der 

Erkl. 151 und in Rücksicht, dass man nach 

der Formel 49: 

sin 2« = 2 sin a. cos a 

für den Nenner cos a des Quotienten auf der 
rechten Seite dieser Gleichung sin 2 a setzen 
könnte, wenn dieser Nenner noch den Faktor 
2 sin a enthielte, Zähler und Nenner dieses 
Quotienten mit 

2 sin a 
so erhält man: 



te a = oTj. 



2 . sin ? a 



2 sin a . cos a 
oder in Rücksicht jener Formel 49: 
2sin»q 
sin 2 a 



tg« = 



Berücksichtigt man ferner noch, dass nach 
der Formel 64 

2sin ; a = 1 — cos 2a 

gesetzt werden kann, so erhält man in Rück- 
sicht dessen 

1 — cos 2« 
tg a = 

oder : 



8in2c 



1 — cos 2 a 



sin 2 a 



= tga 



nämlich die zu beweisende Formel. 



*).Aufgabe 122. Man soll die Richtigkeit 
der 

l + cos2« 

= Ctg a 



Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 



Formel 71 

desgl. der 
Formel 72 
desgl. der 
Formel 73 

nachweisen. 



sin 2 a 



sina a 



Slll a a 

T+cosT ~~ g ~2~ 



Aufgabe 123. 

der 

Formel 74 ■ 
nachweisen. 



Man soll die Richtigkeit 
1 -f- cos 2a 



1 — cos 2« 



= Ctg'a 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 und in Rück- 
sicht der Formeln 65 und 64 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck: 
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14-co8 2a __ 2 cos 7 « 
1 — cos 2a ~~ 2 sin 2 « 
oder nach gehöriger Reduktion: 

l + CQ8 2a __ /COSa\ 2 
1 — cos 2a "~~ Vsin«/ 

Berücksichtigt man nunmehr noch die For- 
mel 8, so erh&lt man hieraus: 

l + cos2« - 

l-co.2« = Ctg * 

nämlich die zu beweisende Formel« 



*).Aufgabe 124. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 

r i ** 1 — COS 2a 

Formel 75 • • - T — : ^— = tg 2 « 

desgl. der 

r • ** 1 — cos« , , a 
Formel 76 • • - rn = tg'^ 

1 + COS a 2 

nachweisen. 



Aufgabe 125. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 77 . . 2 sin 2 «. ctg« = sin 2« tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
nachweisen. unter 2 )- erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 und in Rück- 
sicht der Formel 8 erhält man für den die 
linke Seite jener Formel bildenden Ausdruck: 

2 sin'a . ctg a = 2 6in*« • — -. 

sin a 

oder nach gehöriger Reduktion: 

2 sin 2 « . ctg a = 2 sin a . cos a 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 49 

2 sin « . cos a = sin 2« 
setzen kann, so erhält man: 

2 sin 2 « . ctg a = sin 2 a 
nämlich die zu beweisende Formel. 



Aufgabe 126. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 78 . . (1 + cos 2a) tg« = sin 2« tion kann man nach 'dem in der Erkl. 150 
nachweisen. unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 und in Rücksicht 
der Formeln 65 und 7 erhält man für den die 
linke Seite jener Formel bildenden Ausdruck: 

(1 + COS 2a) tg « = 2 COS 2 « . ^^~ 
v * ' 6 COSa 

oder nach gehöriger Reduktion: 

(1 + cos 2«) tg « = 2 sin « . cos a 
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Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 49 

2 sin a . cos a = sin 2a 
setzen kann, so erhalt man: 

(1 -+- cos 2a) tg a = sin 2a 
nämlich die zu beweisende Formel. 



*).Aufgabe 127. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog den Auflösungen der 

Formel 79 . . 2 COS** . tg a = sin 2a Aufgaben 125 und 126. 

desgl. der 

Formel'80 . . (1 — cos 2a) ctga = sin 2 a 
nachweisen. 

Aufgabe 128. Man soll die Richtigkeit der 
Formel 81: Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

(sina+cosa+l).(sina+COSa— 1)= üon kann man nach dem in der ErkL 150 
sin 2 a unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen. nachweisen : 

Fuhrt man die auf der linken Seite der 
Formel angedeutete Multiplikation aus, so er- 
Erkl. 152. Zur einfachsten Ausführung der hÄ,t man nach der Erkl/ 152: 
in dem Ausdruck : ( 8 i n a + cos a + 1) . (sin a + cos a — 1) = 

(sin a + cos a -f- 1) . ( ßin « -j- cos a — 1) ( B in « -|- cos a) 2 — 1 

angedeuteten Multiplikation benutze, man die d er nach der Erkl. 153: 
algebraische Formel: , . , , ' . '. , _. 

(•iehe Meyers Lehrbuch dar Potenten and Wuweln) 8m *« + 2 . Sin a . COS a + COS J a — 1 

indem man an Stelle von (sin a ■+- cos a) den Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
Buchstaben a, an Stelle von 1 den Buchstaben der Formel 13 für 
b gesetzt denkt. Hiernach erh&lt man: sin 2 a 4- cos 7 « = 1 

(sin a 4- cos a 4- 1) . (sin a+ cos a — 1) = , , , _, . ln . 

(Bin « + cos «)' - 1' = (sta « + co 8 •)> '- 1 ttnd nach dcr Formel 49 far 

2 sin a . cos a = sin 2a 
Erkl. 153. Nach der algebraischen Formel : 8e tzen kann, so erhalt man hiernach: 

(a + b)* = a 2 4-2a& + 6 2 , . , , 1X / . , ,v 

(.iehe Kleye« LeLbuch detpotenslnnd Wur.eln) ( 8ID « + COS « + 1) . (sin a + COS « - 1) = 

erhält man für (sin « + cos «) l , wenn man für 1 + sin 2a — 1 

sin a den Buchstaben a und für cos a den Buch- °" e * : . , , . , . 

staben b gesetzt denkt: ( 8ln « + cos « + 1) . (sm « + cos a — 1) = 

(sin a + cos a) * = sin'a + 2 . sin a . cos a + cos 2 a 8in 2 a 

n&mlich die zu beweisende Formel. 



*). Aulgabe 129. Man soll die Richtigkeit der 

Formel 82' Auflösung. Analog der vorigen Auflösung 

(cos «-Min«). (cos «-sin«) = cos2« und mittel8 *"»»*■« der FonMl «>• 
nachweisen. 

Aufgabe 130. Man soll die Richtigkeit 

Jer . f Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 83 . . . — — - — = cos 2 a tion ^ ann man nac ^ 1 ^ em in der Erkl. 15 ° 

ctga + tg« unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen. nachweisen : 
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In Rücksicht der Erkl. 151 and in Rücksicht 
der Formeln 7 and 8 erhält man für den die 
linke Seite jener Formel bildenden Ausdruck: 

cos a sin a 
ctg a — tg a __ sin a cos a 

ctg « -|- tg a ~~ cos a , sin a 



sin« 



+ 



C08a 



oder wenn man die Quotienten, welche den 
Doppelbrach rechts bilden unter gleiche Be- 
nennung bringt: 

ctg a — tg a 

ctg a 4- tg a 

und reduziert: 

ctg a —~ tg g __ 
ctga 4-tga ~~ 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 50 für den Zahler des Quotienten 
auf der rechten Seite dieser Gleichung = cos 2 a 
und nach der Formel 13 für den Nenner des- 
selben = 1 setzen kann, so erhalt man in 
Rücksicht dessen: 



C08V 


— sin*a 


sin« 


. cos a 


cos'a 
sina 

cos'a - 


-|- sin'a 
. cosa 

— siß'a 



cos'a 4- sin'a 



oder: 


ctga 
ctga 


— tga 

+ tga 


= 


COS 2 a 

_ 1"~~ 




• Ctga 
Ctga 


— tga 
4-tga 


= 


C08 2a 


nämlich die za 


beweisende Formel. 



*).Aufgabe 131. Man soll die Richtigkeit 

der 

o 

Formel 84 . . — r— = tg 2« 



Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 



desgl. der 
Formel 85 . 

nachweisen. 



ctg« — tg« 
. tga + Ctg« 



sin 2 a 



Aufgabe 132. 
der 

Formel 86 . 



Man soll die Richtigkeit 

i-tg'4 

= COS« 



nachweisen. 



l + tg 2 T 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 und in Rücksicht 
der Formel 7 erhält man für den die linke 
Seite jener Formel bildenden Ausdruck: 

2 



l + Ht'-J 



J±±X 

IcosfJ 



oder: 
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Bin'- 



■tg»- 



* + *T 



5 tt 

COS 2 ^ 



sin 2 - 



1 + 



COS 2 - 



und wenn man die in dem Zähler und Nenner 
des Doppelbruchs rechts vorkommenden Sum- 
manden anter gleiche Benennung bringt: 



Erkl. 154. Die in Antwort der Frage 13 
aufgestellte Formel 13: 

8in*a + C08 2 a = 1 

gilt nach der Erkl. 136 für jeden beliebigen 
Wert, welchen a auch annehmen mag. 
Setzt man in derselben 



so erhalt man hiernach die Relation: 
sin 2 -£- + cos 2 -?- = 1 






cos 2 


er 


— sin 2 


a 
2~ 




C08 2 T 




cos 1 


2 


-fsin 2 


a 
2" 



und hierauf reduziert: 



i + tg* 



cos' 



, a . , a 



, a , , , a 
t 1-sinV 



cos 



2 



Berücksichtigt man nunmehr, dasB man nach 
der Formel 50 a für den Zahler des Quotienten 
auf der rechten Seite dieser Gleichung = cos a 
und nach der Erkl. 154 für den Nenner des- 
selben = 1 setzen kann, so erhalt man in 
Rücksicht dessen : 



oder: 



i+tg»>- 



i-^'i 



COSa 



= COS « 



1+tg* 



2 



nämlich die zu beweisende Formel. 



*).Aufgabe 133. Man soll die Richtigkeit 
der , 

-=— . -,-r- = sin 2« 
1+tg 2 « 



Formel 87 
desgl. der 
Formel 88 
desgl. der 
Formel 89 
desgl. der 
Formel 90 
nachweisen, 



2 ctg« 
1-f ctg 2 « 

1 — tg a * 
1 + tg'« 

ctg 2 « — 1 

ctg 2 « -Fi 



= sin 2« 



= cos 2« 



= cos 2« 



Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 
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Aufgabe 134. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 91 . . ctg« — tg« = 2.ctg2« 
nachweisen. 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 and in Rücksicht 
der Formel 9 erhält man für den die linke 
Seite jener Formel bildenden Ausdruck: 

ctg«-tg«=ctg«--^ 

oder, wenn man die Glieder auf der rechten 
Seite dieser Gleichung unter gleiche Benen- 
nung bringt: 

_ ctg 2 « — 1 

~~ Ctga 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 55 für den Quotienten anf der 
rechten Seite dieser Gleichung = ctg 2 a setzen 
könnte, wenn der Nenner desselben den Fak- 
tor 2 enthielte, so erhält man, wenn man jenen 
Quotienten deshalb mit 2 multipliziert und mit 
2 dividiert: 

«, ctg*« — 1 
ctg« — tg« — ° * 



ctg« — tg« = 



= 2- 



2 . ctg « 
oder in Rücksicht jener Formel 55: 

ctg« — tg« = 2. ctg 2« 
nämlich die zu beweisende Formel. 



Aufgabe 136. 
der 

Formel 92 • 
nachweisen. 



Man soll die Richtigkeit 



sin« 



tgy = ctga 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 und in Rücksicht 
der Formeln 49 a und 7 erhält man für den 
die linke Seite jener Formel bildenden Aus- 
druck : 



sin« 



-«*- 



2 sin 



■cos- 



cos- 



oder, wenn man die Quotienten rechts unter 
gleiche Benennung bringt: 



sin« 



■*T = 



2 Bin 2-* cos "2" 



Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Formel 51a 

1 — 2sin*^- = cos « 
und nach der Formel 49 a 

2 sm - .- • cos-^r- = sin « 

gesetzt werden kann, so geht die vorstehende 
Gleichung in Rücksicht dessen über in: 
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sina 



a cos a 

g ~2~ "~ "sTnä" 



und hieraus erhalt man in Rücksicht der For- 
mel 8: 



1 
sin« 
nämlich die herzuleitende Formel, 



■tgy = ctg« 



*).Anfgabe 136. Man soll die Richtigkeit 



der 
Formel 93 . 

desgl. der 

Formel 94 . 

nachweisen. 



Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 



tg-J + Ctg-J 



= 81Ha 



1-tg' 
1 + tg' 



= COSa 



Aulgabe 137. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 95 . . 1 — sin « = ( cos^- — sin^ l 

oder der 

Formel 95 a . . Vi— sina = cos^ — sin ^ 

nachweisen. 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der ErkL 150 
unter 2). angefahrten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

In Rücksicht der ErkL 151 und in Rücksicht 
der Formel 49 a erhält man für den die linke 
Seite jener Formel 95 bildenden Ausdruck: 



Erkl. 155. Eine algebraische Formel heisst: 
(a — &)* = a 2 — 2ao + o* 
Hat man umgekehrt eine algebraische Summe 
von der Form: a 2 — 2 ab -\- b 2 , so kann man 
hierfür (a — b) 2 setzen. 

(Siehe Xleyen Lehrbach der Potensen und Wurzeln.) 

Hiernach kann man für die Summe: 



1 — sin « = 1 — 2 sin 



' C08- 



Um nun auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung das Quadrat eines Binoms zu erhalten, 
wie es in der Formel 95 vorkommt, beachte 
man, dass man nach der Erkl. 154 für die auf 
der rechten Seite vorstehender Gleichung vor- 
kommende Eins: 



sin 2 -» — 2 . sin ~^ 



a . a 

cos -x- + cos -„ 



2 w " 2 ^ 2 

wenn man sich in derselben an Stelle von 

sin-^- den Buchstaben a, an Stelle von cos-*- 
den Buchstaben b gesetzt denkt, auch den Aus- 
druck (a — b) 2 oder (sin !>~-" C08 ir) *etzen. 



Erkl. 156. Vertauscht man die Buchstaben 
a und b der in der Erkl. 155 angeführten al- 
gebraischen Formel: 

(a — b) 2 == a 2 — 2ab + b 2 
so erhält man: 

(6— a) 2 = b 2 — 2ba + b* 
oder: (& — a) 2 = a 2 — 2ab + b 2 

Hieraus ergibt sich, dass: 
1). . . . (a — b) 2 = (o — a) 2 ist 

In Rücksicht dessen kann man auch: 



setzen kann. 



l = Bin 2 g +cos*-jj[- 
Hiernach erhalt man: 



1 — sin a = sin 2 -; 



■ 2 sin y • cos-g- ■+• cos 1 9 



-cos 



«V 

2/ 



oder nach der Erkl. 155: 

1 — sin « = (sin - 
oder auch nach der Erkl. 156 

1 -sin« = (cos-*- a/ 

nämlich die zu beweisende Formel 95. 

Aus dieser Formel erh&lt man durch Ausziehen 
der Quadratwurzel die weitere Formel 95 a: 

1 — sin a == cos - - — sm -^ 



sin- 
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(a a\ 2 / « . «\ 2 

«in T -coß T j = (co8 T -ßm ¥ ; 

setzen, wenn man sich an Stelle des Buch- 
stabens a in der Gleichung 1). sin-^-, an Stelle 

rt 

des Buchstabens b cos -^ gesetzt denkt. 



* Aufgabe 138. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 96 . . l-f-sin a = ( sin ^+cos|j- \ 

oder der 

Formel 96*. . Vl+&ma = sin £ -f c °s^ 

nachweisen. 



Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 



Aufgabe 139. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 97 . . sin 3a = 3 sin a — 4 sin V 
nachweisen. 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 und in Rücksicht 
der Art and Weise, wie die mit der Formel 97 
analoge Formel 49 für sin 2 a hergeleitet wurde 
(siehe den Beweis A. in Antwort der Frage 29), 
setze man zunächst für den die linke Seite 
jener Formel bildenden Ausdruck: 

sin 3a = sin (2a -f- «) 
und entwickle den auf der rechten Seite dieser 
Gleichung stehenden Ausdruck nach der For- 
mel 41, indem man in derselben a = 2« und 
ß = a gesetzt denkt Hiernach erh&lt man: 

sin 3a = sin 2a . cos a -+- cos 2a . sin a 

oder, wenn man berücksichtigt, dass man nach 
der Formel 49: 

sin 2 a = 2sina.cosa 
und nach der Formel 51: 

cos 2a = 1 — 2sin»a 
setzen kann: 

sin 3 a = 2sina.co8a.cosa-{-(l— 2sin 2 a)sina 
und reduziert: 

sin 3 a = 2 sin a . cos'a + sin a — 2 sin'a 

Berücksichtigt man ferner noch, dass auf 
der rechten Seite der zu beweisenden Formel 
nur die Funktion Sinus vorkommt, und dass man 
in der zuletzt erhaltenen Gleichung nach der 
Formel 13 , m 

cos ? a = 1 — sin'a 

setzen kann, so erhält man in Rücksicht dessen : 
sin 3a = 2 sin a (1 — sin 7 «) + sin a — 2 sin'a 

oder: 
sin 3a = 2 sin a — 2 sin s a + sin a — 2 ßin 3 a 

mithin : 

sin 3 a = 3 sin a — 4 sin'a 

nämlich die zu beweisende Formel. 



Goniometrie (WinkelmessungBlehre.) 
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* Aufgabe 140. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 98 . . cos 8« = 4 cos s a — 3 cos « 
nachweisen. 



Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 



♦Aufgabe 141. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 99: 

sin 4 a = 4 sin « . cos 3 « — 4 sin 8 « . cos « 
desgl. der 

Formel 100.. cos 4«= 8 cos 4 «— 8 cos 2 « +1 
nachweisen. 



bezw. 



Auflösung. Man setze entweder: 
sin 4a = sin 2 (2a) 

cos 4« = cos 2 (2a) 

und entwickle die rechte Seite der ersten Glei- 
chung nach der Formel 49, bezw. die rechte 
Seite der zweiten Gleichung nach der Formel SO, 
indem man (2 a) als einen einfachen Winkel 
und dann 2 (2 a) als den doppelten Winkel 
betrachtet, und benutze dann in der weiteren 
Entwicklung abermals die Formeln 49 und 50 
analog wie in der Auflösung der Aufgabe 139, 
oder man setze: 

sin 4a = sin (2a + 2a) 
bezw. 

COS 4a = COS (2a + 2a) 

und verfahre analog wie in der Auflösung der 
Aufgabe 1S9 gezeigt wurde. 



«Aufgabe 142. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 101: 

sin 5« = sin « — 20 sin 3 « + 16 sin 5 « 
desgl. der 
Formel 102: 

cos 5« 
nachweisen. 



Auflösung. Man setze entweder: 
sin 5a = sin (2a + 8a) 
entwickle die rechte Seite dieser Gleichung, 
analog wie in der Auflösung der Aufgabe 139, 
nach der Formel 41 und benutze in der wei- 
%.-./* «, teren Entwicklung die Formeln 49, 51, 97 u. 98, 
5 COS « — 20 COS *« +16 COS 5 « der man setze : 

sin 5a = sin (a + 4a) 
verfahre in analoger Weise und benutze in 
der weiteren Entwicklung die Formeln 99 u. 100. 
Desgleichen setze man entweder: 

cos 5a = cos (2a + 8a) 
entwickle die rechte beite dieser Gleichung, 
analog wie in der Auflösung der Aufgabe 189, 
nach der Formel 48 und benutze in der wei- 
teren Entwicklung die Formeln 49, 50, 97 u.98, 
oder man setze: 

cos 5a = cos (a 4- 4a) 
▼erfahre in analoger Weise und benutze in der 
weiteren Entwicklung die Formeln 99 und 100. 



Aufgabe 143. 

der 



Man soll die Richtigkeit 
8tga — tg 8 « 



Formel 103 . . tg3« = -^gxp^ 
nachweisen. 



Auflösung. Zum Beweise der Richtigkeit 
dieser Relation verfahre man analog der 
Auflösung der Aufgabe 139 wie folgt: 

Man Betze: 

t g 8« = tg(2a + a) 

und entwickle den auf der rechten Seite dieser 
Gleichung enthaltenen Ausdruck nach der For- 
mel 45, indem man in derselben a = 2« und 
ß = a gesetzt denkt. Hiernach erhalt 
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tg2« + tga 



tg8« = 



1 — tg2a.tga 



oder, wenn man berücksichtigt, dass nach der 
Formel 53: 9f . 

tg2«= ^" 

gesetzt werden kann: 

tg« 



tgS^-^ 1 !'" 



2tga A 

Bringt man nunmehr die Glieder, welche 
bezw. in dem Zähler und Nenner des Doppel- 
bruchs vorkommen, unter gleiche Benennung, 
so erhält man ferner: 

2tg«4-tg«(l — tg» «) 

*,.« l -=& 



(1 — tg»q) — 2 tg»a 

o 

tg8a 



1 — tg'a 
oder: 

__ 2tg« + tga — tg 3 c 

l — tg'a — 2tg'a 
mithin: 

tff q ft _ 3 tg a — tg^« 
tg o a s= — — — wt~->~~~ 
1 — 3 tg 2 a 

nämlich die zu beweisende Formel. 



♦Aufgabe 144. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der vorigen Auflösung 

m MAa t 4tga — 4tg 3 a und der Andeutungen zu den Aufgaben 141 

Formel 104 . . tg4« = - A — * 2 . * und 142. 

1 — 6tg 2 « + tg*a 
desgl. der 
r i in* 4 * 5tga — 10tg»a + tg 5 « 

Formel 105 . . tg 5 a = t , A ,, . ■ g4 , 4 — 

1 — 10tg 2 a + 5tg 4 a 

nachweisen. 



Aufgabe 145. Man soll die Richtigkeit 

der • o Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

c A . mA i it\p 1 1 OaadO am 8* tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

Formel 106 . . 1 + 2 cos 2« = -gj— ünter ?) erw&hnten verfahren wie folgt 

nachweisen. nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erh&lt man, wenn 
man von dem die rechte Seite dieser Formel 
bildenden Ausdruck ausgeht und den Z&hler 
dieses Quotienten analog dem in der Auflösung 
der Aufgabe 139 enthaltenen Beweis zum Teil 
entwickelt: 

sin 3a __ sin 2« . cos a + cos 2« . sin a 
sin a ~~ sin a 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 49 für sin 2 a = 2 sin a . cos a setzen 
kann, so erh&lt man hieraus: 

sin 3« __ 2sina.cosa.co8a-j-cos2a.sin a 
sin a ~~ sin a 

oder nach gehöriger Reduktion: 
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sin 8 a 



= 2 cos'a -\- cos 2 a 



sin« 

Da man ferner noch nach der Formel 65 für 

2 cos 7 « = l + coß2« 

setzen kann, so erhalt man hieraus schliesslich: 

sin 3« , , ft , ft 

— : = 1 4- cos 2« 4- cos 2o 

Bin« ' 

oder auch: ««« q« 

1 + 2 cos 2a = — : 

1 Bina 

n&mlich die zu beweisende Formel. 



* Aufgabe 146. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 

Formel 107 . . 2 cos 2«— 1 = — — 

cos« 
nachweisen. 



B). Aufgaben Über die Herleitung solcher goniometr. Formeln, durch welche Beziehungen 
zwischen den Funktionen eines Winkels, auch dessen Vielfachen und dessen Hälfte, 
und den Funktionen eines solchen Winkels ausgedruckt sind, der um ein Bestimmtes, 

45° 

z. B. um 45°, y etc. von jenem Winkel verschieden ist. 

Aufgabe 147. Man soll die Richtigkeit 

der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 108: _ tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

sin «-(- cos a = V2.sin(45*+a) unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen nachweisen : 

nacnweisen. In Rückgicht der ErkL m m & in Rücksicht 

der Formel 41 erhält man, wenn man in dieser 
Formel « == 45° und ß = a setzt, für den die 
rechte Seite der Formel 108 bildenden Aus- 
druck : , 

V^.8in(45°+«) = 

«. *., ...» w v j l *i« j * * V r 2.(8in45°. cos <x 4- cos 45°. sin cc) 

Erkl. 157. Nach der Auflösung der Auf- r y ' ' 

gäbe 9 ist: Setet man nunmehr nach der Erkl. 157 für 

. ,..* 1 +nr sin 45° und cos 45° ihre speciellen Zahlenwerte 

a). . . . sin 45° = -^\ 2 ein> s0 erhält man: 

desgleichen ist: Y%. sin (45°+ a) = 

b). . . . cos45o = !V2- ^-.(IV^.cosa+lV^.sin«) 

oder nach gehöriger Reduktion: 
V^. sin (45°+ «) = V%' y V^tcos a + sin «) 

V2. sin (45° + a) = i- (VT)'- (sin « + cos a) 

Y%. sin (45°+ a) = ~ - 2 . (sin « + cosa) 

VIT. sin (45°+ o) = sin « + cos a 

oder, nach Vertauschung der beiden Seiten 
dieser Gleichung : 

sin a + cos « == Y%. sin (45° + «) 

nämlich die herzuleitende Formel. 
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* Aufgabe 148. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der Auflösung der 

der Aufgabe 147. 

Formel 109 cos « — sin « = V$J . sin (45°— a) 
desgl. der _ 

Formel 110 sin a + cos a = V 2 • cos ( 45 ° — «) 

desgl. der _ 

Formel 111 sin a — cos « = \/2 . sin (« — 45°) 

desgl. der 

Formel 112 cos a — sin a = Y2. cos (45°+ «) 

nachweisen. 



♦Aulgabe 140. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der Auflösung der Auf- 
der g&be 147 und in Rücksicht/ dass nach der 

Formel 1 13 . C08g + 8ing = sin ( 45 °+ tt ) ErkL 157 sin 45° = cos 45« = | VT ist. 

cos a — sin a sin (45°— a) 
desgl. der 

r % hh i cos « — sin a sin (45°— a) 
Formel 114 —. — = . * , ; 

cos « + sin a sm (45°+ a) 

nachweisen. 



Aufgabe 150. Man soll die Richtigkeit 
<**r ^ Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 115: _ tion kann man nach dem in der ErkL 150 

1 1 2\/2.sin(45 -t-a) nnter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 

1 nachweisen: 



cos« sin« sin 2 a 



In Rücksicht der Erkl. 151 und in Rückßicht 



nachweisen. der in der Aufgabe 147 entwickelten For- 

mel 108 erhalt man für die die. linke Seite 
jener Formel bildenden Ausdrücke, wenn man 
dieselben unter gleiche Benennung bringt: 

1 , 1 __ sin a -f- cos et 
cob a 'sin er sin a . cos a 

und dann jene Formel' 108 benutst: 

_1 . 1 _ VT. sin (45°+«) 

cos a ' sin « "~ sin a . cos a 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 49 für den Nenner des Quotienten 
rechts sin 2a setzen kann, wenn man Z&hler 
und Nenner desselben mit 2 multipliziert, so 
erh&lt man in Rücksicht dessen: 

1 __ 2. VT. sin (45°+ a) 



cos« ' sin« sin 2a 

n&mlich die zu beweisende Formel. 



^Aufgabe 151. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der Auflösung der Auf- 

Formel 116: ^ aDe 150 un( * mit R env| tzung der Formel 109. 

_JL 1_ '_ 2 ^2. sin (45°- a) 

sin« cos« ~" sin 2a 

nachweisen. 
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Aufgabe 152. Man soll die Richtigkeit 

der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

r i-nn 1 + tga , (A K , . tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

Formel 117 • • l _ tga — ^V 40 t«) unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 und in Rücksicht 
der Formel 45 erhalt man, wenn man in dieser 
Formel a — 45° und ß = a setzt, für den die 
rechte Seite jener Formel bildenden Ausdruck : 

Erkl. 158. Nach der Auflösung der Auf- tg(45°+«) = tg45 n + tg_g_ 

gäbe 9 ist: g l ^ ' 1 -tg45«.tg« 

a) tg 45° = 1 Berücksichtigt man, dass nach der Erkl. 158 

desgleichen ist: tg 45° = 1 gesetzt werden kann, so erhalt man 

h) ctg 45° = 1 hieraus: , , 

tg(450 +g)== 1 1 + t ^ c 
. v ' ' 1—1. tg« 

oder, wenn man die beiden Seiten dieser Glei- 
chung vertauscht: 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*).Aufgabe 153. Man soll die Richtigkeit 

der Auflösung. Analog der Auflösung der Auf- 

1 tffct v S ft he 152 und bezw. mittels Benutzung der 

Formel 118 - - . , 7 = *« ( 45 °— «) Formeln 45 bis 48. 

desgl. der 

Formel 119 . • c * gg + ; = ctg (45°-«) 

ctg « — l 
desgl. der 

Formel 120 • . ?*Ti = <*8 (45°+«) 

. ctg«+l 

nachweisen. 



Aufgabe 154. Man soll die Richtigkeit 

der Auflösung. Analog dem Beweis in der 

- . 4t >* 1 — tg a (A K0 , s Auflösung der Aufgabe 152 erhält man mit- 

Formel 1<51 - • ^ - = ctg(4ö -f-a) lelg der Formel 47i wenn man in derselben 

nachweisen. « = * 5 ° und ß = « Betzt: 

* uKtt \ ct g 45°. ctg «~1 
ctg (45»+«) = ctg450+ctgg 

oder wenn man berücksichtigt, dass nach der 
ErkL 158 ctg 45« = 1 

gesetzt werden kann: 

* /itfl i \ 1 • c tg« — 1 
ctg (45°+ a) = 



1 + ctgo 
Setzt man nunmehr nach der Formel 9 a: 

ctg a = 

ö tg« 

so erhalt man aus dieser Gleichung: 
ctg (45'+«) = -*" 



^ tg« 
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oder, wenn man die Glieder des Zählers und 
Nenners des Quotienten auf der rechten Seite 
unter gleiche Benennung bringt: 

1 — tg« 



ctg(45 +«) = 
oder: 



tg a 



tg« + l 
tga 



Durch Vertauschung beider Seiten dieser 
Gleichung erhält man somit: 

4=|f- * (450+ 4 
nämlich die herzuleitende Formel. 



*). Aufgabe 155. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der Auflösung der Auf- 

Formel 122 • . l±j|£ = ctg (45»- «) ^ 154> 

nachweisen. 



Aufgabe 156. Man soll die Richtigkeit 

der __ # ^ Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Fnrm»l 19* i t ♦„ V 2 . Sin (45 + «) tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

rurmeiiÄö-.i-t-iga- ^^ unter 2) erwfthnten Verfahren wie folgt 

nachweisen. nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 und mittels An- 
wendung der Formel 7 erhält man für den die 
linke Seite jener Formel bildenden Ausdruck: 

1 + tga = !■' 



C08a 

oder, wenn man die Glieder rechts unter 
gleiche Benennung bringt: 

COS a + sin a 



l + tg« = 



COSa 



Berücksichtigt man nunmehr, dass man für 
den Zähler des Quotienten rechts nach der 
Formel 108 = Vi. sin (45°+ a) setzen kann, 
so erhält man in Rücksicht dessen: 

' ° COS a 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*).Aufgabe 157. Man soll die Richtigkeit 
der ,_ Auflösung. Analog der Auflösung der Auf* 

. ^ Ä , „ V 2 . sin (45°— a) gäbe 156 und mittels Benutzung der Formel 109. 

Formel 124 • • 1— tg a = * ± 

cos« 

nachweisen. 



nachweisen. 
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Aufgabe 168. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 125 . . 1 + sin a = 2cos 2 (45°- J) Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der ErkL 150 
nnter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 and mittels An- 
wendung der Formel 66: 

sin a + sin ß = 2 . sin " T • cos ^—^- 

erh&lt man, wenn man in derselben: 
a = 90° 
ß = a 

setzt, und berücksichtigt, dass nach Antwort 
der Frage 18: 

sin 90° = 1 
ist: 

1 , . o - 90°+« 90«—« 
1 + sin a = 2 . Bin — ^ cos — ^ 

oder: 

1 + sin « = 2 . sin (*5 +-£-) . cos (45*- -^-) 

Berücksichtigt man nunmehr, dass die Winkel 
(450+1) nnd («,_•) 

Komplementwinkel sind, n&mlich sich su 90° 
ergänzen, und dass man nach Antwort der 
Frage 15 für den Kosinus eines Winkels den 
Sinus dessen Komplementwinkels, dass man 
also: 

sin (450+I) = cos (450— J) 

setzen kann, so geht in Rücksicht dessen Tor- 
stehende Gleichung über in: 

1 + sin « = 2 . cos (45 - ~j • cos (45 - ~\ 
und hieraus erhält man: 

1 + sin« = 2. cos 5 (45 —y) 
nämlich die zu beweisende Formel. 



*).Aufgabe 159. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der Auflösung der Auf- 

/ Ä a \ R*he 158 und mittels Benutzung der Formeln 
Formel 126 . . 1+sin« = 2sin 2 (45°+ - j 66 und 67. 

desgl. der 

Formel 127 . . 1-sin« = 2cos*(45°+ |j 

desgl. der 

Formel 128 . . 1-sina = 2 sin 2 (45°- ~) 

nachweisen. 



Ueber die Herleitung weiterer goniometrischer Formeln. 169 



Aufgabe 180. Man soll die Richtigkeit 
der 



Formel 129 • - x ™" = tg (45°— ^) Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

< tiftn lrfinn ifiÄfi T\Afih Haut» in Hat F.rlrl Ifcft 



nachweisen. 



tion kann man nach dem in der ErkL 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 und mittels An- 
wendung der Formel 125 erh&lt man für den 
die linke Seite dieser Gleichung bildenden 
Ausdruck: 

cos a cos « 



1-4- BIO CK ,/,.,„ «\ 

' 2. cos 2 / 45°— y) 

Setzt man ferner nach der Formel 16 a: 
cos a = sin (90°— a) 
so erhalt man: 

cos g __ sin (90°—«) 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 49 a: 

sin o = 2 . sin -~ • co *-ö" 

wenn man in derselben 

a = 90°—« 
setzt, für 

Bin (90°— a) ss 2. sin — ^" cos — ^ — 

oder: 

= 2. sin 



cos er 



(450-|). cos («.-i) 

i geht vorstehende Gleichu 
isen über in: 

2 . sin (45»- -£-) . cos (45 - -£-) 



setzen kann, so geht vorstehende Gleichung 
in Rücksicht dessen über in: 



1 + Biaa 2. cos* (45»-!) 

und hieraus erhalt man durch Reduktion: 

^(45«-^) 
cos « __ \ 2 / 

co.(45»- T j 
oder mittels Benutzung der Formel 7: 

C08ff =tg(45Q-- g ) 
1 + sin« g \ 2/ 



*).Aufgabe 161. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der Auflösung der Auf- 

- . . A A COS a A / , „ n a\ gäbe 160 und mittels Anwendung der Formel 128. 

Formel 130 • • ^ — - — = ctg (45°— — 1 
1 — sin« °V 2' 

nachweisen. 



170 Goniometrie. 

*). Aufgabe 162. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Die Formeln 131 und 132 kann 

. 1 — sin« / a\ man herleiten, indem man die Formeln 129 

Formel 131 . • - r — - = tg 2 (45°— ^r) und ISO ineinander dividiert. 

l+sm« \ 2/ 

desgl. der 

1— sina 

l + sin< 
nachweisen. 



Formel 132 . . -J=$LfL = cig'to'+l-) 

1 + sma D V '2/ 



Aufgabe 163. Man soll die Richtigkeit 
der Aullösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 133: tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

cos(a— 45°) + sin( a — 45°) = V2.sina mt *J ?)• erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen * 
nachweisen. ^ Rücksicht der Erkl. 151 und in Rücksicht 

der Formeln 44 und 42 erhalt man, wenn man 

in denselben ß = 45° setzt, für die linke' Seite 

jener Formel: 

cos (« — 45°) + sin (« — 45°) = cos « . cos 45°+ sin «. sin 45°+ sin a . cos 45° — cos a. sin 45* 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Erkl. 157 

sin 45® == cos 45° = -*- V" 2 
ist, so erhalt man in Rücksicht dessen: 

cos (« — 45°) + sin (« — 45°) = cos « • ^Y% + 8in a ' \ V* + Bin * * 4V 2 ~" C08 " * \^ 

oder: 
cos (« — 45°) + sin (« — 45°) = -ö\2. (cos « -+- sin « + sin a — • cos a) 



cos (« - 45°) + sin (ff — 45°) = -1 \ \ . 2 . sin « 



mithin: 

cos (ff — 45°) + sin (ff — 45°) = VT. Bin « 
nämlich die zu beweisende Formel. 



*).Auigabe 164. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der Auf- 

der lösung der Aufgabe 163. 

Formell34..8in(45»+ a )+sin(45«-«) = V2.cos« J££3g*S2*£ m£ 

desgl. der dass nach der Auflösung der 

Formel 185 . . sin (45°+ «) — sin (45°— «) = V2 . sin « Auf * abe 8 l 

desgl. der *in 30° = y 

Formell36..ßin(30 +a)+sin(30°— «) = cos« und i __ 

desgl. der . cosSO" = ^^F 

Fermel 137 . . cos (30°— a) — cos (30°+ «) = sin a **- 

nachweisen. • 

Aufgabe 165. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 138: Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

,--„ , x . /JP0 n 2 tion kann man nach dem in der ErkL 150 

tg(45-ha) + tg(45— «)= — — — unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen. " nachweisen: 
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In Rücksicht der ErkL 151 and mittels An- 
wendung der Formel 7 erhält man für den die 
linke Seite jener Formel bildenden Ausdruck: 

tg (45Q+ a) + 11(450-«)« BJn(45Q+«) sin (45'-«) 
ig ^o -f a, t *g po a) ^ (4&0 ^ ^ t ^ (450 _ ß) 

Entwickelt man nnnmehr die Zahler und 
Nenner der Quotienten nach den Formeln 41 
bis 44, indem man in denselben « = 45° und 
ß = a setzt, so erhalt man ferner: 

U^ol i * a«>0-— ^ — 8 * p 45°. cos « + cos 45°. sin « sin 45°. cos « —cos 45°. sin « 
tg(45 + «)-f-tgl45 a) - cog 4g0 cog a _ Bin 450 gin a + cog 45 o cog " " + §in 450> gin a 

oder, wenn man berücksichtigt, dass nach der 
ErkL 157 

sin 45° = cos 45° = yV^ 
ist und dementsprechend Zahler und Nenner 
der beiden Quotienten rechts mit -^ V%> bezw. 
mit sin 45° oder cos 45° dividiert: 

* /AK* i % . s. /iM * cos « + sin« , cos« — sin« 

tg (45°+ a) + tg (45°— «) = — -. - — : — 

ö v ' ' ' ^ v J cos « — sin « ' cos « + bid « 

Bringt man jetzt die Quotienten rechts unter 
gleiche Benennung, so erhalt man: 

tg (45» + .) + tg (45»- «) = («w«+«fa«)M-(w"-^ 
' (cos«— 8ina)(cos«+sina) 

oder nach den in den Erkl. 152, 153 und 155 
angegebenen algebraischen Regeln: 

IAKQ-L. \ _X_ IAK0 \ — COS*« + 2 Sin « . COS « + 8«'«+ COS 1 « — 2 SU) « . C08 « + 8Jn ? « 

tg(45 +«) + tg(45 -ir) - _____ 

* /it« , x , A ,i fa v 2 (cos'« + sin'«) 
tg («•+ «) + tg (45«- .) = _^_£L_J 

Berücksichtigt man jetzt, dass nach der 
Formel 13 

8in ? « + cos f « = 1 

und nach der Formel 50 

cos'« — sin 2 « = cos 2« 

gesetzt werden kann, so erhalt man in Rück- 
sicht dessen: 

tg(45«+«) + tg(45»-«) = ^ 
nämlich die zu beweisende Formel. 



*).Aufgabe 166. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der Auflösung der Auf- 

Formel 139" 8 abe 165 > aber nüttelo Benutzung der Formeln 

tg(45«+«)-tg («•-«) = 2tg2« 45 ' 46 "■* 68 ' 
nachweisen. 
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C). Aufgaben Über die Herleitung solcher goniometrischer Formeln, durch welche 
Beziehungen zwischen den Funktionen zweier verschiedener Winkel 

ausgedruckt sind. 

Aufgabe 167. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 140..8in 2 a— sin 2 = cos 2 /? — cos ? a tion kann man nach dem in der ErkL 150 
nachweisen. unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhalt man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Aasdruck, wenn man nach der Formel 13: 

Bin 2 « = 1 — cos 2 « 
und 

sin 7 ß = 1 — cosV 
setzt: 

sin 2 « — sin 2 = (1 — cos 2 «) — (1 — cob*/J) 

Durch Reduktion der rechten Seite dieser 
Gleichung erh&lt man: 

sin 2 « — • sin 2 /» = 1 — cos 2 « — 1 + cos 2 /» 
oder: 

sin 2 « — sin 2 /! = cos 2 /* — cos 2 « 

nämlich die zu beweisende Formel. 



*).Auigabe 168. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 

Formel 141 . . cos'a— Bin 2 = cos 2 0— sin 7 « 

nachweisen. 



Aufgabe 160. Man soll die Richtigkeit 
^ er i__PAflO/' _uä\ Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Fortnel 142 • * ^ g " h w = sin 1 (« + ß) üon kann man nach dem in der ErkL 150 

2 unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen . nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man in der Formel 51 

« = « + 

setzt und den sich hiernach für 

cos 2 (« + ß) = 1 — 2 sin 2 (« -f ß) 

ergebenden Wert in jenen Ausdruck substituiert: 

1 — cos2(« + ft) _ 1 — [1—2 sin 2 (« + /»] 
2 "" 2 

Durch Reduktion der rechten Seite erhält 
man hieraus: 

l — cos2(c+/g) _ 1 — l + 2sin 2 (« + ft) 
2 ~" 2 

oder: 

nämlich die herzuleitende Formel. 
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*).Aufgabe 170. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

r Mi« 1 — cos2(a — ß) . 2/ .. 
Formel 143 ~ — = sm 2 (« — ß) 

desgl. der 

r hü l + COS2(a + 0) 2 , . .. 

Formel 144 ! ^ — ~^- = cos 2 (« + 0) 

desgl. 

r i^ir l+C0S2(a — ß) 2/ .. 

Formel 145 ! — — ^— = cos 2 (a — ß) 

nachweisen. 

Aufgabe 171. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 146: tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

8in 2 (a4-/?)-sin , (a-jJ) = sin2a.sin2Ä ™ ter 2 > erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen : 
nachweisen. In Rücksicht der Erkl. 151 erhalt man für 

den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man denselben, nach der in 
der Erkl. 152 angeführten algebr. Formel: 

a 2 — 5 2 = (a + b)(a — 6) 

in ein Produkt verwandelt: 

sin 2 (« + ß) — sin 2 (a — ß) = (sin (« + ß) + sin (« — 0)) • (sin (a + 0) — sin (a — ft) 

oder, wenn man die einzelnen Summanden in 
der rechten Seite dieser Qleichung nach den 
' Formeln 41 und 42 entwickelt: 

sin 2 (a + 0) — %m l (a — ß) = ((8in«.cos^4- cosa.ßin^) + (ßin«.co8/5 — C08«.sin/9)) • 

((sin a , cos ß ■+• cos a.sin ß) — (sina.cos/ff — cos «.sin 0)) 
und reduziert: 
sin 3 (a+ß) — sin 2 (a — ß) = 2 sin « cos /*. 2 cos « sin £ 

oder: 
sin 2 (« + /*) — sin 2 (« — ß) = 2 sin « cos « . 2 sin cos £ 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Formel 49 für 

2 sin a cos a = sin 2« 
und für Ä . 

2 sin /? cos/* = sin 20 

gesetzt werden kann, so erhält man in Rück- 
sicht dessen: 

sin 2 (« + ß) — 8in *(« — /*) = sin 2« . sin 2/9 
nftmlich die zu beweisende Formel 



*). Aufgabe 172. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

Formel 147.. cos 2 («+0) — cos 2 («— ß) = — 2sin2a.sin20 
nachweisen. ^^^^^^^^^^ 

Aufgabe 173. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 148: tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

8in 2 (<H-0)+sin 7 (a— 0) = 1— cos2a.cos2S unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen. nachweisen: 
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In Bücksicht der ErkL 151 erhält man. ffir 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die durch die Formeln 
142 u. 143 ausgedrückten Beziehungen benutit: 

.,,,*,.,, m 1 — cos2(«+/9) . 1 — cos2(a — ß) 
8in'(« + /*; + 8in*(«-j») = 2 "* 2^ 

oder nach gehöriger Reduktion: 

• «/ i *. i • «/ m l cos2(« + 0) . 1 cos2(a — ß) 
8in*(« + fl+Bin'(«-/*) =-2 V 2 +T 2 

_ cos 2 (« + fl + cos 2 (q — /*) 

~" 2 

__ _ cos (2a + 2ß) + cos (2c — 2ß ) 

~ l 2 

und wenn man die Formeln 48 und 44 in An- 
wendung bringt und in denselben 

« s=s 2a 
und ß = 2ß 
setzt: 

.,,.,,.,. . cos2acos2A— sin 2a sin 204- cos 2a cos 2/5 4- sin 2« sin 2i 

*m*(a+ß) + Bin*(a—ß) = 1 E £_X (IX !£ 

__ - 2 cos 2« cos 2/1 

- 2 

mithin: 
sin* (« + /*) + sin 2 («— ß) = 1 — cos 2«. cos 20 

nämlich die herzuleitende Formel 



*).Auigabe 174. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung 
der und mittels Anwendung der Formeln 144 u. 145. 

Formel 149. . cos'(a+^) + cos 2 (a— ß) = 1 + cos2«.cos2|J 

nachweisen. 

Aufgabe 175. Man soll die Richtigkeit 

der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

r rt „ mö , ir * A . _ifrrd — sin (a + 0) tion kann man nach dem in der ErkL 150 

i-ormei lau . tga-ftgp — ^— — - mtm ^ erwä hn t en Verfahren wie folgt 

nachweisen. nachweisen : 

In Rücksicht der ErkL 151 erhalt man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formel 7 in Anwen- 
dung bringt: 

. . m Bina sin/9 

tg OL + tg ß = ~ 

* ' ör COBa ' COS/9 

oder, wenn man die Quotienten rechts unter 
gleiche Benennung bringt: 

. A Ä sin a . C08 ß + cos a . sin ß 
*« + *' = co««.co,/» 

und dann die Formel 41 in bezug auf den 
Zähler des Quotienten rechts in Anwendung 

nämlich die zu beweisende Formel. 
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Aufgabe 176. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Benutzt man die Formel 150 

Formel 151: und setzt in derselben 

*<•+»+«-»- „IS 1 .!,. . mt ;z:±i 

nachweisen. so erhält man für die linke Seite der 

herzuleitenden Formel: 

tg(« + Ä + tg(«-Ä = ^ [(a -±^ + ^-^- 
igl«t-W-t-i*l« P) cos(« + ft.cos(« — ß) 

oder, wenn man den Z&hler rechts reduziert 
und die in dem Nenner vorkommenden Fak- 
toren nach den Formeln 48 u. 44 entwickelt: 

sin 2« 
&\ a -rP)-r gl«— p) — (QQsacoBß — sinasin/?) (cosacos/g-j-sin« sin/9) 

dann die in der Erkl. 152 angeführte algebr. 
Formel: 

a 2 — &* = (a + b)(a — b) 
in Anwendung bringt: 

tg(« + /»J + tg(a- / ») = ^ i ^ i ^___ 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 18: 

cos 2 « = 1 — sin 2 « 
und 

cos ? /J= 1— sinV 

setzen kann, so erh&lt man in Rücksicht dessen: 

sin 2« 



tg(a + ß) + tg{a-ß) 



(1 — sin 2 «) (l — sin 2 /JJ — sin 2 « sin 2 jf 

sin 2« 

1 — sin 2 « — sin 1 /? + sin 2 « sinV — sin 2 « sin 2 /! 

sin 2« 



1 — sin*« — sin 2 if 

Multipliziert man nunmehr Z&hler und Nen- 
ner des Quotienten auf der rechten Seite 
dieser Gleichung mit 2 und zerlegt dann den 
Nenner, in Anbetracht der Formel 51, so er- 
halt man: 
x / , -v • * / -. 2 sin 2« 

tg(« + fl + H(— ff = 2-2sin 2 «-2sin 2 /» 

2 sin 2« 



(1 — 2 sin 2 «) -|- (1 — 2 nn-ß) 

oder mittels doppelter Anwendung jener For- 
mel 51: 

* / i -v i j. / Ä v 2 sin 2 « 

nimlich die zu beweisende Formel 



*}. Aufgabe 177. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der Auflösungen derAuf- 
d er gaben 175 und 176. 

■- . H.r^ A * n sin(« — ß) 
Formel 152 • • tg a — tg/S = — v ^ 

e OK COSa.COS/J 

desgl. der 
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Formel 153 - . ctg«+ctg/S = 8 j n(g "t ^- 

desgl. der 

Formel 154 - • ctga-ctgig= 8 | n ^~ tt ) 
, , , 8ina.8in0 

desgl. der 

Formel 155 - • ctg« + tgff= cos ^— «) 

desgl. der 

Formel 156- . ttga-tgß = ^ttA 

desgl. der 

Formell57. . tg(« + /J) — tg« = 8m ^ 

desgl. der 

Formel 158 • • ctg(a+0)— ctg« = 

desgl. der 

Fo™ell59..tg^ + tg^=. 2sin " 

desgl. der 



cos(«-j-0)cosa 

sinfl 
8in(a+^)8ina 



2 CO8a + CO80 



FormelieO- • tg^-tg^ = -l^_ 

2 2 CO8a + CO8 

nachweisen. 



Aufgabe 178. Man soll die Richtigkeit 

der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

PapimaI ißi i_i_*<r~ *»ä cos(« — g ) tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

i-ormeiibl..H-tga.tgp-^— — - mter ^ erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen. nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formel 7 zur An- 
wendung bringt: 

i+t»«.t»i» «= i H ___.__j. 

oder, wenn man die Glieder auf der rechten 
Seite unter gleiche Benennung bringt: 

, . x . Ä cos a . cos /? + sin a . sin 3 

1 -Mga.tgf = — - 

10 or cosa.cos/? 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 44 für den Zähler des Quotienten 
rechts cos («—/*) setzen kann, so erhält man 
in Rücksicht dessen: 

' 8 ^^ cosa.cos/J 
nämlich die zu beweisende Formel. 



*).Aufgabe 179. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der Yorigen Auflösung, 
der 

Formell62 . . 1- tg«.tg ß = cos ("+ft 

. f J COS<r.CO8 

desgl. der 

Formel 163 . . l+ctg«.ctg0 = , cos(g — g) 

desgl. der / 



i 



Formel 164 

desgl. der 
Formel 165 . 
desgl. der 
Formel 166 . 

nachweisen. 
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COS (a + 0) 
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1 — Ctga.ctg0 = 
tga.ctg(*-fl = 
tga.Ctgß — 1 = 



sin « . sin 

sin(« + ff) 
cos « . sin ß 

sin (« — ß) 
cos a . sin ß 



Aufgabe 180. Man soll die Richtigkeit der 
Formel 167: 

Ctga.CtgjS — 1 COS(«-f0) 



Ctga.CtgjS + l 
nachweisen. 



COS (a—ß) 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl 151 erhalt man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formel 8 in Anwen- 
dung bringt: 

cos a cos ß 
ctgtt .ctgft — 1 __ sin a * sin ß ~" 



ctg a . ctg ß -\- 1 cosg cos ß 



+ 1 



Bin « sin ß 

oder, wenn man die Glieder rechts unter 
gleiche Benennung bringt: 

cos g . co s ß — sin«, sin ß 
ctga.ctg ß — 1 sin « . sin ß 

Ctg a . Ctg ß + 1 ~" C08a.C08/? + 8in«.8in^ 

sin a . sin ß 
oder nach gehöriger Reduktion: 
ctg a . ctg ß — 1 __ cos a . cos ß -— sin a . sin ß 
ctg«.ctg/J-f-l ~ cos a. cos ß + sin«. sin ß 

Berücksichtigt man nunmehr* dass man nach 
der Formel 43 für den Zähler des Quotienten 
rechts = cos(«+£) und für den Nenner nach 
der Formel 44 = cos (a — ß) setzen kann , so 
erhält man in Rücksicht dessen: 

ctg a . ctg ß — l c os(a + ß) 

ctga.ctg^ + 1 ~~ coa(a — ß) 
nämlich die zu beweisende Formel. 



*). Aufgabe 181. Man soll die Richtigkeit 
der 

1 — Ctgcr.Ctgff _ cos(« -f- ß) 

l-fctg«.ctg0 " ~~ 



Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 



Formel 168 • • 
desgl. der 
Formel 169 • • 
desgl. der 
Formel 170 • • 
desgl. der 
Formel 171 • • 
desgl. der 



cos (« — ß) 

1 + Ctgg.Ctgfl _ CQS(a — ß) 
1 — Ctga.CtgjS "" cOS(a-j-jS) 

1 — tgg.tg g = C0S(« + ft) 
l-|-tga.tg0 "~ C0S(a — ß) 

tgq+tgff _ Sm(a+ß) 

tga — tg0 sin(« — 0) 



Goniometrie (Winkelmessungslehre). 



12 
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Formel 172 

desgl. der 
Formel 173 • 
desgl. der 
Formel 174 • 
desgl. der 
Formel 175 • 
nachweisen. 



tg« + tgff = sin(« + g) 

COS(a — ß) 

sin (ß + a) 



l-ftg«.tg0 

Ctga + ctg0 



Ctga — Ctgß 
tga — tgjJ 



sin(0 — «) 
sin (a — ß) 



tga + tgj* 

Ctga — Ctg0 



sin(« + 0) 
sin (a — ß) 



Ctg a + Ctg ß Sin (a -(- ß) 



Aufgabe 182 

der 

ctga+ctg g _ 



Man soll die Richtigkeit 



Formel 176 

nachweisen. 



tg« + tg0 



ctg«, ctg ß 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der ErkL 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der ErkL 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formeln 8 und 7 in 
Anwendung bringt: 

cos a cos ß 

ctg g + ctg ß __ sin a ' sin ß 

tg« + tg£ ~~ gln« 



cos« 



sin/3 
cos/5 



oder, wenn man die Glieder des Zahlers und 
Kenners des Quotienten rechts je unter gleiche 
Benennung bringt: 

cos a . sin ß -f- Bin a . cos ß 

ctg g + ctg ß _ sin a.sinß 

tg « + tg ß ~~ sin a . cos ß -f- cos a.sinß 
cos a . cos ß 

dann reduziert, indem man beachtet, dass 
die Zahler der Brüche, aus welchen der Dop- 
pelbruch rechts besteht, einander gleich sind, 
(für jeden jener Zahler kann man auch nach 
der Formel 41 = sin(g + £; gesetzt denken): 

ctg g + ctg ß __ cos g . cos ß 
tg« + tg/} 



oder: 



sin g . sin ß 



ctg g + ctg/ ? _ cos« cos/? 
tgg + tg/J ~" sina " sin/? 

Bringt man nunmehr abermals die Formel 8 
in Anwendung, so erhalt man hieraus: 



c i g *t, ctg / = ct g g. 



• ctg/? 
nämlich die zu beweisende Formel» 



*).Aufgabe 183. Man soll die Richtigkeit a m 
der Auflosung. 

tg a + Ctg ß 
desgl. der 



Analog der vorigen Auflösung. 
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Formel 178 

desgl. der 
Formel 179 

nachweisen. 



ctgq + ctgj 

tga + ct gi 8 V * 



tgg— Ctgc r 
Ctg« — Ctg ß 



tga.tg/S 



Aulgabe 184. 
der 
Formel 180: 



Man soll die Richtigkeit 



Ctgq + Ctgg 

Ctg0 — tg« ll ««'H5l«TW 



nachweisen. 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formel 9a in An- 
wendung bringt: 

1 . 1 



ctg g + ctg ß _ 
ctg£ — tgg 



tg* tg/? 



tg/J 



tga 



dann die Glieder des Zählers und Nenners 
des Quotienten rechts unter gleiche Benen- 
nung bringt: 

tg/3 + tg a 

ctgq + ctg/g _ tgg.tgft 

Ctg ß — tg a 



und reduziert: 



1— tgg.tg/9 
tg/* 



ctgg + ctg/g _ (tg/3 + tgg).tgft 
Ctg ß — tga (l — tga.tgß).tga.tgß 

oder: 

ctg q + ctg/? __ tgg + tg/g 1_ 
ctg/J — tga 1 — tgg.tg/J " tgg 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man für 
den ersten Faktor rechts nach der Formel 45 
= tg (g + ß) und für den zweiten Faktor nach 
der Formel 9a = ctgg setzen kann, so erhält 
man in Rücksicht dessen: 

nämlich die zu beweisende Formel. 



*). Aufgabe 185. Man soll die Richtigkeit 



Auflösung. Analog der Torigen Auflösung. 



Formel 181 
desgl. der 
Formel 182 
desgl. der 
Formel 18S 
nachweisen. 



3S& -«•■•*«■-» 
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Aufgabe 186. Man soll die Richtigkeit 

der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

c . i Q , * sin a -f- sin ß __ a — ß tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

hormei 184= COSa _ COS — — cig g mter 2 ^ erahnten Verfahren wie folgt 

nachweisen. nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
* Ausdrnck, wenn man die Formeln 66 und 69 

in Anwendung bringt: 

. a + ß a — ß 
i • * 2. sin— ^--coa ^ 
Bin g + sin ß __ 2 2 

cosa — cos/3 i" ~~ ft . « + . « — ß 
r — 2 sin —p. sin— ^ 

oder: 

a — ß 
x • * C08 r 

81D <* + sin ß __ 2 

COSa — C08Ä ~~ . a — ß 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 8 

a — ß 

C08 V f a-ß 
= Ctg— 5-t- 



sin 



2 
setzen kann, so erhalt man in Rücksicht dessen: 

sin a -f- sin ß __ ' a — /? 

cosa — cos£ ~~ 2 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*),Aufgabe 187. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

Formel 185- • ^± 8 ^ = tg^ 

CO8a-j-COS0 ö 2 

desgl. der 

Formel 186- • *±=*Ll=tg!=£ 

cos«+cos/3 ° 2 
desgl. der 

_ tHOmj sin« — sin^ , a+ß 

Formel 187 - • ~ = — ctg — ±jl 

COSa — COS/5 ° 2 

desgl. der a + /g 

Forme. 188- . *»£±ÜEA -JÜT 
desgl. der 

Formel 189 

nachweisen. 

Aufgabe 188. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Re- 
Formel 190 : lation kann man nach dem in der ErkL 150 
cos(a-f-/3) + cos(a — ß) = 2 cos a.cosß unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen. nachweisen : 



sin« — sin/3 
cos a — cos ß 


««■7' 


cos«+cosß 


%'T' 
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In Rücksicht der ErkL 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formel 68 in An- 
wendung bringt und in derselben 

« = * + ß 
und ß = a — ß . 
setzt: 

C os(a + fl + cos(a-ft = 2.cos ^^ 

= 2 . cos -=- • cos-^- 
oder: 

COS (« + ß) + C03 (a — ß) = 2 C08 a . C08 ß 

nämlich die herzuleitende Formel. 



Aufgabe 189. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Re- 

Formel 191: lation kann man nach dem in der Erkl.150 

sin (a-f-0)-|-sin(a ß) unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 

":„/ _TV\ ^r? 3T = tg a • ctg nachweisen : 

smia-f-p; — Sinia — ß) ^ R ückBicnt der Erkl. 151 erhält man für 

nachweisen. den die linke Seite jener Formel bildenden 

Ausdruck, wenn man die Formeln 66 und 67 
in Anwendung bringt und in denselben 

a = a + ß 
und ß = a — ß 
* setzt: 

gin(a+ /») +8in(q— / ?) ,Mn 2 C0 ' 2 

8m(«+/JJ-8in(a-/}) - 2-Con («+fl + («-fl ain («+ft — («— fl 

2 2 

. 2a 2/9 



2a . 2ß 
cos - 2 -. sin -A 

__ Bin a . cos ß 
~~ cos a . sin ß 
oder: 

— 8mg co *ß 
"" COSa sin/9 

Berücksichtigt man nunmehr die Formeln 7 
und 8, so erhält man hiernach: 

sin (a+/S)— sin(a— /*) * * p 
nämlich die zu beweisende FormeL 



*). Aufgabe 190. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog den Auflösungen der 
der Aufgaben 188 und 189. 

Formel 192 . . sin(a+/3)+sin(a— ß) = 2sina.cos0 
desgl. der 

Formel 193.. sin (a+0)— sin(a— ß) = 2cosa.sin0 
desgl. der 
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Formel 194 . . cos (a — ß) — cos (a + ß) = 2 sin a . sin ß 

desgl. der 

Formel 195 . . sin («+£)— sin « = 2 cos (a+ 1-) - sin ^- 

desgl. der 

Formel 196. . cos(«+0) — cosa== — 2sin(a+^Vsin-^ 

desgl. der 

Formel 197 . . sin 2a + sin 20 = 2sin(a+0)cos(a— ß) 

desgl. der 

Formel 198. . sin 2a — sin 20 = 2 sin (a— 0)cos(a+/J) 

desgl. der 

Form.. 199 **' + **ß _t8(a+ß» 

desgL der 
Formel 200 

desgL der 



sin2a— sin20 tg(a— ß) 

COS 2 a — COS 2 g _ __ tg(a + |3) 
COS2a + COS2/3 — tg(a — ß) 



Forme , 201 . . C ° S i*-?~ COi ttg = tg-.tg* 

COS(a — 0)-|-COS(a+j3) 



nachweisen. 



Aufgabe 191. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 202: Auflösung 1. Die Richtigkeit dieser Rela- 

sin 2 a — sin'fl = sin(«+0).sin(a— ß) üon k ^ man nach dem in der Erkl. 150 
, . unter 2). angeführten Verfahren wie folg* 

nacnweisen. nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhalt man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man denselben nach der in 
der Erkl. 152 angeführten algebraischen For- 
mel in ein Produkt verwandelt: 

sin'a — sin 3 /} = (sin a-\-sinß). (sin a — sin /?) 

und dann in bezug auf die beiden Faktoren 
rechts die Formeln 66 und 67 in Anwendung 
bringt: 

sin 1 « — sin ? /J = 2 sin ^t^ • cos^=^ • 2 cos^-t£ . B in ^=-£ 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 49 für 

ft . a + ß a + ß . n o+Ä 

2 sin g K « cos 1^ = sin 2 • ^ K 

oder = sin (a 4-/9) 
und für 

2 sm -^.co8--^= sin2.-2-£ 

oder = sin(a — 0) 

setzen kann, wenn man in der Formel 49 für 
a = a + ß, bezw. =za — ß Buhstituiert denkt, 
so erh&lt man in Rücksicht dessen: 

sin*a — sin 2 /» = sin (a -+* ß) • 8W (« — ß) 
n&mlich die herzuleitende Formel. 
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Auflösung 2. Die Richtigkeit dieser Re- 
lation kann man nach dem in derErkl.150 
unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erh&lt man für 
# den die rechte Seite jener Formel bildenden 

Ausdruck, wenn man nach den Formeln 41 und 
44 die in diesem Ausdruck enthaltenen Fak- 
toren entwickelt: 

sin (a + ß) . sin (a — ß) = (sin a . cos ß + cos a . sin ß) . (Bin « . cos ß — cos « . sin ß) 

und dann die auf der rechten Seite dieser 
Gleichung angedeutete Multiplikation nach der 
in der Erkl. 152 angedeuteten algebraischen 
Formel ausfahrt: 

sin («-+- ß) . sin (« — ß) = sin 2 « . cos 2 /* — cos 2 « . sin 2 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 13 

cos 2 « =1 — sin 2 « 
und cos 7 /? = 1 — sin 2 
setzen kann, so erhält man: 
sin (« + £). sin (« — ß) = sin 2 « (1 — sin 2 /?) — (1 — sin 2 «) . sin V 

oder: 
sin (a-f£j.sin(« — ß) = sin 2 «— sin 7 a.Bin 2 /3-sin 2 /J+ B "* 2 «» 8 » 1? £ 
und hieraus erhält man: 

sin (« -J- ß) . sin (a — ß) = sin 2 a — sin 2 
oder durch Umkehrung dieser Gleichung: 
sin 2 « — sin 2 = sin (« + /?). sin (« — ß) 
nämlich die herzuleitende Formel. 



*).Aufgabe 192. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog den vorigen 

Formel 203 . . cos 2 « — sin 5 = cos («+£). cos («— ß) Aa / 1 ? 1 Bun ? en - . v . , . A ^ ^ 

, , , r \ i r/ \ rv g u die Richtigkeit der For- 

desgl. der meln 2 o8 und 205, wie in der 

Formel 204 . . COS 2 — COS 2 « = sin (« + 0).8in(a — ß) Auflösung 1 der Aufgabe 191 ge- 

desffl der zeigt wurde » nachgewiesen wer- 

* ' den , so bringe man die Formeln 

Formel 205 . . COS 7 — Sin 1 « = COS(«-f-0).CO8(a— ß) 225 u. 227 in Anwendung; desgl. 

desgl der Dei dem ßeweiß der Formel 206. 

Formel 206 . . — ^--?£ = tg(* + ß).tg(a — ß) 
cos 2 « — sin 2 ov ' ^ ; BV HJ 

nachweisen. 



Aufgabe 103. Man soll die Richtigkeit 

de? Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 207: tion kann man nach dem in der Erkl. 150 

cos'«-|-cos 2 /3— 1 = cos(a+/3).cos(a— ß) unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 

anweisen. nachweisen: 

Nach der Erkl. 151 erhält man für den die 

rechte Seite jener Formel bildenden Ausdruck, 

wenn man die in demselben vorkommenden 

Faktoren nach den Formeln 43 u. 44 entwickelt: 

cos (« + ß) . cos f a — ß) = (cos « . cos ß — Bin « . sin ß) . (cos «.cos ß -j- sin «.sin ß) 

oder, wenn man die auf der rechten Seite die- 
ser Gleichung angedeutete Multiplikation nach 
der in der Erkl. 152 erwähnten algebr. Formel: 
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(a— 6)(a-fo) = a 2 — o 2 
ausführt : 
cos (a + ß) . cob (a — ß) = cos 2 a . cos 2 /* — sin 2 « . sinV 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 13 

Sin 2 a = 1 — COB 2 « 

und sin'/S = 1 — cos 2 /5 
setzen kann, so erhält man in Rücksicht dessen: 

COS (a + ß) . COS (a — ß) = C08 7 a . COS 2 /S — (1 — COS 2 «) (1 — C08 2 /3) 

= COB 2 «.COS 2 /S -(1— C08 2 a— COS 7 /?-|-COS 2 tt.COS 2 £) 
= COS 1 ««. CO8 2 — 1 -\-COB*a + CQ* 7 ß — C08 2 a. COS 2 

oder: 

COB (a + ß) . COS (a — 0) = COS'a + COB 2 £ — 1 

Durch Umkehrung dieser Gleichung erhalt 
man schliesslich: 

COS 2 a + CO8 2 — 1 = COS (a + ß) . COS (et — ß) 

nämlich die herzuleitende Formel. 



Aufgabe 194. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung 1. Die Richtigkeit dieser Re- 

Formel 208: lation kann man nach dem in der ErkL 150 

1/ - n i • ni\ • / i n\ / n\ unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
Y (sm2*+sin2/3) = sin(*+/9).cos(a-/?) nachw eis en: 

nachweisen. * n Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 

den die linke Seite bildenden Ausdruck, wenn 
man in bezug auf den zweiten Faktor die 
Formel 66 in Anwendung bringt und in der- 
selben a — 2a und ß = 2ß setzt: 

A( 8in2o + sin2 / j) = |.2Bin^±^.coB^r^ 

oder: 

- (sin 2a + sin 2/5) = sin (a -f- ß) . cos (o — ß) 

nämlich die zu beweisende Formel. 



Auflösung 2. Die Richtigkeit dieser Re- 
lation kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die rechte Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die in derselben vorkom- 
menden Faktoren nach den Formeln 41 u. 44 
entwickelt: 
sin (a + /9).cos (a— ß) = (sin a . cos ß -j- cos a . sie ß) (cos a . cos ß -+- sin a . sin ß) 

oder, wenn man die auf der rechten Seite 
dießer Gleichung angedeutete Multiplikation 
ausführt: 
sin(a+ftj.cos(a— ß) = sina.cosa.cosV4-8in^.co8/?.cos 2 a-|-Bin^.cosi9.sin 2 a+8ina.cosa.8i]iV 

oder: 
sin (a +/Jj . cos (a — ß t = ßiü a . cos a (cos 2 /? + sin 2 /?) + sin ß . cos ß (cos*a -}- sin 2 o) 

und, wenn man nach der Formel 13 
cos 2 /? + sin 2 /* = 1 
ebenso cos 2 a + sin 2 « = 1 
setzt : 

sin («+,*;. cos (« — ß) = sina.co8a-^■ 8 " 1 i 5 ■ cos / , 
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Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 49 für den ersten Sammanden 
rechts = sin 2 a, desgleichen für den zweiten 
Summanden = sin 2 ß setzen könnte , wenn 
diese Summanden die Faktoren 2 enthielten, 
und man setzt demnach: 

sin (« + ß) . cos (a — ß) = -=- (2 sin a . cos a + 2 sin ß . cos ß) 

und hieraus erhält man mittels Anwendung 
jener Formel 49: 

Bin(a+/S).cos(a — ß) = -=■ (sin 2 a+ sin 2/5) 
oder, wenn man diese Gleichung umkehrt: 

-s-(8in2a + 8in20) = sin(a+/?).cos(a — ß) 
n&mlich die herzuleitende Formel. 



*).Aufgabe 195. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der Torigen Auflösung 1. 
der 

Formel 209 •• y (cos 20— cos 2a) = sin(«+0).sin(a— ß) 
desgl. der 

Formel 210 •• y(cos2aH-cos20) = cos(a+P)- cos (*--- ß) 
desgl. der 

Formel 211 • • y(sin2«— sin 20) = cos(a+j3).sin(a— ß) 
nachweisen. 

Aufgabe 196. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 212: 

sin«.cosa+sin0.cos0 = sin(«+0).cos(a~ ß) 

nachweisen 

Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhalt man fttr 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man berücksichtigt, dass man 
nach der Formel 49: 

sin a . COS a = y ** n ^a 
und 1 

sin ß . cos ß = -=- sin 2ß 

setzen kann: 

sio a . cos a 4- sin ß . cos ß = -=- sin 2a -+- -x- sin 2ß 

Entwickelt man nunmehr die rechte Seite 
dieser Gleichung, wie es in der Auflösung 1 
der vorstehenden Aufgabe 194 geschehen ist, 
so erhält man: 

sin a . cob a -j- sin ß . cos ß = sin (a +/*) . cos (a — ß) 

nämlich die herzuleitende Formel. 
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Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 



*).Auigabe 197. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 213.. sin «.cos«— sin ß.cosß = co&(a+ß). sin (« — ß) 
nachweisen. 



Aufgabe 198. 

der 

Formel 214 



Man soll die Richtigkeit 



sin («+/?) = 
sina+sin^ 



cos- 



cos 



a — ß 



nachweisen. 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). angegebenen Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Quotienten, wenn man in bezug auf den Zäh- 
ler desselben die Formel 49a in Anwendung 
bringt, hierbei in letzterer a = aA-ß setzt 
und wenn man den Nenner jenes Quotienten 
nach der Formel 66 entwickelt: 

. a+ß a+ß 
• t i ^ 2. sin— ^-.cos— j^- 
sin (a -\- ß) 2 2__ 

2. sin --p^. cos —^ 



sin a -(- sin ß 



oder: 



sin(g + /9) 
sin a-\-sinß 



cos 



« + /* 



cos 



«-/9 



nämlich die herzuleitende Formel, 



*) Aufgabe 199. Man soll die Richtigkeit 
der , 

Forme. 215.- -S^+4= 8inV 



Auflösung. Analog der vorigen Auflösung 



sin« — sin0 



sin 



a-ß 



nachweisen. 



Aufgabe 200. 
der 
Formel 216: 



Man soll die Richtigkeit 



1— tg 2 «.tg l = 
nachweisen. 



_ .COS(g-|-ft) .COS (a — ß) 



, cosV 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man för 
den die linke Seite jener Formel bildendet 
Ausdruck, wenn man zunächst die Formel 7 
in Anwendung bringt: 

dann die Glieder auf der rechten Seite dieser 
Gleichung unter gleiche Benennung bringt: 



1 — tg*a.tgV? = 



cos'a . cos 7 /? — sin'a.sinV 



COS'a . COS 7 ß 

und den Zähler rechts nach der in der ErkL 
152 angeführten algebraischen Formel: 

a' — 5* = (a + b){a — b) 
in ein Produkt verwandelt: 
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1— tg'ff.tg 2 /? 



(cob a . cos ß + Bin g . sin ß) . (cos a . cos £ — sin a . Bin /?) 
cos'a . COS 2 /* 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 44 für den ersten Faktor des Zäh- 
lers rechts = cos (a — ß) und für den zweiten 
Faktor nach der Formel 43 = cos (a+ß) setzen 
kann, so erhalt man in Rücksicht dessen: 

6 6 r C08 2 a . cos *ß 

nftmlich die herzuleitende Formel. 



*).Aufgabe 201. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

Formel 217 . . 1- ctg'«.tg'0 = *(•+/)>*»(*-*> 

desgl. der 

Formel 218 . . ctg'«.ctg'/? -1 = c ^W)-cos(«-ß) 

nachweisen. 



Aufgabe 202. Man soll die Richtigkeit 
der 
Forme! 219 : 

nachweisen. 



■ß) 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen * 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Quotienten, wenn man den Zähler und den 
Nenner nach der in der Erkl. 152 angeführten 
algebraischen Formel: 

a* — 6* = (a + 6)(a — 6) 
in Produkte verwandelt: 

tg*q — tgy (tgg-ftgj g Htgq— tgß) 

1 — tg'a.tg'/S (l+tga.tg/Sj(l— tga.tg/J) 

oder: 

tg 2 g — tgV = tga + tg/g tga — tg ß 

1 — tg'a.tg'/J 1— tga.tg/J " 1+tga.tg^ 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man für 
den ersten Faktor rechts nach der Formel 45 
= tg(a+0) und für den zweiten Faktor nach 
der Formel 46 = tg(a — ß) setzen kann, 80 
erh&lt man in Rücksicht dessen: 



tg*a — tgV _ 



= tg(a + /9).tg(a-/?) 



1— tg*a.tg 7 
n&mlich die herzuleitende Formel 



Aufgabe 203. 
der 

Forme! 220: 

tg\a+ß)-tg\a- 
nachweisen. 



Man soll die Richtigkeit 



■« = 



4 sin 2a* sin 20 
(cos2a+cos2^ 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen * 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formel 7 in Anwen- 
dung bringt: 



188 Goniometrie. 

tg'(«+ ß) - %H°-ß) - C08 , (a+/J y - Zü^/s, 

oder, wenn man die Quotienten rechts unter 
gleiche Benennung bringt: 



8 ( + " S [ ß) COB*(> + ß) ■ COB' (a - « 



oder: 



tg , (fc| ,) tg , fg [■in(«+rt-coa(a-/?)]»-[co«( tt +^-tin( tt - 3- 

gl ™ gl "~~ [C0S(a+fl.C0i(a-«]« 



Verwandelt, man nunmehr den Zahler des 
Quotienten rechts nach der in der Erkl. 152 
angeführten algebraischen Formel: 

a l — o* = ( a -\-b)(a — b) 
in ein Produkt und berücksichtigt man, dass 
man für den im Nenner jenes Quotienten 
stehenden Klamm er wert nach der Formel 68, 
wenn man sich in derselben a = 2«, ß = 2ß, 

also ^+l ss (a + ß) und !L±^ = («_>, 

gesetzt denkt 

__ cos2g + cos2/g 



setzen kann, so erhält man: 

*m r a > *~ir o r sin («+?) cos(a-ß)+coB(a+ß) *m(a-ßi\ . [sin(a+0) cos(a-/?)-cos(«-t-<S) sin(H 
ig { a -rß)-W\a-ß) = ; J , s—t -^ 



/cos2a + cos2/?\ 2 

Wendet man nunmehr auf jeden der in dem 
Zähler des Quotienten rechts vorkommenden 
Faktoren bezw. die Formeln 41 und 42 an, 
indem man in denselben a = a-\-ß und ß — 
a — ß setzt, und führt man die in dem Ken- 
ner angedeutete Potenzierung teilweise aus, so 
erhält man: 

MTW * K P) (cos 2« + cos 2ßy 

4 
oder nach gehöriger Reduktion: 

g l ^ w * l w (cos 2 a + cos 2#* 
nämlich die herzuleitende Formel. 



*) .Aufgabe 204. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

r- , aA , * i * *„ sin («+/?). sin (« — ß) 
Formel 221 . . tg 2 « — tg 2 ß = — ■ , \„ - 

° r COS 2 « .COS 2 /? 

desgl. der 

Formel 222 . . etg'—tg»* = ™<& ß-"»i«-ß) 

° °' sin'«. COS S ^ 

desgl. der 

Formel 223 . . etg».-etgV = ^Cü±^$g=!i 

° °' sin 2 a.sm 2 /3 

desirl der 

*^«*.. *■<.+» +«.-« = £S3S$ 

nachweisen. 
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Aufgabe 205. Man soll die Richtigkeit 

der 

Formel 225 . . cos a+sin.3 = 2 sin (45°+ £=^) . cos (45°— Z±l) 

nachweisen. 

Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen: 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält- man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formel 16a in An- 
wendung bringt und cos a = sin (90°— a) setzt: 

cos a + sin ß = sin (90° — a) + sin ß 

Entwickelt man nunmehr die rechte Seite 
dieser Gleichung nach der Formel 66, indem 
man in derselben 

a = 90°— a 

setzt, so erh&lt man in Rücksicht dessen: 

, . a . m°—a) + ß (90°— a) — ß 

cos a + sin ß = 2 . sin ■ • cos =-* — - 

oder: 
cos a + sin ß = 2 . sin ^45°+ £=■?) • cos (45°— 5±i\ 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*).Aufgabe 206. Man soll die Richtigkeit Aullösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

Formel 226. . sin«+cos0 = 2 sin (45°+^). cos (^p — 45°) 
desgl. der 

Formel 227 . . cos«— sin0 = 2 cos (45°—^) . sin (45°— Z±l) 
desgl. der 

Formel 228 . . cos «—sin ß = 2 sin (45°+ ^) . cos (45°+ ^jp?) 
nachweisen. 



Aufgabe 207. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 229 . . cos(a— ß) — sin («+,*) = 2 sin (45°—«) . cos (45°+ ß) 
nachweisen. 

Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man analog wie in voriger 
Auflösung die Formel 16 a in Anwendung 
bringt und * 

cos (a— ß) = sin [90°— (a — ß)] 
oder: 

cos(a— ß) = ein [90°— a+ß] 
setzt: 

COS (a -- £) — sin (a + /*) = sin (90°— a -\-ß) — sin (a ~\-ß) 
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Entwickelt man nunmehr die rechte Seite 
dieser Gleichung nach der Formel 67, indem 
man in derselben 

a ss 90° — a + /J 
und ß = a-\-ß 
setzt, so erhalt man in Rücksicht dessen: 



coe(— fl-H»(« + fl = 2. cos (90 °~* +/>+(«+*> „in (*0'-«+/0 -(«+/») 



2 
= 2. cos J— ^-.sm g 

= 2 . cos (45* + /*) . sin (45° — a) 

oder: 
cos(a — /*) — sin(a + 0) = 2. sin (45° — a) . cos (45° + /?) 

n&mlich die zu beweisende Formel. 



*).Aufgabe 208. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

Formel 230 . . cos («—£)+ sin («+£) = 2 sin (45°+«). cos (45°— ß) 
desgl. der 

Formel 231 . . cos(a+0)+sin(a— ß) = 2 sin(45°-f «).cos(45°+0) 
desgl. der 

Formel 232 . . cos(«-j-|S)— sin(a— ß) = 2 sin (45°— a). cos (45°— ß) 
nachweisen. 



D). Aufgaben Über die Herleitung solcher goniometrischer Formeln, durch welche 
Beziehungen zwischen den Funktionen dreier und mehrerer Winkel 

ausgedrückt sind. 

Aufgabe 209. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel 233 . . sin (« -f- ß -f- y) = tion kann man nach dem in der ErkL 150 

sin«cos0cosy + cos«sini3cosy+ mt f ?)• erwähnten Verfahren wie folgt 

nachweisen* 

COSaCOS^siny — sin a Sin i? Sin y In Rücksicht der ErkL 151 erhält man für 

nachweisen. den die linke Seite jener Formel bildenden 

Ausdruck, wenn man z. B. (ß + y) als einen 
Winkel betrachtet und dann jenen Ausdruck 
nach der Formel 41 entwickelt, indem man in 
derselben ß = ß-\-y setzt: 

sin(a + /J+y) = 8in[* + G* + y)] 
bezw. 

Bin (a + /J + y) = sma.COB(ß-\-y)+CO%a.BW(ß-\-y) 

Entwickelt man ferner noch die auf der 
rechten Seite dieser Gleichung vorkommenden 
Faktoren cos (ß+y) und sin (ß+y) bezw. nach 
den Formeln 43 u. 41, indem man in denselben 
a = ß und ß = y setzt, so erhält man: 

sin(a+/J+y)==sina.(cos/9cosy — sin/?siny) + cosa.Xsin/rco8y+co8/Jdny) 

oder: 
sin(a+/5+y) = sinacos/?co8y — flina sin/3 siny+co8asm/$co8y-f-coBaco3£smy 

oder auch: 
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sin («+/*+/) = sin a cos ß cos y -|- cos a Bin ß cos y + cos o cos /5 sin y — sin a sin /? sin y 

n&mlich die herzuleitende Formel. 



*).Aufgabe 210. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 234 . . cos (a + ß + y) = 

cos a cos ß cos y — cos a sin sin y — 

sin a cos /S sin y — sin a Sin ß cos y 
desgl. der 
Formel 235 . . sin (a + /s — y) = 

sin a cos /J cos y + cos a sin £ cos y — 

cos a cos /* sin y -+• sin a sin ß sin y 
desgl. der 
Formel 236 . . sin (a — ß — y) = 

sin c cos /S cos y — cos a sin /5 cos y — 
cos a cos ß sin y -+- sin a sin /& sin y 

desgl. der 

Formel 237 . . sin (« + ß + y + J) = 

sin a cos cos y cos J -+- cos a sin /$ cos y cos <T + 
cos a cos sin y cos J + cos « cos ß cos y sin <F — 
sin a sin /J sin y cos J — sin a sin ß cos y sin <f — 
sin a cos ß sin y sin <f — cos a sin /9 sin y sin & 

desgl. der 

Formel 238 . . cos(a + £ + y + <rj = 

sin a sin ß sin y sin <f + cos a cos /S cos y cos tf — 
sin a sin ß cos y cos d — sin a cos ß sin y cos <f — 
sin a cos /9 cos y sin d — cos a sin ß sin y cos (f — 
cos a sin /J cos y sin tf — cos a cos /J sin y sin <f 
nachweisen. 



Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 

Bei der Herleitung der Formel 235 setze 
man zunächst: 

sin(« + /> — y) = sin[a + (/> — y)] 

Bei der Herleitung der Formel 236 setze 
man zunächst: 

sin (« — ß — y) = sin [o — (ß -|-y)] 

Bei der Herleitung der Formeln 237 u. 238 
he trachte man zunächst die Summe von drei 
Winkeln, z. B. (£4-y-f <f) als einen Win- 
kel und dann in der weiteren Entwicklung 
(y + <T) als einen Winkel. 



♦Aufgabe 211. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 239. 

sin(— c 



desgl. der 
Formel 240 



. sin (a+ß -y)+sin(a— /»+y)+ 
« + /* + y) — sin (a + ß + y) = 
4 sin a sin ß sin y 



desgl. der 
Formel 241 

C08(— 

desgl. der 
Formel 242 



. sin(«+/J+y)+Bin(a+/J-7)+ 
sin (a — ß + y) - sin (— a + ß + y) = 
4 sin a cos ß cos y 



. COS (a -f- /S — y) + COS (a — ß +y) + 
« + /» + y) + COS(a + /J + y) = 
4 COS a cos £ cos y 



Auflösung. Man entwickle jeden einzelnen 
der in diesen Formeln vorkommenden Sum- 
manden, analog wie in der Auflösung der Auf- 
gabe 209 gezeigt wurde und reduziere dann. 

Bei der Entwicklung solcher Ausdrücke, wie 
z.B.: sin( — a + ß + y) 

setze man zunächst: 

si|(— a + /J-fy) = sin[(0 + y) — «] 

Bei der Entwicklung solcher Ausdrücke, wie 
z.B.: sin(a — ß-\-y) 

setze man zunächst: 



u. 8. f. 



sin (a — ß + y) = sin [a — (ß — y)] 



nachweisen. 



COS (a + — y) + C08 (a — ß + <T) — 
COS(— a-f/J-fy) — COB(a + /J-hy) = 
4 cos a sin ß sin y 
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Aufgabe 212. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 243.. tg (« + £ + ?) = ^VtV'^'Vy 

ov ' M ' " 1 — tga tg/9 — tgatgy — tg/Stgy 

nachweisen. 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

Nach der Erkl. 151 erhält man für den die 
linke Seite jener Formel bildenden Ausdruck, 
wenn man zunächst z. B. (ß + y) als einen 
Winkel betrachtet und dann jenen Ausdruck 
nach der Formel 45 entwickelt, indem man in 
derselben ß = /5 + y setzt: 

tg(a + /? + y) = tg|>+03 + y )] 

w-tp-rn i-tg«.tgv+r) 

Entwickelt man ferner noch den auf der 
rechten Seite dieser Gleichung vorkommenden 
Ausdruck tg (ß -f y) nach jener Formel 45, in- 
dem man in derselben « = /? und ß — y setzt, 
so erhält man: 

tg„ + tg^+tgy 



8 1-tg/J.tgy 

oder, wenn man die im Zahler und Nenner 
des Quotienten rechts vorkommenden Sum- 
manden unter gleiche Benennung bringt: 

tea(l-tgß.tgy) + trß + tg y 

tg(a + ß + y)= 1-tg/ ^gy 

8V TPT7I l-tg/?tgy-tg«(tg/»-Hg>-) 



m , . 1 — tg/J.tgy 

und reduziert: 



BV TPTW l_tg/Jtg y — t gatg0 — tgatgy 

oder: 

tg(«+*+y) = *" + ** ' + ** — *"**ß *1L 
15V TPT7I l-tgatg0 — tgatgy — tgftgy 



nämlich die zu beweisende Formel. 



*). Aufgabe 213. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der Siehe auch die Andeutung zur Auflösung der 

. ~-, . , v Aufgabe 211. 

Formel 244. .tg(a + — y— ö) = 

(tg a 4- tg ß — tg y — tg (?) + (tg ct tg ß tg y + tg a tg ß tg <T — tg a t g y tg J — tg ß tg y tg <T) 
1 — (tg « tg ß — tg a tg y — tg a tg J — tg tg y — tg /* tg <f -f- tg y "tg <T) + tg a tg ß tg y tg if 

nachweisen. 
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Aufgabe 214. Man soll die Richtigkeit 

der • / r * i \ 

Sin (a-\-ß-\- y) 
Formel 245. .tga + tg/*-ftgy-tg« tg0 tg r = v :t*_tw 



COS a COS ß COSy 
nachweisen. 

Auflösung 1. Die Richtigkeit dieser Re- 
lation kann man nach dem in der Erkl. ISO 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen * 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formel 7 in Anwen- 
dung bringt: 

sina , sin/3 , siny Ein« sin/3 siny 

tg a 4- tg S -f tgy — tg a tg /? tg y = ~ H ' • - a — 

•s ~r fc f -r *e / © -e r ö r cos a ' cos /J ' COS y cos a cos ß COS y 

oder, wenn man die Quotienten rechts unter 
gleiche Benennung bringt: 

sina cos ß cos y+cosa sin Acosy-l-cosaeosA sin y-sina sin £ siny 

t««+t»/»+tfr-*.*j*y = *— *± -~c J ßcoay — 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 233 für den Zähler des Quotienten 
rechts = sin (a + ß + y) setzen kann , so er- 
hält man in Rücksicht dessen: 

t ga + t eß + t g y-t ga t g ß tg y= y + ffi 

nämlich die zu beweisende Formel. 



Erkl. 159. Ein algebraischer Lehrsatz heisst: Auflösung 2. Die Richtigkeit dieser Re- 

„Eine zusammengesetzte Grösse (einer al- lation kann man nach dem in der Erkl. 150 

gebraischen Summe) wird durch eine ein« unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 

fache Grösse dividiert, indem man jedes nachweisen* 

f^MnfJTcST^ä^^ d " rCh I» ROcWdrt der Erkl. 151 erhält man für 

rÄ2"Ä - w— den die rechte Seite jener Formel bildenden 

oder Kieyer» Lehrbuch der Bachtubenreehnnng. Quotienten, wenn man den Zähler desselben 

nach der Formel 233 entwickelt: 

sin (a -f- ß + y) sin a cos ß cos y -+• cos a sin ß cos y + cos a cos ß sin y — sin a sin ß sin y 

cos a cos ß cos y cos a cos /? cos y 

Fahrt man nunmehr die auf der rechten 
Seite dieser Gleichung angedeutete Division 
nach der Erkl. 159 aus und reduziert gleich- 
zeitig, so erhält man: 

sin (a -f- ß -f y)_ __ sin« sin ff siny sin a si n ß sin y 
cos a cos ß cos y "" cos a ' cos ß ' cos y cos a cos /J cos y 

__ sin a sin ß sin y sin a sin ß sin y 

"" C08 a ' COS ß "" COS y C08a CO80 # COSy 

Bringt man nunmehr die Formel 7 in An- 
wendung, so erhält man: 

■in («+!+/)_ = t g«+tg^ + tgy-tg«tg/>tgy 
COSa COB/J C08y ° lerio/ ö ör s/ 

oder durch Umkehrung dieser Gleichung: 

tg«+tg/9 + tgy-tgatg/9tgy = ^^'^fi- 

COS a C08/J coi>7 
nämlich die zu beweisende Formel. 
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*).Aufgabe 215. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung 
der und mittels Anwendung der Formel 234. 

- . ~ . Ä COS (u -\- ß -f- y) 

Formel 246 . . ctg«. ctg 0. ctg y— ctg«— ctgß — ctg? = ->— J--'' -' ^ 



sina.sinß.siny 
nachweisen. 



Aufgabe 216. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 247 . . sin (« -f- ß -f ?)— sin « = 2 sin ^t^ . cos (« + ^y^) 

nachweisen. 

Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 2). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen * 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die linke Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man die Formel 67 in An- 
wendung bringt and in derselben 

« = « + /* + / 
und ß = a 
setzt: 

sm(a + £ + y) — sma = 2 . cos g -s m o 

und reduziert: 
sin(a + /* + y) — sina = 2. cos 2a + P + Y .ginl+r. 

oder: 
sin(a + /J + y) — sin« = 2. sin ß ^ r »cos(«+ *"g y ) 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*). Aufgabe 217. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

Formel 248. . sin («-f 0+y)+sin« = 2. sin (« + ^^2) . cos^±?_ 

de8gl. der 

Formel 249 . . cos(«+ 0+/) -fcos« = 2 . cos (« + £il) . cos ^ y - 

nachweisen. 

Aufgabe 218. Man soll die Richtigkeit 
der < 

Formel 250 . . sina+sin0-f siny— sin(a+0+y) = 4 sin ^— • sin ^^ -sin ^t^ 

£ j» £ 

nachweisen. 

Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erh&lt man for 
den die rechte Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man denselben wie folgt zer- 
legt: 
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. . a + ß . a + y . ß + y ft . a + ß . a + y a . ß+y 
4 sin — ^ • Bin — ]r-£ • sin ^—k- l = 2 sin — —^ • sin — ^- • 2 sin f —^- L 

und in bezug auf das durch die drei ersten 
Faktoren gebildeten Produkts rechts: 

. . a + ß . a+y 
2. sin -31C. ßin -X£ 

die Formel 194 in Anwendung bringt, indem 
man diese Formel umgekehrt schreibt und in 
derselben 



setzt: 



-g-- und ß = -2- 



4sin^.sin^.sinto= [cos(^^^) -cos(^ + ^)] .2sm ^ 

La+ß—a—y a+ß+a+yl • i' + y 

cos n cos — ^ — «2sin r ' ' ■ 

= [ C08 ^r_ CM ( a+ Ä+Z)]. 28in l+21 

= 2 .8into.co 8 to-2 l unto. C o.( a + to) 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 66, wenn man in derselben a = ß 
und ß = y gesetzt denkt 

2 sin g y • cos g y = sin /? + sin y 

setzen kann; dass man ferner nach der For- 
mel 247 

2sin^^.cos(a + £-y-£) = 6in(a + /J + y) — sina 

setzen kann, so erhält man in Bücksicht dessen: 

4 8in c "^"- *sin tt "^ y 'Bin ^t~ = sin/J + siny — (sin(a-f/S-|-y)-— sina) 

oder: 

. . a + ß . a + y . ß + y ,.^,. .,, Ä .v 

4 sin ^ r • sin ^ ' * sin r ' ' = sina + sin/5 + siny — sin(a + 04-y) 

und, wenn man diese Gleichung umkehrt: 

. a+ß . a+y . 0+y 
in — jr^- • sin — ^- • «« r ^^ 

nämlich die zu beweisende Formel. 



sina-j-sin/f + siny — %m{a+ß+y) = 4 sin — ^-»sin **"!""' sin 



*). Aufgabe 219. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung« 
der 

Formel 251.. sin «+ sin 0— siny+sin(a+^+y)==4sin-^^.cos^^.cos^^ 

desgl. der 

Formel 252 • . cosa+cos 0+cosy+co8(«+/J+y) = 4 cos " ^ • cos ^~- • cos -^-^ 

desgl. der 

Formel 253 . . cos/3+cosy — cosa— cos (a+ß+y) = 4 sin — — . sin -^ . cos ^-^ 

nachweisen. 
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Aufgabe 220. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 254 . . cosy— cos(«+0) = 2sin " + f + y »sin a+ f ~ y 

nachweisen. 

Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die rechte Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man in bezug auf denselben 
die Formel 194 in Anwendung bringt, letztere 
nämlich umkehrt und in derselben 

a = ±+ß±JL 

A 2 

und 



setzt: 



« — *+ß— y 

? 2 



^S±J^.^i±^^ 1M ^±^-^=^)- w ^±l^.^ 



= cog « + ß + 7-«-ß + 7 _ WB « + ß + 7 + « + fi -y 

2 2 

2y 2a + 2/S 
= cos -?f cos L r - 



oder : 



2 2 

a -L.Ä_i_y a -\- 8 — y 

2 sin -- g ' • sin — } -£ f - = cos -/ — cos («-(-/*) 

Durch Umkehrung dieser Gleichung erhält man: 
- cos (a + ß) = 2 sin fL±|+_?. . g^ 
nämlich die herzuleitende Formel. 



cos y - cos (a + fl = 2 sin ^±|+>\ . sin — |-~ 7 



*). Aufgabe 221. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung und 
der bezw. mittels Benatzung der Formeln 194 u. 190. 

Formel 255 . . cos (« — ß) — cos y = 2 sin ^±|-^- . sin ^t.^^L 

desgl. der «4-tf4- «4-ri— 

Formel 256 . . cos («+£) + cos y = 2 cos ^—^ • cos ^t| — ?1 

desgl. der 

Formel 257 . . cosy+cos(a —ß) = 2 cos tf+ j[~ g . cos ß+r 2 ~" 

nachweisen. 



Aufgabe 222. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 258 . . 1 — cos 2 « — cos V — cos ? y + 2 cos a cos ß cos y = 

4 sin -^^ " sin 2 — ' Sm ~2 — ' Sm ^2 

nachweisen. 

Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach dem in der Erkl. 150 
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unter 3). erwähnten Verfahren wie folgt 
nachweisen : 

In Rücksicht der Erkl. 151 erhält man für 
den die rechte Seite jener Formel bildenden 
Ausdruck, wenn man denselben wie folgt zer- 
legt: 

. . a4-ß4-y . a -\-ß — y . a+V — ß . ß+y — « 
4 sin — *-£ ' 8m — —o — --Bin— -^ — --sin — - = 

2 sin — ~^- LJ ~ • am — ~ — - • 2 sin — -*-£ — - • sin £-^ 

dann nach der Formel 254: 

2sin c + ^ + y .sm^^ = co8y-^cos(«+/8) 
und nach der Formel 255: 

2 sin a +^-P . sin ^J— = cos («-/?) - cos y 
setzt: 

= cos 7. cos(«— ß) — cos (a+ß). cos (a—ß) — cos 2 -/ + cos y. cos (a+ß) 
= — COS 2 7-j-COSy[cOS(o+^)-f-COS(o — /*}] — COS(a + 0).CO8(a— ß) 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Formel 190 

cos (« + ß) + cos (« — ß) as 2 cos a . cos ß 
und dass ferner nach der Formel 207 

COS (a + ß) . C08 (a — 0) = C08 ? a + CO8 2 — 1 

gesetzt werden kann, so erhält man in Bück- 
sicht dessen: 

. . «+/J + 7 . a-\-ß — y . «+7 — ß . + 7 — « 
4 8in o • Bin — ^ — £ • sin — ^ — " • sin *-^-'- — = 

— cos 2 7 + cos y . 2 cos a . cos ß — (cos 2 a + cos 2 /* — 1) 
= — cos 2 y -f" 2 cos a . cos /?. cos y — cos 2 « — cos 2 /* + 1 

oder die rechte Seite dieser Gleichung geord- 
net und beide Seiten vertauscht: 

1 — cos 2 a — cos 2 — cos 2 y + 2 cos a . cos ß. cos y = 

. . a + ß + y . a + /J — y . a+r — ß . £ + 7 — « 
4 sin — £—-'- • siq — ^ — =• • sin — — ' — - . sin *— !-' 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*). Aufgabe 223. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der 

der yorigen Auflösung. 

Formel 259 . . 1 — cos 2 a — cos 2 /? - cos 2 7 - 2 cos <* . cos ß . cos 7 = _ Bei der Entwicklung der 

. , r i Formel 259 bringe man zu- 

4 cos g+/9+y . cos Z+- ß — 7. . cos - + - y ^i . cos £±" y — - näCüßt die Formeln 256 und 

2 2 2 2 und 257 in Anwendung. 

desgl. der Bei der Entwicklung der 

Formel 260 . . 1 — cos 2 « — cos 2 /J + cos 2 7 — 2 sin a . sin ß . sin y = Formel 260 bringe man zu- 

, B . . Ä , Ä Ä , nächst die Formeln 257 und 

_4 C (»^^.co8^^.sin^±^.sin^± y -"- (t 255 in Anwendung. 
2 2 2 2 

nachweisen. 
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E). Aufgaben über die Herleitung solcher goniometrischer Formeln, durch welche 
Beziehungen zwischen den Funktionen der drei Winkel eines Dreiecks 

ausgedrückt sind. 



Aufgabe 224. 

der 

Formel 261 : 



Man soll die Richtigkeit 



sma + sin0 = 2cos- 



-• cos i 

unter der Voraussetzung nachweisen, dass 
a, ß und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. 

Erkl. 160. Bei dem Beweis der Richtigkeit 
der in diesem Abschnitt £). vorgeführten For- 
meln verfahre man im allgemeinen wie in den 
Erkl. 150 und 151 angegeben und in den vor- 
hergehenden Aufgaben gezeigt ist, berücksich- 
tige aber hierbei, dass die in jenen Formeln 
vorkommenden drei Winkel die Winkel eines 
Dreiecks sind, dass sie sich also zu 180° 
oder zu 222 ergänzen, dass hiernach der eine 
dieser drei Winkel stets der Supplement- 
winkel (die Ergänzung zu 180°) zu der Summe 
der beiden andern ist, bezw. dass die 
H&lfte des einen dieser drei Winkel stets 
der Komplementwinkel (die Ergänzung zu 
90°) zu der halben Summe der beiden andern 
Winkel ist, und dass man schliesslich in Rück- 
sicht dieser Beziehungen der drei Winkel zu 
einander mittels der iu Antwort der Frage 20 
aufgestellten Formeln: 
Formel 17 . . sin (222 — a) = sin « 

„ 20 . . COS (2B — a) = — C08 a 

n 23 . . tg (222 — «) = — tga 
n 26 . . ctg(2Ä — a) = — ctga 

und mittels der in Antwort der Frage 15 auf- 
gestellten Formeln: 

Formel 16a . . sin (90 n — «) = cos a 
„ 16 . . . cos(90°— a) = sin a 
n 16c . . tg (90°— a) = ctg a 
„ 16b . . Ctg(90° — a) = tg a 

oder mittels der in den Erkl. 161 u. 162 aus- 
gesprochenen S&tze noch entsprechende Re- 
duktionen vornehmen kann. 

Erkl. 161. In Antwort der Frage 15, bezw. 
in der ErkL 26b der 2. Auflage, wurde der 
Satz aufgestellt: 

„Jede Funktion eines Winkels ist gleich 
der Kofunktion seines Komplementwinkels 
und umgekehrt 11 

Erkl. 162. In Antwort der Frage 21 wurden 
die Sätze aufgestellt: 
1). Der Sinus eines stumpfen Winkels 
ist gleich dem Sinus von dessen Sup- 
plementwinkel ; 



Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach der Erkl. 160, bezw. 
nach dem in der Erkl. 150 unter 3). ange- 
gebenen Verfahren wie folgt nachweisen: 

Für den die rechte Seite jener Formel bil- 
denden Ausdruck erhalt man in Rücksicht, dass 
a, ß und y Winkel eines Dreiecks sind, dass 
also 

— ~^- und -£- Komplementwinkel sind 
und dass man deshalb nach der Erkl. 161 



cos-; 



'- = sin — 4— — 



y « « — ß . « + ß 
■ r - = 2 cos ——-- • sin n r 



setzen kann: 

2C08^.C08 2 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 66 für die rechte Seite dieser 
Gleichung = sin o + sin ß setzen kann, so er- 
hält man hieraus: 



2cos- 



y_ = 
"2 



• cos-«- = sin a + sin ß 



oder durch Umkehrung dieser Gleichung: 



sin a + sin ß = 2 cos - 



?■-! 



nämlich die herzuleitende Formel. 
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2). Der Eosinas eines stampfen Winkels 
ist gleich dem negativen Kosinus von 
dessen Supplementwinkel ; 

3). Die Tangens eines stumpfen Winkels 
ist gleich der negativen Tangens von 
dessen Supplementwinkel; 
uod 

4). Die Kotangens eines stumpfen Win- 
kels ist gleich der negativen Kotangens 
von dessen Supplementwinkel. 



*). Aufgabe 225. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

Formel 262 . . sin a — sin ß = 2 sin ^^ . sin -£ 



. der 

Formel 263 . . cos a -f- cos ß = 2 cos ^^ • sin -£ 

desgl. der 

Formel 264 . . cos a — cos ß = 2 sin ^^ . cos -*- 

nnter der Voraussetzung nachweisen, dass 
er, ß und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. 



Aufgabe 226. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 265 : Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

. , ! 2 _ ft . , „v tion kann man nach der Erkl. 160, bezw. 

sin « — sin ß = 2 sin (a — ß). sin y nach dem in der Erkl 150 TOter 2 ). ange- 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass gebenen Verfahren wie folgt nachweisen: 
a, ß und y die Winkel eines Dreiecks Für den die linke Seite jener Formel bil- 
sind. denden Ausdruck erhält man zunächst unter 

Anwendung der in der Erkl. 152 angefahrten 
algebraischen Formel: 

a* — ft* = (a + 5)(a — 6) 
wenn man in derselben 

a = sin a 
und b = sin/1 
gesetzt denkt: 
sin 2 o — sin *ß = (sin a + 8in ß) . (sin a — sin ß) 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 261 

« « — 8 y 

sin a + sin ß = 2 cos — ~- • cos— 

und nach der Formel 262 

sin a — sin = 2 sin ^tT- • sin -^ 

setzen kann, so erhält man in Rücksicht dessen: 

— ß 7 o ■ « — ß . 7 
-^•cosf ^sin-^.sin^- 



sin'a — sin ? = 2 cos ^-^- • cos -|- • 2 sin "~ • sin -£- 

oder: 
sin'a — sin'/J = 2 sin -£- • cos™ • 2 sin ^^ • cos 



2 2 2 2 

Berücksichtigt man ferner noch, dass man 
nach der Formel 49 a, wenn man in derselben 
a = y setzt: 
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y y 

2 sin -'- • cos-^- = sin y 

und nach derselben Formel, wenn man in der- 
selben a = — „-- setzt: 

«. . a — ß et — 8 . . 

2 sin r • cos r = sin (« — £j 

substituieren kann, so erhalt man schliesslich: 

sin 2 « — sin 2 £ = siny. sin (et — ß) 
oder: 

sin 2 a — sin 2 /? = sin (« — ß) . sin y 

nämlich die herzuleitende FormeL 



*).Aufgabe 227. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 
Formel 266 . . cos 2 « — cos 2 /? = sin (ß — a). sin y 

unter der Voraussetzung nachweisen, dass 
a, ß und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. 



*).Aufgabe 228. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Man bringe die Formeln 261 
der bis 264 in Anwendung. 

Formel 267.. (sin« — sin0)H-(cosa + cos0) 2 = 4sin 2 -|- 

desgl. der 

Formel 268 .. ( sin « + sin ßf— (cos ß — cos a) ' = 4 cos 2 -|- 

unter der Voraussetzung nachweisen, dass 
a, ß und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. 

Aufgabe 229. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung 1. Die Richtigkeit dieser Re- 

Formel 269: lation kann man nach der Erkl. 160, bezvr. 

8ina+sintf+8iny = 4cos^cos£-cos* nach dem in der Erkl. 150 unter 2). ange- 

2 2 2 gebenen Verfahren wie folgt nachweisen : 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass Für den die linke Seite jener Formel bil- 
a, ß und y die Winkel eines Dreiecks denden Ausdruck erhält man, wenn man zu- 
sind, nächst, und zwar z. B. in bezug auf die Summe 

sina-j-sinl die Formel 261 in Anwendung 
bringt : 

sin a -+- Bin ß -(- sin y = 2 cos a p • cos — -j- sin y 

Bringt man ferner noch in bezug auf sin 7 
die Formel 49 a in Anwendung, indem man in 
derselben a = y setzt, so erhalt man: 

sin a + sin ß + sin y = 2 cos Ä -^- • cos-|- + 2 sin -|- • cos-^- 

oder: 

sin o -+- sin ß + sin y = 2 cos— . (cos "T + 8 * n "5") 

Drückt man nunmehr y in a und ß aus, in- 
dem man berücksichtigt, dass 

* + ß + y = 2B 
dass also 
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y = 2R-( a + ß) 



oder dass 



Y = R 2~ 



ist und dass man hiernach: 

.inX = 8in (*_4ü) 

oder hiernach und nach der Formel 16 a: 

. y a + ß 

gesetzt werden kann, so erhält man in Rück- 
sicht dessen: 

sin a + «n ß + sin y = 2 . cos -|- • ( C08 "T + C08 * g ) 

Entwickelt man nnnmehr den Klammerwert 
nach der Formel 68, indem man in derselben 

* - a + P 
a -"2~ 

also: 

« + ft _ ± 

2 ~~ 2 
nnd 

2 ~~ 2 
so erhält man hiernach: 

sina-j-sin/J+siny = 2cos-|-'2cos~cos^ 

oder: 

sino + sin^-f-siny = 4 cos" -cos £ 'Cos-^ 

nämlich die an beweisende Formel. 



Auflösung 2. Die Richtigkeit dieser Re- 
lation kann man nach der Erkl. 160, bezw. 
nach dem in der Erkl. 150 unter 3). ange- 
gebenen Verfahren wie folgt nachweisen: 

Benutzt man die Formel 250: 

sin a -\- sin ß + sin y — sin (a + ß -f y) = 4 sin " T • 8in^~-^ • sin ^4-^ 
und berücksichtigt man, dass 

«+ß + y = 2B 

dass also nach Antwort der Frage 18: 

sin(a+/? + y) = sin2Ä = 
ist, so erhält man zunächst: 

sin a + sin + sin y = 4 sin ' r • sin — —-- • sin — ~ 

Berücksichtigt man ferner, dass nach der 
Voraussetzung : 

<*-\-ß i y 

desgl. 
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ß + y jx a 



Komplementwinkel sind, und dass man 
deshalb nach dem in der Erkl. 161 erwähnten 
Satze: a + 

„„__£ = cosf 



nnd 



. a + y ß 

8in-^=C08^- 

sm^ = cos y 



setzen kann, so erhält man in Rücksicht dessen: 

y ß c 

sin « + sin ß + sin y = 4cos~cos~-cos 2 

oder: 

sin a + sin ß -f- sin y = 4 cos -£- • cos £- • cos J- 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*). Aufgabe 230. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 
der 

Formel 270 . . sin a + sin ß — sin y = 4 sin-^- - sin -|- . cos £- 
desgl. der 

Formel 271 . . sin 2a + sin 2 + sin 2 y = 4 sin «. sin 0. sin y 
desgl. der 

Formel 272.. sin 2a -+- sin 20 — sin2y = 4cosa.cos0.siny 
desgl. der 

Formel 273.. cos a + cos + cos y = l+4sinY*sin ^-sin|- 
desgl. der 

Formel 274 . . cos 2a -f- cos 2ß + cos 2 y = — (1 -f- 4 cos a. cos 0. cos y) 
desgl. der 

Formel 275 . . cosa+cos/S — cosy = — l-f-4cosy . cos £- • sin £ 
desgl. der 

Formel 276 . . cos 2a + cos 2ß — cos 2y = 1 — 4 sin a. sin ß .cos y 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass 
a, und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. ^^^^^^^^^^ 

Aufgabe 231. Man soll die Richtigkeit 
der 

r- i a*» A i * * 8 > n 7 Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

Formel277..tga + tg0 = - tion kann man nach der Erkl. 160, bezw. 

, ,, tob«, tob p nach dem . n def Erkl 150 anter 3) er . 

unter der Voraussetzung nachweisen, dass wännten Verfahren wie folgt nachweisen: 
a, ß und y die Winkel eines Dreiecks Für den die rechte Seite jener Formel bil- 
sind. denden Ausdruck erhält man, wenn man berück- 

sichtigt, dass 

y und (a + /*) 
Supplementwinkel sind, und dass man hiernach 
und nach dem den in der Erkl. 162 ausgespro- 
chenen ersten Satze: 

sin y = sin (a + ß) 
setzen kann: 
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Billy sin ( a -f ß) 



COSa 


.cos/9 


cosa.cos/? 




Entwickelt man nun den Zähler 
tienten rechts nach der Formel 41, 
man weiter: 


des Quo- 
80 erh&lt 


sin y 


sina« 


COS ß + COS a 


.sin/9 


cos a.cozß 




cos a . cos ß 






sina, 


, cos ß cos 


a . sin ß 




COSa, 


. cos ß ' cos a.co&ß 




sina 


sin/9 





C08 a ' COS ß 

oder, wenn man die Formel 7 in Anwendung 
bringt: 



C08 a . COS ß 

und diese Gleichung umgekehrt gibt: 

tg«-ftg/J = *^^— 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*).Aufgabe 232. Man soll die Richtigkeit 
der Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 



Formel 278 . . ctg « + ctg ß = -- — n -4 



sin « . sin ß 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass 
a, und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. 



Aufgabe 233. Man soll die Richtigkeit 

der 

Formel S79: Auflösung 1. Die Richtigkeit dieser Rela- 

t<*«-j- ♦»/?_!_♦»„ ka„ f»Ä f tr « ü° n ^nn man nach der Erkl. 160, bezw. 

tg. + tgfl + tg/ _ tg« tg/?.tgy nach dem ^ ^ ErW 15() unter ■ er _ 

unter der Voraussetzung nachweisen, dass ahnten Verfahren wie folgt nachweisen: 
«, ß und y die Winkel eines Dreiecks Für den die linke Seite jener Formel bil- 
sind. denden Ausdruck erhalt man, wenn man die 

Formel 277 und die Formel 7 in Anwendung 

bringt: 

t&a + tg/fr + tgy = — -A - 

e -rör-rcj cosa. COS/9 ' cos? 

oder, wenn man die Quotienten rechts unter 
gleiche Benennnng bringt: 

s «-r *g^-r*g7 C0B a cog/J C08 y 

oder: 

• a a . A sin v (cosa. cos )J-f- cos >) 

tga+tg/?4-tgy= — -- — - 

o i or i ö/ COS a. COS /J. COS 7 

Berücksichtigt man ferner, dass ! 



y und (a + /J) 
Supplementwinkel sind, dass man also nach 
dem in der Erkl. 162 ausgesprochenen zweiten 

Satz: / , Ä * 

**• COS? = — COB(a + /*) 

setzen kann, so erhalt man in Rücksicht dessen : 



I 
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t*a + t*ß + t*y = »°y[coB«. cos/? -COS (« + /?)] 

oder, wenn man in bezug auf cos(a-f-/J) die 
Formel 43 in Anwendung bringt: 

. . „ . x sin r [cos«, cos £ — (cosa.cos/? — sin a. sin 0)1 

t«r a -i- tg 5 -4- tDT V = — — 

* T HPTHI7 COSa.COB/J.COSy 

oder: 

, A Ä , j. sin 7. sin«, sin 

tga + tg/J + tgv = - A — 

6 -r » r 1- *b a COS a . COS £ . cos 7 

, j. * 1 * sin a sin/? sin 7 

tg«+tg,»+tg r = — .^.— 

und wenn man schliesslich Formel 7 in Anwen- 
dung bringt : 

. tga + tg/J + tgr = tga.tg/J.tgy 

nämlich die zu beweisende Formel. 



Auflösung 2. Benutzt man zum Beweiß 
der Richtigkeit jener Formel die Formel 245: 

tg« + tgj? + tg7 — tga.tg/J.tgy = — -A_XiLZ_£ 

• COS a . COS /» . COS / 

und berücksichtigt man, dass nach der Voraus- 
Setzung: a + ß+y==2 R 

ist, dass also unter jener Voraussetzung nach 
Antwort der Frage 18: 

sin(a + /J + 7) = 
gesetzt werden kann, so erhält man: 

tga + tg/J + tgy — tga.tgß.tgy = °^ 



COS a . COS fl . COS > 

oder, nach der £rkl. 51: 
tg« + tg/? + tg7 — tga.tg^.tg7 = 
und hieraus erhält man: 

tg« + tg/5 + tg 7 = tga.tgß.tgy 
nämlich die zu beweisende Formel. 



*).Auigabe 234. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vor. Auflösung und 
der zwar mittels Benutzung der Formeln 245 u. 246. 

Formel 280.. tg 2« + tg 2/3 + tg2y = tg2a.tg20.tg2y 
desgl. der 

Formel 281 . . ctg a + ctg ß + ctg? = ctg a . ctg ß . ctg 7 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass 
er, ß und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. 



Aufgabe 235. Man soll die Richtigkeit 

der a ß Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 

tg 2 --f tgy g : n tion kann man nach der Erkl. 160 und nach 

Formel 282 — = -r-^- dem in der Erkl. 150 unter 2). erwähnten 

tg Z. U-. tg — smtt Verfahren wie folgt nachweisen: 
o 2 ° 2 Für den die linke Seite jener Formel bil- 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass d enden Quotienten erhalt man, wenn man so- 
tt, ß und y die Winkel eines Dreiecks wohl in bezug auf dessen Zahler als auch det- 
sind. sen Nenner die Formel 277 in Anwendung 

bringt, indem man in derselben einmal: 
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« « ß j 7 



ein andermal: 
setzt: 



« = 4; £ = IT und r = ~ 



. y 



a 3 

tg T +tgf 


= 


a ß 
cob - .coa-|- 




tg|+t g | 


a 






cos -£-• COS ^j- 

Bm f- C08 r 


,eo, T 




C 08 y .C0S-|-. 

. y y 
sinf .cos-£- 


a 
8in T 



. a a 

8in _ C 8 _ 

Multipliziert man nunmehr Zähler und Nen- 
ner rechts mit 2 und bringt alsdann sowohl in 
bezog auf den Zähler als auch in bezug auf 
den Kenner die Formel 49a in Anwendung, so 
erhält man hiernach: 

»T + »4 = Sioy 
nämlich die herzuleitende Formel. 



*).Auigabe 236. Man soll die Richtigkeit . Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

ctgf + ctg-J- sinj5 



Formel 283 

desgl. der 
Formel 284 



ctg | + ctg 1 Sina 

Ctgy + Ctg|- Ctgy+Ctg|^ cos^ 



ctg £. + ctg -{- ctg -J- -f- ctg -J- sin \ 



und zwar unter der Voraussetzung nach- 
weisen, dass a, ß und y die Winkel eines 
Dreiecks sind. « 



*).Aufgabe 237. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung. 

der 

■- ■ A n« sina + sin0 . . y 

Formel 285 ^ = cosa.cos0.tg^- 

seca + sec0 °2 

und zwar für den Fall nachweisen, dass 

<r, ß und y die Winkel eines Dreiecks 

sind. 
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Aufgabe 238. Man soll die Richtigkeit 
der 

Formel 286 . . sin 2 a + sin 2 + sin 2 ? = 2 (1 + cos a . cos ß . cos y) 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass 

«, ß und y die Winkel eines Dreiecks Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rek- 
sind, tion kann man nach der Erkl. 160 bezw. 

nach dem in der Erkl. 150 unter 2). er- 
wähnten Verfahren wie folgt nachweisen: 

Für den die linke Seite jener Formel bil- 
denden Aasdruck erhalt man, wenn man be- 
rücksichtigt, dass nach der Formel 13: 

sin 2 « = 1 — cos 2 « ; sin*/? = 1 — cos 7 /J 

und sin 2 / =1 — cos 2 ? 
ist: 

sin 2 « + sin 2 + sin'y = (1— coB 2 a)-|-(l— cos 2 /*)-|-(l— cos 2 ?) 

oder: v 

sin 2 « + sin 2 + sin 2 ? = 2 + (l — cos*a — cos 2 /?— cos 1 ?) 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Formel 258: 

1— cos 2 a— cos 2 /*— cos 2 ? = 4sin g+ ^ +y sin g+ ^~~ Y sin^t?^ sin /y+Y "" tt -2cosa cos/* cos, 

gesetzt werden kann, so erhalt man: 

sin 2 a+sin 2 0+sin 2 y = 2+4sia~ ^ +y si n g+ ^"" y sin tt "^ Y ""^ sin ^"*"|"" g — 2coBaco8/?cosy 

Berücksichtigt man ferner, dass nach der 
Voraussetzung: 

A , a + ß + y = 2B 

dass also: 

« + ? + ? _ n 

2 = B 

mithin nach Antwort der Frage 18: 

a) ,i a °-±l±l=i 

dass ferner: 

g g y und y Komplementwinkel sind, 
dass also nach der Erkl. 161: 

b) sm — } —£ — - =s cosy 

dass ebenso: 

g ' q^" und ß Komplementwinkel sind, 

dasB also nach der Erkl. 161: 

a~\- y — ß 
c) sin — x —^ — *- = cos/J 

dass ebenso: 

^"* l~~ a und a Komplementwinkel sind, 

dass also nach der Erkl. 161: 

d) sin— ' £ = cosa 

gesetzt werden kann, so erhält man in Rück- 
sicht dessen: 
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sin'a + Bin *ß + sin 2 y = 2+4.1.coBy.coB0.cosa — 2c08a.C08l.C08y 
= 2-|-4. COBa.COB/9. cosy — 2 cos a. cos /J .cosy 
= 2 -\- 2 . cos a . cos ß . cos y 
oder: 
sin 2 a + sin'0 -J- sin 2 y = 2 (1 + cos a . cos ß . cos y) 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*Aufgabe 239. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

Formel 287 . . sin'« -f sin 2 /J — sin 2 y = 2 sin a . sin ß . cos y 
desgl. der: 

Formel 288 . . cos 2 « + cos 2 + C0S V = 1 — 2 cos « . cos ß . cos y 
desgl. der: 

Formel 289.. cos 2 a+cos 2 0— cos 2 / = 1 — 2 8ina.sin0.cosy 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass 
«, ß und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. 

Aufgabe 240. Man soll die Richtigkeit 

der 

Formel290..tgf-tg^- + tg|.tg-J + tg|-.tg| = l 

anter der Voraussetzung nachweisen, dass 

«, ß und y die Winkel eines Dreiecks Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
8 j n( j tion kann man nach der Erkl. 160, bezw. 

nach dem in der Erkl. 150 unter 2). ange- 
gebenen Verfahren wie folgt nachweisen: 

Für den die linke Seite jener Formel bil- 
denden Aasdruck erhält man zunächst: 

tgytg|+tg|.tg|- + tg-|. tg | = tg |.( tg | + tg |) + t g |. tg | 

oder wenn man berücksichtigt, dass man nach 
der Formel 277, wenn man in derselben 

setzt, für 

ß j_ y _ 2 

cos^cos-^ 

setzen kann: 

sin>±* 
tg|.tg|+tg^.tg|+tg{.tg| = tg| 2_^ + t g{.tg| 

c08 2 C0B T 
Berücksichtigt man nunmehr, dass gemäss 
der Voraussetzung 

Komplementwinkel sind, dass man also nach 
der Erkl. 161 

setzen kann, so erhält man in Rücksicht dessen: 
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aß a y /* y g 2 2 8 y 

tg T tg| + tg ¥ .tg| + tg|.tg| = + t g|-.tg| 

C0B y C0B 2 
oder mittels Anwendung der Formel 8: 

J + 7 



COB- 



Bin — s — 



2 „•„ f+y 

sin — - — 



-^ r + tg -r*T 

co8 T co8 i 



•tt+*) 



/ — ?— ■"'«>•'«■£• 

COS -^-- COS-'- 

oder mittels Anwendung der Formel 44: 

_ co»|-co 8 |- sinA -tto -l ^ ^ 

_ ß 7 +tg 2* tf 2 

co8 2- cos i 

• ß • 7 

«»-a-«"T * y 

COS-|- • cos^ 
oder mittels Anwendung der Formel 7: 
= l-tg|-tg| + tg|-. tg | 

und hierauß erhalt man schliesslich: 

tg|tg{ +tg |.t g | + tgA. t g| = i 

nämlich die herzuleitende Formel. 



*).Aufgabe 241. Man soll die Richtigkeit Aullösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 

Formel 29 1 . . ctg « . ctg ß + ctg a . ctg y + ctg ß . ctg y = 1 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass 
«, ß und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. 



Aufgabe 242. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 292: 

• « • ß Y i • « tf . y . a . ß . y a ß y 

siüy . sm £ • cos^- -f sin-- . cos— • sm-^- -f cos-- • sm^- - sin -£ = cos— - cos^ . cos- 

unter der Voraussetzung nachweisen, dass 
«, und / die Winkel eines Dreiecks 
sind. 



o 
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Auflösung. Die Richtigkeit dieser Rela- 
tion kann man nach der Erkl. 160, bezw. 
nach dem in der Erkl. 150 unter 2). ange- 
gebenen Verfahren wie folgt nachweisen: 
Setzt man in der Formel 234: 
cos («+£+}') = cosa.cos^.coBy — cos a.sin 0.sin y — sin a. cos ^. Bin y — sin a.sin /9. cos 7 

1 so geht dieselbe über in: 

( n . ß i f\ « ß 7 a . 8 . y 

¥ + T + t) = S°s ¥ -co81TCO S -/— cot T ..ui-;-«n-|— 

a ß . y . a . ß y 

sin -£- • cos -£- • sin -£- - sin-^ • sin -£- • cos-|- 

Berücksichtigt man nunmehr, dass gemäss 
der Voraussetzung 

« + ß + y = 2R 
dass also: 

Y + Y + Y- 12 
und dass hiernach und nach Antw. der Frage 18 : 

~(t+«+t)-° 

gesetzt werden kann, so geht vorstehende 
Gleichung in Rücksicht dessen Aber in: 

a ~ a ß 7 « . ß . 7 .a ß . V . a . 8 y 

= cos-g- • C08 2 • cos-£ - cos y . sm-|- • sin-£ - sin - % . cos|- . sin £ — sin ^- • sin ^- • cos|- 

und hieraus erhalt man: 

• a . 8 ?,.a ß . 7 . a . 8 . y a ß y 

suiy • sin-|- . cos-£ + sin y cos £ . sm £ + cos-^- . sin £ - sin -£- = cosy cos-|- . cos £ 

nämlich die herzuleitende Formel* 



*).Auf gäbe 243. Man soll die Richtigkeit Auflösung. Analog der vorigen Auflösung, 
der 
Formel 293: 

sinycos^ cosy + cos ~ sin^ cos - r - +cos~ cos ~ sin-|- = 1 + sin^ sin^ sin|- 

nnter der Voraussetzung nachweisen, dass 
a, ß und y die Winkel eines Dreiecks 
sind. 



23). lieber die Berechnung der Werte, welche den gonio- 

metrischen Funktionen für specielle Winkel 

zukommen. 

Anmerkung 8. Die Berechnung der Werte, welche den goniometrischen Funktionen 
für specielle Winkel zukommen, hat den Zweck, mittels derselben Zahlenrechnungen aus dem 
Gebiete der Trigonometrie und andern praktischen Teilen der Mathematik ausfahren zu können. 
Aus diesem Grunde wurden jene Werte für die in kleinen Intervallen aufeinanderfolgenden und 
zwischen 0° und 45° liegenden Winkel (siehe Antwort der Frage 31) auf verschiedene Weisen 
berechnet und in Tabellen übersichtlich geordnet zusammengestellt (siehe den folgenden Ab- 
schnitt 24). Da es hiernach durchaus nicht erforderlich ist, dass jene Werte an dieser 

Goniometrie (Winkelmeeeungslehre). 14 



210 



Goniometrie. 



Stelle nochmals berechnet werden, so ist in diesem Abschnitt nur in allgemeiner Weise ge- 
zeigt, auf welche Weise jene Werte mittels Anwendung gewisser goniometrischer Formeln 
berechnet werden können. 

Der Lernende braucht dementsprechend auch diesen Abschnitt durchaus nicht ein- 
gehend zu studieren, es genügt, wenn er sich einen Einblick in denselben verschafft, bei 
Mangel an Zeit kann das Studium dieses Abschnitts auch ganz übergangen werden. 



Frage 31. In welcher Weise kann 
man die Werte berechnen, welche den 
goniome tri sehen Funktionen für beliebige 
specielle Winkel zukommen? 



Erkl. 163. Wie in den Lösungen der Auf- 
gaben 8— 11 gezeigt ist, kann man mittels des 
Bestimmungsdreiecks eines regulären 
Sechsecks, bezw. eines regulären Vier- 
ecks, Achtecks, Zehnecks etc., die Werte 
der Funktion Sinus der Winkel von 30° bezw. 
von 45*, 22° 30', 18° etc. berechnen. 

Nach jenen Lösungen ist z. B.: 
1). . . . sin 30° =4" oder °» 5 



. sin 45° 



ivr 



3). 
und 



oder annähernd = 0,707106781 . . . 
. . . sin 22°30' = -^2 - V*2~~~ 
oder annähernd = 0,8826834 . . . 

sin 18° =4-(V5"~l) 

4 

oder annähernd = 0,30901699 . . . 

(Siehe Erkl. 164). 



Erkl. 164. Wie man an den in den Erkl. 
163 und 165 bis 171 angeführten Werten der 
Funktionen einiger specieller Winkel erkennt, 
sind die Werte der Funktionen für die mei- 
sten Winkel sogenannte „Irrationalzah- 
len", d. s. WurzelauBdrücke, welche man weder 
durch ganze noch durch gebrochene abso- 
lute Zahlen darstellen kann. 

Will man Irrationalzahlen in die Zah- 
leneinheit ausdrücken, so kann man dies 
nur näherungsweise, indem man dieselben 
in unendliche Decimalbrüche umformt. 

(8iehe Kleyen Lehrbuch der Potensen und Warsein 
«ad nru den Abschnitt, welcher ober die rationalen 
«ad irrationalen Zahlen und Warsein handelt). 



Antwort. Soll man die Werte be- 
rechnen, welche den goniometrischen 
Funktionen für beliebige specielle 
Winkel zukommen, so beachte man zu- 
nächst folgende allgemeine Sätze: 

1). Nach den in Antwort der Frage 22 
aufgestellten Formeln 31—34 kann 
man jede Funktion eines negati- 
ven Winkels auf dieselbe Funk- 
tion eines positiven Winkels zu- 
rückführen. 

2). Nach den in Antwort der Frage 20 
aufgestellten Formeln 17—28 und 
nach den Formeln 29a — 30d kann 
man jede Funktion eines stum- 
pfen oder überstumpfen Winkels, 
überhaupt jede Funktion eines Win- 
kels, der grösser als 90° (grösser 
als R) ist, auf dieselbe Funk- 
tion eines spitzen, d. i. eines 
zwischen 0° und 90° liegenden Win- 
kels zurückführen. 

3). Nach den in Antwort der Frage 15 
aufgestellten Formeln 16— 16c kann 
man jede Hauptfunktion eines 
Winkels, welcher zwischen ß° und 
90°, bezw. welcher zwischen fR und 
B liegt, in die entsprechende 
Kofunktion eines Winkels aus- 
drücken, der zwischen 0*und 45 1 , 
bezw. welcher zwischen 0* und \B 
liegt; ebenso kann man jede Ko- 
funktion eines Winkels, der zwi- 
schen 45° und 90° liegt, auf die 
entsprechende Hauptfunktion 
eines Winkels zurückführen, der 
zwischen 0° und 45° liegt. 

4). Nach den in den Auflösungen der 
Aufgaben 1—7 angegebenen Ver- 
fahren kann man aus dem Wert 
welcher einer bestimmten Funk- 
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tion eines bestimmten Winkels 

Srkl. 165. Wie in der Lösung der Aufgabe 2 zukommt , die Werte berechnen, 

gezeigt ißt, ergibt sich aut der Formel 18: welche den übrigen Funktionen 

sin'« + cos 2 « = 1 dieses Winkels zukommen. 
a) cos o = Vi — sin 2 « I n Rücksicht dieser allgemeinen Sätze 
und mittels dieser Relation kann man die Werte ergibt sich nämlich, dass sich die Be- 
berechnen, welche der Funktion „Kosinus" für rechnung der Werte der goniometrischen 
specielle Winkel ankommen, wenn man in der- Funktionen für beliebige specielle 
selben für die Funktion Sinns [die für jene Win- Wink j auf die Berechnung der Werte 
kel berechneten Werte substituiert. «*,!„.:*•«. WA i«i. A A ««. A * A ;«.; MA . 
Setzt man z. B. in der Torstehenden Rela- reduziert , welche einer einzigen 
tiona). die in der Erkl. 163 für sin SO , sin 45°, Funktion, z. B. der Funktion „Sinus", 
sin 22*80' oder sin 18° angegebenen Werte, für die zwischen 0° und 45° liegen- 
so erhält man bezw.: den positiven spitzen Winkel zu- 
1). . . . cos 30° s=-=-V8" kommen, indem man die Werte, wel- 
oder annähernd = 0,866025404 ... che den übrigen Funktionen der Winkel 
l von 0° und 45° zukommen, nach allge- 
2). . . . cos 45° =yV2 meinen Formeln aus jenen Werten her- 
oder annähernd = 0,707106781 . . . leiten kann, und indem ferner die Werte, 
l-rr — tt=^ welche den Funktionen grösserer po- 
3). . . . cos22«S0'=yVZ-+-V<2 sitiver oder auch negativer Winkel 
oder annähernd = 0,9238795 .. . zukommen, nur Wiederholungen je- 

mkd Ä . l-xfv^ — ^7¥~ ner Werte sind. 
4). . . . COS18" =^10 + 2^ 

a . A AA K1 Ar Ä ro Zur Berechnung der Werte, welche 

oder annähernd = 0,95105652. . . , . , . , ° ^ ... ' . „ 

oaer «iu»uciu , der g 0mome t n schen Funktion „Sinus" 

für zwischen 0° und 45* liegender Win- 

Krkl. 166. Wie in Auflosung der Aufgabe 97 k ^l zukommen, kann man auf folgen- 

gezeigt ist, kann man mittels der Formel 57a: den Arten verfahren: 

gin *_ _ -t/ l — cos« A). Wie in den Lösungen der Auf- 

2*2 gaben 8 bis 11 gezeigt ist, kann man 

die Werte berechnen, welche der Funktion mittels der Bestimmungsdreiecke regu- 

Sinus fnr specielle Winkel ^^«^ ™» lärer Polygone die Werte der Funktion 

L^inuV Ä Sinus <*"<* ** andern Funktionen) für 

Setzt man z. B. in der vorstehenden Formel eine Anzahl von Winkeln berechnen, die 

die in der Erkl. 165 für zwischen 0° und 45° liegen (siehe die 

cos 30°, cos 45°, cos 22» 80' und cos 18» Erkl. 168 und 164). 

angegebenen Werte und reduziert die erhalte- Aus diesen für die Funktion Sinus 

neu Ausdrücke, so erhalt man bezw. berechneten Werten jener speciellen 

t . . ino _JlVTZvt Winkel kann mittels Anwendung der 

1). .. .sin 15 - 2 v v* Forme , 13 . 

oder annähernd = 0,2 588190... ^ + ^^ = j 

2). . . . sin22«80'= y V2-V2 - wie in der Auflösung der Aufgabe 2 ge- 

oder annähernd = 0,382 6884... zeigt ist, zunächst die Werte berechnen, 

1*\/^ \l o . w welche der Funktion Kosinus für jene 

8). . . . sin im* = T y2-V2+y^ winkel zukommen ( siehe Erkl# 165)i und 

oder annähernd = 0,19509... aus diesen für die Funktion „Kosinus" 

und * A r x -= — ^ berechfneten Werten kann man mittels 

4). . . . sin 9« =-£ v 2 -2VlO+2V P 5 Anwendung der Formel 57a: 



2 y 2 

= 0,15648... 

(Siebe Erkl. 164.) Sin - 



oder annähernd = 0,15648... a \/\ cosa 

sin T = y — - 
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wie in der Auflösung der Aufgabe 97 

Erkl. 167. Setzt man in der in der Erkl. 165 gezeigt ist, die Werte berechnen, welche 

aufgestellten Relation: iet Funktion „ Sinus « für die Hälften 

a). . . . cos« = Vi — Bin 2 « jener Winkel zukommen (s. Erkl. 166). 

z ' B,: 1 r ? — In gleicher Weise kann man nunmehr 

8in« = 8inl5° = yV2-.V3 wiederum mittels Anwendung der For- 
(siehe Gleich. i). in der Rrki. iw) mpl 13 die Werte der Funktion „Kosi- 
so erhält mim na ch gehör iger Reduktion: nugU fflr die letzteren winke j ( fflr |) 

1). cos 150 = ^2+^3 oder = ? (VT+V^) beredmeQ (siehe ErkJ 16?) ^ m 

oder annähernd = 0,9659258... diesen berechneten Werten kann man 

(siehe die Brki. 144 »und 164.) mittels abermaliger Anwendung der For- 
mel 57a die Werte bestimmen, welche 

Erkl. 168. Setzt man in der in der Erkl. 166 der Funktion „Sinus" für die Hälften 

erwähnten Formel 57a: jener letzteren Winkel (für-) zukom- 

sin|- = V^ 1 """» 08 " men ( sieh * Erkl. 168) u. s. f., u. s. f. 

i. B.; L (siehe Erkl. 169). 

cos « = cos 15° = -ö-V 2 + V" Ferner kann man, wie in der Auf- 
gehe Gleich. i). in der Brki. 16?) lösung der Aufgabe 94 gezeigt wurde, 
so erhält man nach gehöriger Reduktion: mittels Anwendung der Formel 49, so- 

bald man die Werte der Funktionen Si- 

sin 7° 30' = — y 2 — V*2 + V% nus un( * Kosinus für einen bestimmten 
oder annähernd = 0,1305250... Kinkel ^?? üt ' den Wert berechnen, wel- 
tsiehe Erki. iw und A*f. ö . rag der Aufgabe ioo.) eher der Funktion Sinus jenes doppel- 
ten Winkels zukommt (siehe Erkl. 170). 

».vi iao w; Ä « Ä '«.-•4 Ä i. A* ü t Schliesslich kann man, wie in den Auf- 
ErkL 169. Wie man mittels, der Formeln i.. •, * * i. Va »*■* •. 
18 und 57a aus dem sin 15» zunächst den fangen der Aufgaben 70—75 gezeigt 
cos 15° und aus letzterem sin 7° 30' berech- ist, z. B. mittels Anwendung der For- 
dete, siehe die Erkl. 167 u. 168, so kann man mel 42, sobald man die Funktionen Si- 
"Ä : ^SS™*!? au8 , d , em ««>7 30'zu. nus und Kosinus für zwei verschie- 

nächst cos 7° 30' und aus letzterem , m > 111 j. j -nr _x j t« 1 

70 30' dene Winkel kennt, den Wert der Funk- 

Bh* 2 oder 8Ül3045 ' ^rechnen, tion Sinus berechnen, welcher der Dif- 

In analoger Weise kann man durch Wieder- ferenz jener Winkel zukommt (siehe 

holung dieses Verfahrens: die Erkl. 171 und 172), desgl. kann man 

sin 8 ° 45 ' oder sin 1° 52' 80* mittels Anwendung der Formel 41 den 

lu^u^'A f «•.* ^ ert der Funktion Sinus für die 

berechnen, u. s. 1. u. s. 1. . nr. ■ 1 « «_ e 

Summe jener Winkel berechnen u. s.f. 



Erid. 170. Wie in der Auflösung der Auf. B) Nach dem unter A) angegebenen 

f!ti*S?* ^ aM ^ mltte,B ^ Verfahren kann man die Wert» der 

sin 2a = 2sina.cosa Funktion Sinus einer grossen Anzahl 

den Wert berechnen, welcher der Funktion von Winkeln berechnen; will man jedoch 

„Sinus" eines Winkels zukommt, sobald man die Werte der Funktion Sinus für sol- 

die Werte kennt, welche den Funktionen Sinus che Kinkel berechnen, die in gleichen 

und Kosinus jenes halben Winkels zukommen. X . ,, t> ' 7, "■ U T 

Setzt man z. B. in der Formel 49 fQr sin. I^ervallen, Z B. von Grad ZU Grad, 

den in der Erkl. 163 angegebenen Wert; oder von Minute zu Minute oder von 

l Sekunde zu Sekunde aufeinander 

sin 18° = — (V5 — l) folgen, so berechne man zunächst den 

und für cos« den in der Erkl. 165 angegebc- Sinus von * Grad i *>ezw. von * Minute 
nen Wert: oder von 1 Sekunde, wie folgt: 
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cosl8°=-^V 10 + 2^5 
so erhält man: 
sin 2 . 18° = 2 Bin 18°. cos 18* 

« 2 .i-(VT-l)4VlO + 2V5" 

oder nach gehöriger Reduktion: 

sin 38° = -^10 — 2^6" 
oder annähernd = 0,58778525,.. 

(Siehe Erkl. 164). 



ErkL 171. Wie in den Lösungen der Auf- 
gaben 70 bis 75 gezeigt wurde, kann man mit- 
tels der Formel 42 : 

sin (et — ß) = sin a . cos ß — cos a . sin ß 

und mittels der Formel 41: 

sin (a-\-ß) = sin a . cos ß -j- cos a . sin ß 

den Sinus der Differenz oder der Summe 
zweier Winkel berechnen, sobald man die Sinus 
oder die Kosinus der einzelnen jener Winkel 
kennt. 

Setzt man z. B. in der vorstehenden For- 
mel 42: 

für sin a den in der Erkl. 163 angegeb. Wert: 

sin 45° = ~Y2 
für cos a den in der Erkl. 165 angegeb. Wert: 

cos45 = yV^ 
für sin ß den in der Erkl. 163 angegeb. Wert: 

sin 18° = i (Vif— 1) 
and 4 

für cos/9 den in der Erkl. 165 angegeb. Wert: 

cos 18» = ^y/ 10 + 2^5" 

so erh&lt man: 

sin (45*— 18°) = A-VY- -I^lO + 2 VT— 

sin2?o = ~n{\V^Wf--~(y^i)) 

oder annähernd: 
sin 27° = -i-V2"(0,95105652... — 0,30901699...) 

= 0,45399050... (siehe ErkL 164). 



Nach dem in der Erkl. 173 angeführten plani- 
metrischen Lehrsatz ist, siehe Figur 52, die 
Sehne ab kleiner als der Bogen apb und 
letzterer ist kleiner als die Tangente cd, mit- 
hin ist auch die halbe Sehne aq kleiner 
als der halbe Bogen ap und letzterer 
kleiner als die halbe Tangente cp. Wählt 
man den Radios des Kreises um m so, dass 
er gleich der Längeneinheit (= 1) ist, und 
berücksichtigt man, dass dann nach Antwort 
der Frage 17: 



a). 



aq = sin« 



oder 



h) cp = tga 

und dass ferner nach den Erkl. 174 und 178, 
wenn man den Bogen ap in den gleich der 
Einheit angenommenen Radius des Kreises 
um m ausdrückt: 

c) ap = arca 

ist, so besteht hiernach und nach vorigem die 
Ungleichung: 

d). . . . sin«<arc«<tga 

Denkt man sich aber für a einen sehr 
kleinen Winkel, so werden, siehe Figur 52, 
auch die Strecken aq und cp und der Bogen 
ap sehr klein, und deren Längen, in Ein- 
heiten des Radius des Kreises ausgedrückt, 
werden bei jenem gedachten sehr kleinen 
Winkel bis auf eine gewisse Anzahl von 
Deci malen übereinstimmen (siehe Erkl. 179) 
und hieraus ergibt sich in Rücksicht der vor- 
stehenden Gleichungen a). bis c)., dass wenn a 
einen sehr kleinen Winkel vorstellt, man 
an Stelle der Ungleichung d). die Gleichung: 

e). . . sin a = arc « = tg « 

substituieren kann, welche * Gleichung aber 
nur richtig ist, wenn sina, arca und tga 
Werte repräsentieren, die bis auf eine ge- 
wisse Anzahl von Decimalen überein- 
stimmen. 

Zur Bestimmung solcher Werte, die man an 
Stelle von sin a, arc «, tg a setzen kann, damit 
in dem gedachten Sinn vorstehender Gleichung 
e). Genüge geleistet wird, beachte man fol- 
gendes : 

Da nach vorstehender Ungleichung d).: 

f). . . . arc « < tg a 

ist, so ist auch, wenn man arca, cL i. der 
Bogen, welcher zu dem Centriewinkel a gehört, 
einstweilen, um Irrtümer zu vermeiden, mit b, 

also den halben Bogen mit -5- bezeichnet : 

b 



g). 



2 <tg 2 



und diese Ungleichung kann man folgender- 
massen umformen: 

Bringt man in bezug auf tg -^ die Formel 7 

in Anwendung, so erhält man: 
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b . cos 2 -s- < 2 sin -s- • cob 



2 



2 



Erkl. 172. In derselben Weise, wie man sin — 

nach der Erkl. 171 aus den für die Sinus und b^ ^ 2_ 

die Kosinus der Winkel von 45° nnd 27° be- T ^ a 

rechneten Werten mittels der Formel 42 den C08 T 

Sinns von 27° berechnen kann, kann man ferner , , . , „ . , _ . . , 

z. B. mittels jener Formel 42 aus den für die oder > wenn man beide Seiten dIeßer Ungleichung 

Sinus und die Kosinus (berechneten Wertwider mit 2 C08 , « mult ipi izier t und gleichzeitig re- 

Wmkel von 80° nnd 27° den Wert der Funk- 2 r 

tion Sinus für 3° berechnen; man wird erhalten: doziert : 

sin 8° = y (0,89100652. . . —VT. 0,45899050) 
= 0,05238596... u. s. f. u. s. f. 

Erkl. 173. Ein planimetrischer Lehrsatz 
heisst: 

„ Jeder Kreisbogen ist grösser als seine 
Sehne, kleiner jedoch als die Tangente, die 
man parallel zu jener Sehne an den Kreis 
ziehen kann und die begrenzt wird von den 
durch die Endpunkte des Kreisbogens gehen- 
den Radien." 

Nach diesem Lehrsatz ist in der Figur 52: 

Sehne ab < Bogen apb < Tangente cd 

(Siehe Kleyers Lehrbüoher der Planimetrie.) 



Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 49«: 

2 sin y ' coß Y = 8 * n a 

und nach der Formel 13: 

C08 ' Y = 1-sin'^ 

setzen kann, so geht jene Ungleichung in Rück- 
sicht dessen Ober in: 



h). 



b(l — Bin*-^-) < sin« 



Figur 52. 



Berücksichtigt man ferner, dass nach der 
Ungleichung d). analog der Ungleichung f). 
sin«<arc«, bezw. dass analog der Un- 
gleichung g).: * 




a ^ b 
sin-s- <ir 



2 



dass also auch: 



6' 



Erkl. 174. Will man einen Kreisbogen in 
Längeneinheiten des dem Kreisbogen zu- 
gehörigen Radius ausdrücken, so kann man 
dies nach dem planimetrischen Satz: 

„In einem und demselben Kreis oder in 

Kreisen mit gleichen Radien verhalten sich 

zwei Kreisbogen wie die diesen Kreisbogen 

zugehörigen Centriewinkel." 

(Siehe Kleyers Lehrbüoher der Planimetrie.) 

Da man nun den Umfang U eines Kreises 
als einen Kreisbogen betrachten kann, welcher 
dem Centriewinkel von 360° angehört, so be- 
steht nach dem soeben angeführten Satz zwi- 
schen dem Kreisbogen, welcher dem Centrie- 
winkel a angehört und welcher durch bog« 
bezeichnet sei, zwischen dem ganzen Umfang 
U des Kreises, welchem jener Bogen boga 
angehört, und den Centriewinkeln von «° und 
360° die Proportion: 



i). ... sin*2-< 4 
ist, und dass hiernach: 

k). . . l--?-<l-sin'-2 
ist, weil ein kleinerer Rest bleibt, wenn man 

hl 

den grösseren Wert — [siehe Gleich. i)J von 
1 subtrahiert, als wenn man den kleineren 
Wert sin 1 -^ von 1 subtrahiert, oder dass 



1} . . . 6 (i_£)< 6 (l_8in*!) 

ist, so folgert aus den Ungleichungen h). und 
1)., dass 

b (l — j. ) < b (l -sin*-J) < sin« 

oder dass umsomehr: 

m). . . 5(1 — -j-\<sino 

ist Aus dieser Ungleichung ergibt sich die 
weitere Ungleichung: 

b .- < sina 

oder, wenn man auf beiden Seiten dieser Un- 
gleichung i-j sin a) addiert: 
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bog«: ü = «°:360° 
oder, wenn man nach der Erkl. 175: 

ü = 2m 
setzt, die Relation: 
1). . . boga:2f7r = a°:360° 
und hieraus erhält man: 
2). . . bog a° = -gg^--2r TT Längenein- 
heiten, da der Radius r in Längeneinheiten 
ausgedrückt ist, d. h.: 

Will man einen Kreisbogen, der 
einem Centriewinkel von «° angehört, 
in Längeneinheiten des zugehörigen 
Radius r ausdrücken, so hat man nur 
den Umfang 2m des ganzen Kreises, 
von welchem jener Bogen ein Stück 

ist, mit der Verhältniszahl -«g-g- zu 

multiplizieren, welche man erhält, 
wenn man den in Graden ausgedrück- 
ten Centriewinkel a durch 360 divi- 
diert. (Siehe die Erkl. 175 bis 178.) 



Erkl. 17&. Bezeichnet man den Umfang eines 
Kreises mit U, den Radius desselben mit r und 
mit n die irrationale Zahl 8,141592653589..., 
so besteht die Relation: 

ü = 2m 

(Siehe Kleyeri Lehrb. der Planimetrie und die Erkl. 176.) 



Erkl. 176. Setzt man den Durchmesser 2 r 
eines Kreises = 1, nämlich gleich der Längen- 
einheit, so hat man nach der in der Erkl. 175 
erwähnten Formel für den Umfang U dieses 
Kreises : 
a) U = n jener Längeneinheiten. 

Die irrationale Zahl n (= 3,141592653589...) 
bedeutet also den inLängeneinheiten ausge- 
drückten Umfang eines Kreises, dessen Durch- 
messer = 1, nämlich gleich der Längenein- 
heit ist (siehe Erkl. 180). 



Erkl. 177. Aus der in der Erkl. 174 auf- 
gestellten Relation: 
1). . . boga:2r* = a°:360° 
erhält man die weitere Relation: 
a Q .2m = 360°.boga 

boga 



oder: 
2). - 
d. h. 



2rn 



• 360 Grade, 



(arc a) 3 



Will man den Centriewinkel a in 
Grade ausdrücken, der zu einem 
Kreisbogen gehört, dessen Länge (boga) 
in den Radius des zugehörigen Krei- 
ses ausgedrückt ist, so hat man nur 



, 6» 6 3 . . . , 6 3 

b T -f- sin a < sin a + — A Bin a 

4 4 4 

oder: 53 

b — sin a < -j- 

oder, wenn man wieder: 

b = arca 
setzt : 

n). . . . arca — sina< 

d. h. in Worten: 

Der Unterschied zwischen arca, d.i. 
der in Längeneinheiten ausgedrückte 
Bogen, welcher zu dem Centriewin- 
kel a eines Kreises gehört, dessen Ra- 
dius gleich der Längeneinheit ist, 
und dem Sinus jenes Winkels a ist 
stets kleiner als der 4. Teil der drit- 
ten Potenz jenes Bogens arc a. 

Mittels dieses Satzes, bezw. mittels jener 
Ungleichung n). kann man nunmehr solche 
Werte für sin« und arca bestimmen, welche 
auf eine gewisse Anzahl von Decimalen 
übereinstimmen und welche der Gleichung 
e). genügen. 

Wählt man z. B.: 

a = 1° 
so ist nach der Erkl. 182: 

arcl = 0,017453292519943295769... 
ferner ist nach der Erkl. 183: 

^^==0,000001329... 
4 
Nach der Ungleichung n). ist also: 

1). . . . arc 1° ■— sin 1°< 0,000 001 329 

Da sich also hiernach ein Unterschied zwi- 
schen arc 1° und sin 1° erst in der 6. Decimal- 
stelle geltend macht, so müssen arc 1° und 
sin 1° mindestens bis anf 5 Decimalen über- 
einstimmen und man hat die Gleichung: 

2) sin 1° = arc 1° 

und zwar biß auf fünf Decimalen genau. 

Wählt man ferner z. B.: 

o = 1' 

so iBt nach der Erkl. 184: 

arcl' = 0,00029088208665721596... 

ferner ist nach der Erkl. 185: 

jarclT» _ 0j00000000 oo0614... 
4 
Nach der Ungleichung n). ist also: 
3). . . . arc 1' — 8inl'< 0,000 000 000 006... 

Da sich also hiernach ein Unterschied zwi- 
schen arcl' und sinl' erst in der zwölften 
Decimalstelle bemerkbar macht, so müssen 
arc T und sin 1' bis auf 11 Decimalen über- 
einstimmen, und man hat die Gleichung: 

4) sin 1' = arc 1' 

und zwar bis auf elf Decimalen genau. 
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die Verhältniszahl -s-^—, welche man 

erhält, wenn man den in Längenein- 
heiten des Radius ausgedrückten 
Bogen boga durch den ganzen Umfang 
2rn des Kreises dividiert, mit 360 zu 
multiplizieren. 



Erkl. 178. Wählt man den Radius eines 
Kreises so, dass er gleich der Längenein- 
heit (= 1) ist, so bezeichnet man gewöhnlich 
einen Bogen eines solchen Kreises nicht, wie 
in der Erkl. 174 geschehen, durch die Ab- 
kürzung bog, sondern durch das lateinische 
Wort arcus (der Bogen), bezw. durch die Ab- 
kürzung arc, um damit anzudeuten, dass der 
gedachte Bogen einem Kreise angehört, dessen 
Radius = 1 gewählt wurde. 

In Rücksicht dessen geht die in der Erkl. 174 
aufgestellte Relation 1). über in: 



1). 



arc a : 2 n = a° : 360° 



und hieraus erhält man für den in Längen- 
einheiten, bezw. in den Radius 1 aus- 
gedrückten Bogen, der zum Centrie- 
winkel « gehört, und welcher durch arca 
bezeichnet ist: 



2). 



arc« = - 



360° 



2n 



Setzt man voraus, dass der Centriewinkel 
a stets in Grade ausgedrückt ist, so kann 
man auch statt der Relation 2). die Relation: 

oder die Relation: 

8). . . arc« = ^.« 

setzen. 

Wird der Winkel a nicht in Graden, sondern 
in Minuten oder Sekunden ausgedrückt, so 
muss der Nenner 180 der Gleichung 3)., wel- 
cher Grade vorstellt, mit 60, bezw. mit 60 . 60 
multipliziert werden, d h. er muss ebenfalls in 
Minuten oder in Sekunden umgewandelt werden. 



Erkl. 179. Bezeichnet man den Radius eines 
Kreises mit r, also dessen Durchmesser mit 
2 r, so erhält man z. B. für den Umfang U^ zox 
des diesem Kreis umbeschriebenen regu- 
lären 98304-Ecks: 
•)• • • #9830* = 3,141 592 654.... 2 r 

Ferner erhält man für den Umfang « M 3oi 
des jenem Kreis einbeschriebenen regu- 
lären 98304-Ecks: 

*)• • • «9830* = 3,141592653.... 2 r 

(Siehe Kleyert Lehrbücher der Planimetrie.) 

Aus der Gleichung a). erhält man für die 
Seite £ 9830 i des jenem Kreis umbeschriebe- 
nen regulären 98304-Ecks: 



Wählt man schliesslich noch z. B.: 

a = 1" 

so ist nach der Erkl. 186: 

arc 1" =0,000004848136811095360... 
ferner ist nach der Erkl. 187: 

1 4 = 0,00000000000000002848... 

Nach der Ungleichung n). ist also: 
5). arcl"— sinl''<0,00000000000000002848... 

Da sich also hiernach ein Unterschied zwi- 
schen arc 1" und sin 1" erst in der 17. Deci- 
malstelle geltend machte, so müssen arc 1" und 
sin 1" bis auf 16 Deci malstellen übereinstimmen 
und man hat die Gleichung: 

6) sin 1" = arc 1" 

und zwar bis 16 Decimalstellen genau. 

Mittels der vorstehenden Gleichungen 2)., 4). 
und 6). kann man nunmehr den sin 1°, den 
sin 1' oder den sin 1" bezw. bis auf 5, 11 oder 16 
Decimalstellen genau bestimmen und zwar in- 
dem man den arcl , den arc 1' oder den arcl", 
wie in den Erkl. 182, 184 und 186 gezeigt 
wurde, bezw. bis auf 5, 11 oder 16 Decimal- 
stellen ' genau berechnet. 

Nach den Gleichungen 2)., 4). und 6). 
und nach den in der Erkl. 182, 184 und 
186 für arc 1°, arc 1' und arc 1" berech- 
neten Werten erhält man also: 

a). sin 10 = arc 1° = 0,01745 

bis auf 5 Decimalen genau, 

ß). sin 1' = arc 1° = 0,00029088209 
bis auf 11 Decimalen genau, 

y). sin 1" = arc 1" = 0,000004848 1368111 
bis auf 16 Decimalen genau. 

Je nach der grösseren oder ge- 
ringeren Genauigkeit, welche man 
der Berechnung der Werte der goniometr. 
Funktionen für andere Winkel zu Grunde 
legen will, kann man nunmehr von dem 
einen oder dem andern, der in den Glei- 
chungen «)., ß). und y). angegebenen 
Werten ausgehen. Geht man z. B. von 
dem für sinl" angegebenen Wert aus. 
so kann man die Werte der Funktion 
Sinus für 2", 3", 4"... wie folgt be- 
rechnen : 

Mittels der aus der Formel 13: 

8in 2 a + COS2a = 1 

sich ergebenden Re lation : 

7) cos a = V 1 — sin 8 « 

berechne man zunächst den cosl", in- 
dem man in derselben jenen für sin 1" 
berechneten Wert setzt. 
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£«830* — 



8,141592654.. 



oder: 



98304 



2r 



c ). • • ^ 830l = 0,000031 956 915 74.... 2 r 

Aus der Gleichung b). erh&lt man ferner für 
die Seite *q 830 4 des jenem Kreis einbeschrie- 
benen regulären 98304-Ecks: 



3,141592153... 



2r 



098304 — 98304 

oder: 

<*)• . . «983ü* = 0,000 031 956 915 73.... 2r * 

Aus den Gleichungen c). und d). ergibt sich, 
dass die Seiten S und s jener 98304-Ecke um 

circa 100000000000000 * enjchieden sind - 

Stellt hiernach z. B. in der Figur 52 cd die 
Seite 8 des dem Kreis umbeschriebenen 
regulären 98304-Ecks, und stellt ab die Seite« 
des dem Kreis einbeschriebenen regulären 
98304-Ecks dar, ist also der Centriewinkel cmd 
oder 2« nach der Erkl. 181 = 13,18... Se- 
kunden, so kann man hiernach sagen, dass die 
Sehne ab und die Tangente cd, wenn der 
Winkel 2 a einen kleinen Winkel von 13,18 Se- 
kunden repräsentiert, ihrer Länge nach bis 
auf 13 Decimalstellen übereinstimmen. 



Erkl. 180. Aus den in der Erkl. 179 auf- 
gestellten Gleichungen a). und b). ergibt sich, 
da 88 der Umfang U 9820l des dem Kreis um- 
beschriebenen regulären 98304- Ecks mit dem 
Umfang u, 8304 des demselben Kreis ein be- 
schriebenen regulären 98304-Ecks bis auf 
8 Decimalen übereinstimmt. Da nun der Um- 
fang ü des Kreises selbst kleiner als 
£7o83o4 0Q d grösser als w^oi ist (siehe Erkl. 
173), so kann man sagen, der Umfang U eines 
Kreises ist bis auf 8 Decimalen genau; 



a). 



ü = 8,141 592 65. 2 r 



Wird der Durchmesser 2r = 1 gesetzt, so 
erhält man bis auf 8 Decimalen genau : 



b). 



ü — 3,14159265 Längeneinheiten. 



Erkl. 181. Ein planimetrischer Lehrsatz 
heis8t: 

„Zu gleichen Sehnen eineB Kreises gehören 
gleiche Centriewinkel. u 

(Siehe Kleyex» Lehrbücher der Planimetrie.) 

Ist also in der Figur 52 ab die Seite eines 
dem Kreis einbeschriebenen regulären 
$8304- Ecks, so erhält man nach jenem Satze, 
da die 98304 Seiten dieses regulären Polygons 
gleiche Sehnen eines Kreises sind, für den 
Centriewinkel 2a, welcher der Sehne ab zu- 
kommt: 



Dann berechne man mittels der For- 
mel 49: 
8) sin 2a = 2 sin « . cos a 

den sin 2", indem man in derselben 

«= 1" 
und für sin 1" und cos 1" jene berech- 
neten Werte substituiert, man erhält 
hiernach: 

sin 2" = 2 sin 1". cos 1" 

Hat man auf diese Weise sin 2" be- 
rechnet, so berechne man mittels der 
Gleichung 7). den cos 2"; dann bringe 
man die Formel 41: 

9). sin(a+0) = sin«, cos 0+ cos a. sin 

in Anwendung und setze in derselben: 

a = 2" und ß = 1" 

Hiernach erhält man: 

sin(2"+l") = sin 2". cos 1"+ cos 2". sin 1" 

oder: 

sin 3" = sin 2" . cos 1" + cos 2" . sin 1" 

Mittels dieser Gleichung kann man 
also den Sinus 3" berechnen, wenn man 
in derselben die für sin 2", cos 2", sin 1" 
und cos 1" berechnetenWerte substituiert. 

Ferner berechne man mittels aber- 
maliger Anwendung der Gleichung 8).: 

sin 2a = 2sina.cosa 
den Sinus von 4", indem man in der- 
selben a = 2" und die für sin 2" und 
cos 2" berechneten Werte setzt; man 
erhält: 

sin 2. 2"= 2 sin 2". cos 2" 

oder: 

sin 4"= 2sin2 // .cos2 // 

Nunmehr berechne man den Sinus von 
5", indem man in der Gleichung 9).: 
a = 4" und ß = 1" setzt. 

Dann berechne man den Sinus von 
6", indem man in der Gleichung 8).: 
a = 3" setzt, u. 8. f., u. s. f. 

Uebersichtlicher gestaltet sich diese 
Berechnung wie folgt: 

Nach der Formel 192 ist: 
sin (a + ß) + sin (a — ß) = 2sin«.cos0 

Setzt man in dieser Formel: 
« = n.A 
und ß = A 
so erhält man: 



oder: 
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2« = 360 ° sin{n.A-\-A)+sin(n.A—A) = 

98304 2sinnJ..cos^L 

_ 360 . 60' oder: 

98304 sin(n+l)^+sin(n— 1)A = 

= 360-60-60" 2 8inn^.C0S^ 

98304 oder: 

1296000 10). . sin(n+l)^ = 2sinn4.cos^l— 

98304 sin(n— 1)^4 

2« = 13,18... Sekunden. *j ach der Formel 190 ist ferner: 

Erkl.182. Setet man in der in der Erkl. 178 COS{a+/) + CO*(a-fi = 2co*a.CMß 
aufgestellten Relation 3).: Setzt man in derselben ebenfalls: 

arca== T8Ö" ;r . a = n A Ä 

n = 3,141592653689... (sieh« Erkl. 176). , .... UD(1 * *~ A 

10 so erhalt man: 

so erhalt man: cos (n. A-\-A)+ cos (n.A—A) = 

arc lo = _|_ . 3,141592653589 odef . 2 cos nA ' C0S A 

° der: 10 8,141592653589... COS (n + 1)^4+ cos (n— 1)^4 = 

180 2cosn^4.cos-4 

und wenn man die DiviBion rechts bis auf eine oder : 

beliebige Anzahl von Decimalstellen, z. B. bis \\\ cos(n-4-l).4 = 2 COS nA. COS A — 
auf 21 Decimalen ausführt: ' A«/*. i\ ^ 

COStw — DA 
1). ... arc 1« = 0,017453292519943295769 n .. , . „ ™ . , 

Setzt man nämlich in den Gleichungen 

Erkl. 183. Da nach der Erkl. 182: JJV "^ ^'o^ * ** ^ ^^ ^ 

arcP = 01745829 Werte 1, 2, 3, . . ., so erhalt man aus 

ist, so ist: ' der Gleichung 10). die Relationen: 

< arc10 ) 9 = °> 017458293 l sin 2A = 2smA.cosA 

oder: 4V ) sin 3-4 = 2 sin 2 A. cos A — sin A 



(vcVV = 0,00000531657... A). £ £ = J ^^-SSl 

mithin : / sin 5-4 = 2 sin 4J.. cos-4 — sin 3-4 



(arc 1°) 9 



= 0,000001329... u. s. f. u. s. f. 

und aus der Gleich. 11). die Relationen: 



f^ nf 4 ' f e w. ma QN in der in der ErkL 178 1 cos 2A = 2 cos^.cos A — 1 
aufgestellten Relation 3).: 

CK 



_ „ _. | cos SA = 2 cos2^L.cos J. — cos-4 

ftrc a - ~18Ö~ ' n *' m \ cos 4A = 2 cos3^4. cos^4 — cos2^i 



löU ' v COS 4A = Z COSÖ-A. COS-A — COSZ-i 

n = 3,141592653589... (.leb* Erkl. 1 76) i cog 5 ^ = 2 COS 44. COS ,4 — COS 3-4 

« — l» i 



a = 1 



U. S. f. U. 8. f. 



und multipliziert man dementsprechend, wie in , *. . 

der Erkl. 178 am Schlüsse angegeben ist, den Kennt man also hiernach Sin A und 

Nenner 180, welcher Grade vorstellt, mit 60, coS-4 (z.B. sinl" und COSl"), SO kann 

so erhält man: man der Heihe nach sin 24, 34... 

arcr = -^—- A -. 3,141592653589... (sin 2", sin 3"), ebenso den cos 24, SA... 

oder: (cos 2", cos 3"...) berechnen. 

3,141592653589... 
ftrc1 ' = lösöö Bat man au ^ ^ e8e Weise die Funk- 

und wenn man die Division rechts bis auf eine Ü™™ Sinus ™ d Kosinus fü f. *" b * 7 " 
beliebige Anzahl von Decimalstellen, z. B. bis berechnet, so kann man aus diesen >\ er- 
auf 16 Decimalen ausfuhrt: ten und mittels der in den Erkl. 188 

l). . . . arcl' = 0,0002908820866572... und 189 aufgestellten Formeln: 



Erkl. 185. Da nach der Erkl. 184: 
arcl' = 0,0002908... 



ist, so ist : 

(arc 10 s 



0,0002908» 



oder: 



mithin: 
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sin (l5 + «) = y[(V6— V2).cosaq: 

(V6+V2).smal 
und 

cos(l5° + «) =^[(V6+V2)-cosa± 
(y&— V^J.sina] 

die Werte berechnen, welche den Funk- 
tionen Sinus und Kosinus für 8" bis 
22" zukommen, indem man für « der 
Reihe nach = 1", 2", ... bis 7" und für 
cos a und sin a jene für 1", 2", ... bis 
7" berechneten Werte setzt. 

Hat man schliesslich auf diese Weise 
die Funktionen Sinus und Kosinus für 
1" bis 22" berechnet, so kann man aus 
diesen Werten mittels der in den Auf- 
gaben 147 und 148 aufgestellten Formeln 
108—112: 

sin(45°Ta) = y V% (sina + cosa) 



(arc IQ» _ 0,00000000002459. 
(ar ^ r)> = 0,00000000000614. 



Erkl. 186. Setzt man in der in der Erkl. 178 
aufgestellten Relation 3).: 

* TCa = m n 

n = 8,141592653589... (liehe Erkl. 176) 

a = 1" 
und multipliziert man dementsprechend, wie in 
der Erkl. 178 am Schlüsse angegeben ist, den 
Nenner 180, welcher Grade vorstellt, mit 
60.60, so erhalt man: 

» cl "=iM^Ö-6Ö- 3 ' 141592658589 " 
oder: 



arc 1" = 



180.60.60 
3,141592653589... 



648000 

and wenn man die Division rechts bis auf eine 
beliebige Anzahl von Decimalstellen, z. 8. bis 
auf 18 Decimalen ausfuhrt: 

1). . . arcl"= 0,000004848136811095 



Erkl. 187. Da nach der Erkl. 186: 

arcl" = 0,000004848... 
ist, so ist: 

(arc l") s _ 0,000 004 848*... 
4 "~ 4 

oder : 

(arc l") 3 _ 0,000000000000000113943... 

4 "~ 4 

mithin: 

i*£5i!l s — 0,00000000000000002848... 
4 



und 
cos(45°±«) = y V2 (sin«:pcosa) 

die Werte berechnen, welche den Funk- 
tionen Sinus und Kosinus für 23" bis 
45" zukommen, indem man für « der 
Reihe nach = 1", 2", ... bis 22", und 
für sin a und cos a jene für 1", 2", . . . 
bis 22" berechneten Werte substituiert 
(siehe auch die Erkl. 190—195). 



ErkL 188. Setzt man in den Formeln 42 und 
41, welche zusammengefaßt lauten: 

sin (a + jJ) = sin o . cos ß ip cos a . sin ß 

a = 15° 

und ß = a 
so erhalt man: 
sin (15° hh «) = Bin 15°. cos a + cos 15°. sin a 

oder, wenn man nach Auflösung d. Aufgabe 99 
und nach den ErkL 143b und 144 a: 
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ein 15» =* i- V2-W = 1 (Y& - y* ) 
und fftr 

cos 15« = 1^2 + ^8 = 1 (Y6+ V2 ) 
setzt: 

sin(15° + «) = I (VT- V^-cos« ^ 

jft^+V^.Bin« 
oder: 



COSa. 



a). Bin(150Ta) = ^[(/6-/2). 
(V6>^2").sin«] 



ErkL 189. Setzt man in den Formeln 43 und 
44, welche zusammengefasst lauten: 

cos (a + ß) = cos a . cos /? + sin a . sin ß 

a = 15° 
und ß = a 
so erhalt man: 

cos (15* + a) = cos 15 . cos a ± sin 15°. sin a 
oder, wenn man nach Auflösung der Aufgabe 99, 
bezw. nach den Erkl. 143b und 144a: 

sin 150== * VlT-V? = -j -(Y*-V2) 
and für 

cos 150 = 1 V2+W = 1 (/«-+ vd 

setzt : 

COS(15»T«) = jCV^+V^.COSa ± 

^(^6- VT), sin« 
1). cos(15°:pa) = ^[(V^+V^.cosa^: 

ErkL 190. Aus den in nebenstehenden Glei- 
chungen 7). und ß). angeführten Werten für 
sin 1' und sin 1' ergibt Bich, dass man für alle 
Winkel, welche zwischen 1* und 1', oder wel- 
che zwischen 1" und 60* liegen, den Sinus bis 
auf elf Decimalen genau gleich demarcus 
des betreffenden zwischen 1" und 60" liegenden 
Winkels Betzen kann, dass man also, wenn a 
einen zwischen 1" und 60* liegenden 
Winkel bedeutet: 

a). . . . sin a* = arc a" 

und zwar bis auf elf Decimalen genau 
setzen kann. 

Ferner ergibt sich aus den in nebenstehen- 
den Gleichungen ß). und a). verzeichneten Wer- 
ten für sin r und sin 1°, dass man für alle 
Winkel, welche zwischen 1' und 1°, oder wel- 
che zwischen 1' und 60' liegen, den Sinus bis 
auf fünf Decimalen genau, gleich dem 



oder: 
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arcufl des betreffenden zwischen 1' und 60' 
liegenden Winkels setzen kann, dass man also, 
venu a einen zwischen V und 60' liegen- 
den Winkel bedeutet: 

b). . . . sin a! = arc a* 

und zwar bis auf fünf Decimalen genau 
setzen kann. 

In analoger Weise kann man solche Winkel 
bestimmen, deren Funktion Sinus bis auf 4, 
6, 8, . . . Decimalen mit dem arcns dieser Win- 
kel übereinstimmen. 

Dies zu wissen ist oft besonders wichtig bei 
Berechnungen aus den Gebieten der Astrono- 
mie und Navigation. 

Erkl 191. Da nach dem planimetrischen 
Lehrsatz: 

„Bogen eines und desselben Kreises sind 
proportional den zu diesen Bogen gehörigen 
Centriewinkeln" 

(sieb« KJeyen L«brbtteb«r d«r PlanimetrU) 

. arc a* __ a_ 

ai. • • • , ^— . 

' arc 1" 1 

oder: 

b). . . . arc a" = a . arc 1* 

ist, so erhalt man in Rücksicht der in der 
Erkl. 190 aufgestellten Gleichungen a). und b). 
beziehungsweise 

c). . , . sin a" = a . sin 1* 

und zwar bis auf elf Decimalen genau 
und 

d). . . . sin a 1 = a . sin V 

und zwar bis auf fünf Decimalen genau 

d. h. um den Sinus von a" (bezw. von a') zu 
erhalten, hat man nur den bis auf elf (bezw. 
bis auf fünf) Decimalen berechneten Wert des 
Sinus von 1* (bezw. von 1') mit der Anzahl a 
jener Sekunden (bezw. jener Minuten) zu mul- 
tiplizieren. 

Erkl. 192. Das was in den Erkl. 190 und 
191 in bezug auf die Sinus zwischen 1" und 
60*, bezw. zwischen 1' und 60' liegender Win- 
kel gesagt ist, gilt auch in gleicher Weise für 
die Tangens jener Winkel. 

Hiernach hat man, wenn a einen zwischen 
1* and 60- liegenden Winkel bedeutet: 

a). . . tga - = arca" ) un d iw»r bis auf 
und > elf DeoimaUn 

b). . . tg«'=a.tgl'j «•»•■. 

und wenn a einen zwischen 1' und 60' 
liegenden Winkel bedeutet: 

C). . . tga' = arc« i ) on d iw»r bit auf 
und > fOnf Deolmalen 

d). . . tg«' = «.tgl) K enÄÄ - 

Die Richtigkeit dieser Aussagen kann man 

unter andern wie folgt beweisen: 

Nach der Formel 7 ist: 

sina ; „ 

tg a = 
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oder, wenn man berücksichtigt, dass nach der 
Formel 18 

COS a = Vi — Bin 2 a 

ist: 

Vi — sin 2 a 

Führt man nunmehr die in dem Ansdruck 
Vi — sin'a angedeutete Quadratwurzelauszie- 
hung aus, so erhalt man nach der Erkl. 193: 



2). 



tga = 



Sin a 



8in ? « sin*a 
"~~2~~ "TT - 



Führt man ferner die auf der rechten Seite 
dieser Gleichung angedeutete Partialdirision 
aus, so erhalt man nach der Erkl. 194 ferner: 

1 3 

3). tg a = sin a -J- y • Bin 3 « + -g- • sin 5 a -) 

Berücksichtigt man nunmehr, dass die Glie- 
der auf der rechten Seite dieser Gleichung, 
vom zweiten ab, stetig kleiner und kleiner 
werden, und dass sich der Unterschied zwischen 

den zwei ersten Gliedern sina und —sin^a für 

sehr kleine Winkel, je nachdem a ein 
Winkel zwischen 1" und 60* oder zwischen 
1' und 60' ist, bezw. erst in der elften oder 
fünften Decimale (siehe die Gleichungen n)., 
1)., 3). und 5). in nebenstehender Antwort und 
die Erkl. 190) bemerkbar macht, so kann man 
bis auf elf, bezw. bis auf fünf Decimalen 
genau setzen: 

tg a = sin a (wenn a zwischen 1* und 60" liegt) 

tg« = sin a (wenn a „ 1' „ 60' liegt). 



ErkL 193. Nach den Regeln der Quadrat- 
wurzelausziehung (siehe Kleyers Lehrbuch der 
Potenzen und Wurzeln) erhalt man: 



V 1 — sin 5 « = 
' ±K=«) 



sin'a 



sin*a 



(2a =) 2 



— sin 2 a 
— sin'a- 

+ ■ 



sin*a 



2 

(=2a6 + b*) 



8 



(2a + 2A=) 2-8in'a 



'« - 



sin 4 « 
sin 4 « 



8in 6 a 



sin B a 



64 



(=2ae + ibe+c*) 



8in 6 a 



8in°a 



64 



U.B.f. 



Erkl. 194. Nach den Kegeln der Partial- 
division (siehe Kleyers Lehrbuch der Potenzen 
und Wurzeln) erhalt man: 
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sina 



+ sin a • 



8in 3 <* sin 5 a 



8 



sin 2 a sin*a 

~~2 r~* 



. 8in 3 a . 3sin s a 



— 


4-4-4- 




sin 3 a sin 5 a 

2 ' 8 ' 
sin 3 « sin 5 « sin 7 « 




1 2 4 16 
-4-4- 




, 3 sin 5 « 

+ _ 8— + 

3sin r> a 3sin 7 a 




1 8 16 
-4-4- 



U. 8. f. U. 8. f. 

Erkl. 195. Wie aus nebenstehender Antwort 
ersichtlich, ist die Berechnung der Werte, wel- 
che den goniometrischen Funktionen für spe- 
ciale Winkel zukommen, eine sehr mühsame. 

Mit Hülfe der unendlichen Reihen (der sog. 
Sinusreihe und der logarithmischen Reihen) 
kann man die Berechnung jener Werte und 
zugleich auch die Berechnung von deren Lo- 
garithmen auf raschere und sicherere Weise 
ausführen. 

Ausführliches hierüber findet man in Eleyers 
Lehrbücher, welche über die algebr. Analysis 
handeln. Im übrigen beachte man die Anm. 8. 



24). Uefoer die trigonometrischen nnd die logarithmisch- 
trigonometrischen Tafeln im allgemeinen. 

Anmerkung 9. Was die specielle Einrichtung und den speciellen Gebrauch der trigono- 
metrischen und der logarithmisch-trigonometrischen Tafeln anbetrifft, so findet man hierüber 
ausführliches in Kleyers Lehrbuch der Logarithmen. In diesem Abschnitt sind nur die Sätze 
zusammengestellt, auf welche sich die Einrichtung und der Gebrauch jener Tafeln stützt. 



Frage 32. Was versteht man unter 
einer goniometrischen oder trigono- 
metrischen Tafel, und was unter einer 
logarithmisch -trigonometrischen 
Tafel? 



Srkl. 196. Die trigonometrischen Tafeln, 
besonders aber die logarithmisch-tri- 
gonometrischen Tafeln dienen zur Aus- 
führung von Zahlenrechnungen, in welchen 
goniometr. Funktionen vorkommen. 



Antwort. Unter einer goniometrischen 
oder trigonometrischen Tafel ver- 
steht man eine Tabelle, in welcher die 
bis auf eine bestimmte Anzahl von 
Decimalen berechneten Werte der 
goniometrischen Funktionen solcher Win- 
kel übersichtlich geordnet zusam- 
mengestellt sind, die in gleichen 
Intervallen, z. B. von Sekunde zu 
Sekunde, oder von 10 zu 10 Sekunden 
oder von Minute zu Minute etc. auf- 
einanderfolgen und zwischen 0° und 45°, 
bezw. auch zwischen 45<> und 90° liegen. 
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Erkl. 197* Zur Unterscheidung der Werte 
der goniometrischen Funktionen, welche in den 
trigonometrischen Tafeln zusammengestellt sind, 
von den Logarithmen jener Werte, welche 
in den logarithmisch-trig. Tafeln zusammen- 
gestellt sind, nennt man entere auch die natür- 
lichen Werte der goniometrischenFunk- 
tionen, letztere die Logarithmen der go- 
niometrischen Funktionen. 



Unter einer logarithmisch-trigo- 
nometrischen Tafel versteht man 
eine Tabelle, in welcher nicht direkt jene 
Werte der goniometr. Funktionen son- 
dern die Briggs sehen Logarithmen 
derselben in übersichtlich geordneter 
Weise zusammengestellt sind. (Siehe die 
Erkl. 196 und 197). 



Frage 33. Auf welchen Sätzen beruht 
die Einrichtung und der Gebrauch 
einer trigonometrischen Tafel? 



Erkl. 198. Nach dem nebenstehend unter 
1). erwähnten Satz brauchen in den trigono- 
metrischen Tafeln die Werte, welche den gonio- 
metrischen Funktionen für specielle negative 
Winkel zukommen, nicht aufgenommen zu 
werden, indem sich dieselben von den Werten, 
welchen gewissen positiven Winkeln zukom- 
men, nur ihrem Vorzeichen nach unter- 
scheiden. 

(Siehe die Formeln 81 bis 84 und die gelösten Auf- 
gaben 52 bif 68). 



Erkl. 199. Nach dem nebenstehend unter 
2). erwähnten Satz brauchen in den trigono- 
metrischen Tafeln die Werte, welche den gonio- 
metrischen Funktionen für specielle stumpfe 
und überstumpfe Winkel zukommen, nicht 
aufgenommen zu werden, indem sich die- 
selben von den Werten, welchen gewissen 
spitzen Winkeln zukommen, nur ihrem Vor- 
zeichen nach unterscheiden. 

(Siebe die Formeln 17 bis 80 d und die gelösten Auf- 
gaben 18 bie 81.) 



ErkX 200. Nach dem nebenstehend unter 
8). erwähnten Satz brauchen in den trigono- 
metrischen Tafeln die Werte, welche den gonio- 
metrischen Funktionen solcher Winkel zukom- 
men, die zwisohen 45° und 90* liegen, nicht 
mehr besonders aufgenommen zu werden, indem 
die Werte, welche den Funktionen Sinus, 
Tangens, Kotangens and Kosinus für 
Winkel von 0° bis 45° zukommen, zugleich auch 
die Werte sind, welche bezw. den Funktionen 
Kosinus, Kotangens, Tangens und Sinus 
für Winkel von 45° bis 90° sind. 

- (Siehe die Formeln 10 bi« 16 o und die gelölten Auf- 
gaben 8 big 11 und die Erkl. 801). 



Antwort. Die Einrichtung und der 
Gebrauch einer trigonometrischen Tafel 
beruht auf folgenden Sätzen: 

1). Jede Funktion eines negativen 
Winkels kann mittels der Formeln 31 
bis 34 in die entsprechende Funktion 
eines positiven Winkels ausge- 
drückt werden (siehe die gelösten 
Aufgaben 52—63 und die Erkl. 198.) 

2). Jede Funktion eines positiven 
Winkels, welcher stumpf oder 
überstumpf, überhaupt grösser 
als 90°, grösser als R ist, kann 
mittels der Formeln 17 bis 30 d in 
die entsprechende Funktion eines 
spitzen Winkels, d. i. eines Win- 
kels, der kleiner als 90° ist, aus- 
gedrückt werden (siehe die gelösten 
Aufgaben 12 bis 31 und die Erkl. 199). 

3). Jede Hauptfunktion, bezw, jede 
Kofunktion eines spitzen Win- 
kels, welcher zwischen 45° und 90° 
liegt, kann mittels der Formeln 16 
bis 16e in die Kofunktion, bezw. 
in die Hauptfunktion eines 
.Winkels ausgedrückt werden, der 
zwischen 0° und 45° liegt (siehe die 
gelösten Aufgaben 8 bis 11 und die 
Erkl. 200 und 201). 

4). Die Werte der goniometrischen Funk- 
tionen für specielle Winkel sind, 
ausgenommen der Grenzwerte 
(siehe Antwort der Frage 18) und 
ausgenommen einer sehr ge- 
ringen Anzahl von Werten, sog. 
Irrationalzahlen, welche somit 
nur bis auf eine bestimmte Anzahl 
von Decimalstellen genau berechnet 
werden können (siehe Erkl. 164). 
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JErkl. 201. Nach dem was in der Erkl. 200 
gesagt ist beruht die Einrichtung der trigono- 
metrischen Tafeln, dass in der vordersten 
Hauptvertikalkolomne die in gewissen Intervallen 
aufeinanderfolgenden Winkel von 0° bis 45° 
verzeichnet sind, dass in den darauffolgenden 
Hanptvertikalkolumnen, welche am Kopfe die 
Namen: Sinns, Tangens, Kotangens und Kosinus 
tragen, die Werte dieser Funktionen, welche 
jenen Winkeln zukommen, verzeichnet sind; dass 
ferner in der hintersten Hauptvertikalkolumne 
die Winkel verzeichnet sind, welche die vor- 
deren, in derselben Horizontalreihe ste- 
henden Winkel zu 90° ergänzen, und dass end- 
lich die Hanptvertikalkolumnen, welche am 
Kopfe der Reihe nach die Namen: Sinus, 
Tangens, Kotangens und Kosinus tragen, am 
FusBe der Reihe nach die Namen: Kosinus, 
Kotangens, Tangens und Sinus tragen. Bei 
dem Gebrauch einer trigonometrischen Tafel 
ist hiernach darauf zu achten, dass sich die 
am Kopfe stehenden Funktionen auf die in 
der vordersten Vertikalkolumne stehenden 
Winkel, und die am Fusse stehenden Funk- 
tionen auf die in der hintersten Vertikal- 
kolumne stehenden Winkel beziehen. 

Erkl. 202. Nach dem nebenstehenden Satze 
5). werden Tafeln angefertigt, welche die Werte 
der goniometrischen Funktionen bezw. bis auf 
4, 5, 6 . . . und mehr Decimalen genau enthal- 
ten. Die gewöhnlich gebräuchlichen trigono- 
metrischen Tafeln sind 4- oder 5ßt ellige 
Tafeln, d. s. Tafeln, welche die Werte der 
goniometrischen Funktionen bis auf 4 oder 5 
Decimalen genau enthalten (siehe Erkl. 196). 

Erkl. 203. Berechnet man z. B. den Sinus 
der Winkel von 1", 10", 20", 30", 40", 50" 
und 1' je bis auf 6 Decimalen genau, so wird 
man die folgenden Werte finden: 



sinl" = 0,000005 | 
sin 10"= 0,000048! 
sin 20" = 0,000097] 
sin 80"= 0,000145 ! 
Bin 40"= 0,000194J 
sin 50" = 0,000242 j 
sin 60" = 0,000291 ' 



Diff.: 



43 
49 
48 

49 
48 
49 



Bildet man nunmehr, wie vorstehend ge- 
schehen ist, die Differenzen der aufeinander- 
folgenden Werte, so findet man, dass dieselben 
durchschnittlich einander gleich sind und 48 bis 
49 Millonstel betragen. L&sst man also hier- 
nach z. B. den Winkel von 10" um 1. 10, 2.10, 
3.10... Sekunden sich ändern, nämlich für 
das Beispiel zunehmen, so wird sich auch 
der Wert der Funktion Sinus jenes Winkels von 
10" bezw. um 1.48, 2.48, 3.48... oder was 
keinen grossen Unterschied macht, um 1.49, 
2.49, 3.49... Millonstel andern. Aus die- 

Gosiometrle (Winfcelmettungslelire). 



5). Je nachdem eine trigonometrische 
Tafel zu mehr oder- weniger ge- 
nauen Berechnungen dienen soll, 
muss dieselbe dementsprechend die 
Werte der goniometrischen Funk- 
tionen bis auf eine ganz bestimmte 
Anzahl von Decimalen genau ent- 
halten (siehe Erkl. 202). 

6). Findet mit der Aenderung eines 
Winkels nur eine sehr kleine 
Aenderung des bis auf eine be- 
stimmte Anzahl von Decimalen genau 
berechneten Wertes einer Funk- 
tion jenes Winkels statt, so darf 
man, ohne einen merklichen 
Fehler zu begehen, annehmen, 
dass die Aenderung des Wertes der 
betreffenden Funktion proportio- 
nal der Aenderung jenes Winkels 
ist (siehe die Erkl. 203—205), und 
umgekehrt. 

7). Findet mit der Aenderung des 
bis auf eine bestimmte Anzahl 
von Decimalen berechneten 
Wertes einer goniometr. Funktion 
nur eine sehr kleine Aenderung 
des Winkels statt, auf welchen sich 
dieser Wert bezieht, so darf man, 
ohne einen merklichen Fehler 
zu begehen, annehmen, dass die 
Aenderung dieses Winkels propor- 
tional der Aenderung jenes Werts 
der Funktion ist (siehe die Erkl. 203 
bis 205). 

8). Wächst ein spitzer Winkel, so 
wachsen auch die auf jenen Winkel 
Bezug habenden Werte der Funk- 
tionen Sinus und Tangens; die 
betreffenden Werte der Funktionen 
Kosinus und Kotangens neh- 
men hingegen ab; 
oder: 

Nimmt ein spitzer Winkel ab, 
so nehmen auch die auf jenen 
Winkel Bezug habenden Werte der 
Funktionen Sinus und Tangens 
ab; die betreffenden Werte der 
Funktionen Kosinus und Tangens 
hingegen nehmen zu und umge- 
kehrt (siehe Antwort* der Frage 18 
und die Erkl. 206). 

15 
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gern und ähnlichen Beispielen wurde der 
empirische Satz abgeleitet, dass wenn bei 
einer kleinen Aenderung eines Wiukels 
sich auch der bis auf eine gewisse 
Anzahl von Decimalen berechnete Wert 
einer Funktion dieses Winkels nur um 
ein geringes ändert, man annehmen 
darf, dass letztere Aenderung propor- 
tional der Aenderung jenes Winkels iBt 
und umgekehrt. (Siehe die Erkl. 204 u. 205.) 

ErkL 204. Von dem nebenstehenden Satze 
6) macht man dann Gebrauch, wenn man 
mittels einer trigonometrischen Tafel die 
Werte einer Funktion eines solchen Winkels 
bestimmen will , der nicht mehr direkt in 
der zu benutzenden Tafel enthalten ist und 
/.wischen zweien in der Tafel enthaltenen Win- 
keln liegt. 

(Siehe Kleyexi Lehrbuch der Logarithmen.) 

Erkl. 205. Von dem nebenstehenden Satze 
7)., welcher eine Umkehrung des neben- 
stehend unter 6). erwähnten Satzes ist, macht 
man dann Gebrauch, wenn man mittels einer 
trigonometrischen Tafel den Winkel bestim- 
men soll, welcher zu einem solchen Wert einer 
goniometr. Funktion gehört, der nicht genau 
in der zu benutzenden Tafel enthalten ist. 

(Siehe Kleyere Lehrbuch der Logarithmen.) 

Erkl. 206. Von den nebenstehenden Sätzen 
8). und 9). muss man Gebrauch machen, wenn 
man mittels einer trigonometrischen Tafel die 
Werte der Funktionen Sinus, Tangens, Ko- 
sinus und Kotangens für solche gegebene 
Winkel bestimmen will, die nicht direkt in 
der zu benutzenden Tafel enthalten sind, oder 
wenn man umgekehrt zu solchen gegebe- 
nen Werten eoniometr. Funktionen die 
zugehörigen Winkel suchen will, welche nicht 
ganz genau in der zu benutzenden Tafel ent- 
halten sind. 

(Siehe Eleyere Lehrbuch der Logarithmen). 



9). Wächst der Wert, welcher einer 
Funktion für einen bestimmten 
spitzen Winkel zukommt, so wächst 
auch der zu jenem Wert gehörige 
Winkel, wenn jener Wert sich 
auf eine der Funktionen Sinus und 
Tangens bezieht, er nimmt hin- 
gegen ab, wenn jener Wert sich 
auf eine der Funktionen Kosinus 
und Kotangens bezieht; 
oder : 

Nimmt der Wert ab, welcher 
einer Funktion für einen bestimmten 
Winkel zukommt, so nimmt auch 
der zu jenem Wert gehörige Win- 
kel ab, wenn jener Wert sich auf 
eine der Funktionen Sinus und 
Tangens bezieht, er nimmt hin- 
gegen zu, wenn jener Wert sich 
auf eine der Funktionen Kosinus 
und Kotangens bezieht. (Siehe 
die Erkl. 206.) 

Ausführliches Aber die specielle Einrichtung 
und den Bpeciellen Gebrauch der trigonometr. 
Tafeln findet man in Kleyers Lehrbuch der 
Logarithmen. 



Frage 34. Auf welchen Sätzen be- 
ruht die Einrichtung und der Ge- 
brauch einer logarithmisch-trigo- 
nometrischen Tafel? 

ErkL 207. Analog wie in den trigono- 
metrischen Tafeln, zufolge der in Antwort 
der Frage 33 aufgestellten Sätze 1). bis 3). 
nur die natürlichen Werte der Funktionen 
der zwischen 0° und 45° liegenden Winkel ent- 
halten zu sein brauchen, brauchen auch in den 
logarithmisch-trigonometrischen Tafeln 
nur die Logarithmen der Werte der gonio- 
metrischen Funktionen von zwischen 0° und 
45° liegender Winkel aufgenommen zu werden. 
(Siehe die Erkl. 198—201.) 



Antwort. Die Einrichtung und. der 
Gebrauch einer logarithmisch-trigo- 
nometrischen Tafel beruht, da sie die 
Logarithmen solcher Zahlen (meistens 
solcher Irrationalzahlen, bezw. solcher 
bis auf eine bestimmte Anzahl von De- 
cimalen berechneter Decimalbrüche) ent- 
hält, welche die Werte (Näherungswerte) 
der goniometrischen Funktionen specia- 
ler, in gcwisseü Intervallen aufeinander- 
folgender Winkel darstellen, wie die 
der trigonometrischen Tafeln zunächst 
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Exkl. 208. Nach dem nebenstehenden Satze 
2). werden 4-, 5-, 6-, 7- und mehrstellige 
logarithmisch - trigonometrische Tafeln ange- 
fertigt, d. s. Tafeln, welche die Logarithmen 
der natürlichen Werte der goniometrischen 
Funktionen bezw. bis auf 4 , 5, 6, 7, 10 . . . 
Decimalen genau enthalten. 

Erkl. 209. Nach dem nebenstehenden Satze 
3). sind die Logarithmen sämtlicher Werte der 
Funktionen Sinus und Kosinus und einer gros- 
sen Anzahl von Werten der Funktionen Tan- 
gens und Kotangens negativ (siehe Erkl. 210). 
Um in den logarithm.-trigonometr. Tafeln sol- 
che negative Logarithmen zu vermeiden, 
sind in denselbeu jene Logarithmen (gewöhn- 
lich sämtliche Logarithmen) um 10 Ein- 
heiten grösser angegeben als ihr wahrer 
Wert ist. 

Bei dem Gebrauch einer log.-trig. Tafel hat 
man deshalb in dem Falle, in welchem man 
aus dieser Tafel den Logarithmus einer Funk- 
tion für einen gegebenen Winkel entneh- 
men will, von dem in der Tafel enthaltenen 
Wert 10 ganze Einheiten zu subtrahie- 
ren, um jenen Logarithmus zu erhalten; in 
dem Falle hingegen, in welchem man für den 
gegebenen Logarithmus des Winkels einer 
Funktion den zugehörigen Winkel aus jener 
Tafel entnehmen will , muss man zu jenem 
Logarithmus 10 ganze Einheiten addie- 
ren, um den entsprechenden Wert in jener 
Tafel finden zu können. 

(Sieho Kleyers Lehrbuoh dar Logarithmen.) 

Erkl. 210. Wie in Antwort der Frage 18 
gezeigt, liegen die Werte der Funktionen Sinus 
und Kosinus aller nur denkbarer Winkel zwi- 
schen den Grenzen -\- 1 und — 1, können also 
nur echte Brüche sein; ferner liegen nach 
jener Antwort die Werte der Funktionen Tan- 
gens und Kotangens aller nur denkbarer Win- 
kel zwischen den Grenzen + °° una " — °°> kön- 
nen somit sowohl echte Brüche, als auch ge- 
mischte Brüche, oder beliebige Zahlen sein. 

Erkl. 211. Von dem nebenstehenden Satze 
4). macht man dann Gebrauch, wenn man 
mittels einer logarithm.-trigonometr. Tafel den 
Logarithmus des natürlichen Wertes einer 
Funktion für einen solchen Winkel bestimmen 
will, der nicht mehr direkt in der zu benutzen- 
den Tafel enthalten ist und zwischen zweien 
in dieser Tafel enthaltenen Winkeln liegt. 

(Siebe Kleyers Lehrbuch der Logarithmen.) 

ErkL 212. Von dem nebenstehenden Satze 
5). , welcher eine Umkehrung des neben- 
stehenden Satzes 4). ist, macht man dann Ge- 
brauch, wenn man mittels einer logarithm.- 
trigonometr. Tafel den Winkel bestimmen 
will, welcher einem solchen Logarithmus eines 
Funktionswert es entspricht, der nicht mehr 



auf den in voriger Antwort angeführten 
Sätzen. 1). bis 3). (siehe Erkl. 207) und 
6). bis 9).; ferner beruht aber auch 
die Einrichtung einer logarithmisch- 
tfigonometrischen Tafel auf folgen- 
den Sätzen aus der Lehre von den 
Logarithmen (siehe Kleyers Lehrbuch 
der Logarithmen): 
1). Jeder Briggs sehe Logarithmus ist* 
ausgenommen der Potenzen von 10, 
ein unendlicher Decimalbruch 
(eine Irrationalzahl), dessen Wert 
somit nur bis auf eine bestimmte 
Anzahl von Decimalen genau 
berechnet werden kann. 
2). Je nachdem eine logarithmisch- 
trigonometrische Tafel zu mehr 
oder weniger genauen Berech- 
nungen benutzt werden soll, muss 
dieselbe die Logarithmen der na- 
türlichen Werte der goniometrischen 
Funktionen bis auf eine ganz 
bestimmte Anzahl von De- 
cimalen genau enthalten (siehe 
Erkl. 208). 
3). Der Logarithmus eines echten 
Bruches ist stets negativ (siehe 
Erkl. 209). 
4). Findet mit der Aenderung einer 
Zahl, oder mit der Aenderung des 
natürlichen Wertes einer Funktion 
nur eine sehr kleine Aenderung 
des bis auf eine gewisse Anzahl von 
Decimalen berechneten zugehöri- 
gen Logarithmus statt, so darf 
man, ohne einen merklichen 
Fehler zu begehen, annehmen, 
dass die Aenderung des Logarith- 
mus proportional der Aenderung 
jener Zahl, bezw. proportional der 
Aenderung jenes Funktionswertes, 
und somit auch, nach dem in vori- 
ger Antwort unter 6). aufgestellten 
Satz, proportional der Aenderung 
des Winkels ist, auf welchen sich 
der Wert jener Funktion bezieht, 
und umgekehrt: 
5). Findet mit der Aenderung eines 
bis auf eine bestimmte Anzahl von 
Decimalen berechneten Logarith- 
mus nur eine sehr kleine Aende- 
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direkt in der zu benatzenden Tafel enthalten 
ist und zwischen den in der Tafel enthaltenen 
Logarithmen liegt. 

(Siehe Kleyert Lehrbuch der Logarithmen.) 

Erkl. 213. Von den nebenstehenden S&tzen 
6). und 7). mnss man, in Verbindung mit den 
in Antw. der Frage 83 erwähnten S&tzen 8). und 
9j. Gebrauch machen, wenn man mittels einer 
log.-trig. Tafel die Logarithmen der Werte der 
Funktionen Sinus, Tangens, Kosinus und Ko- 
tangens für solche gegebene Winkel bestim- 
men will, die nicht direkt in der zu benutzen- 
den Tafel enthalten sind, oder wenn man um- 
gekehrt zu solchen gegebenen Logarith- 
men goniometr. Funktionen die zugehörigen 
Winkel suchen will , die nicht ganz genau in 
der zu benutzenden Tafel enthalten sind. 

(Siehe Kleyera Lehrbuch der Logarithmen.) 

Erkl. 214. Was die Genauigkeit solcher 
Berechnungen anbetrifft, die man mittels An- 
wendung trigonometrischer und logarithmisch- 
trigonometrischer Tafeln ausführt, bezw. aus- 
führen kann, so sei hier bemerkt, dass die- 
selbe im allgemeinen abhängig ist von der 
Genauigkeit jener zu benutzenden Tafeln, in- 
dem jene Genauigkeit im allgemeinen eine um 
so grössere wird, je mehr-stellig die bei der 
Berechnung benutzten Tafeln sind. 

Zu den gewöhnlichen Berechnungen benutzt 
man meistens nur 5-stelüge Tafeln, indem die 
mit solchen Tafeln zu erreichende Genauigkeit 
den betreffenden Zwecken genügt. 

(Siehe Kleyers Lehrbuch der Logarithmen.) 



ruDg der zugehörigen Zahl, bezw. 
des zugehörigen natürlichen 
Wertes einer Funktion statt, 
so darf man, ohne einen merk- 
lichen Fehler zu begehen, an- 
nehmen, dass die Aenderung dieser 
Zahl, bezw. dieses Funktionswertes 
oder, nach dem in voriger Antwort 
unter 7). aufgestellten Satz, die Aen- 
derung des zu jenem Funktionswert 
gehörigen Winkels, proportio- 
nal der Aenderung jenes Logarith- 
mus ist (siehe die Erkl. 211 u. 212). 

6). Wächst eine Zahl (Numerus), so 
wächst auch der zu ihr gehörige 
Logarithmus; nimmt eine Zahl ab, 
so nimmt auch der zugehörige Lo- 
garithmus ab (siehe die Erkl. 213) 
und umgekehrt: 

7). Wächst ein Logarithmus, so wächst 
auch die zu jenem Logarithmus 
gehörige Zahl; nimmt er hingegen 
ab, so nimmt auch die zugehörige 
Zahl (der Numerus) ab (siehe die 
Erkl. 213). 

Ausführliches über die specielle Einrichtung 
und den speciellen Gebrauch der logarithm.- 
trigonometr. Tafeln findet man in Kleyers 
Lehrbuch der Logarithmen. 



25). Uefoer die goniometrischen oder trigonometrischen 
Bestimmungsgleichungen. 

A. lieber die goniometrischen Bestimmungsgleichungen im allgemeinen. 



Frage 35. Was versteht man unter einer 
goniometrischen oder trigonometri- 
schen Bestimmungsgleichung? 

Erkl. 215. Ueber den Begriff der Bestim- 
mungsgleicbungen, der analytischen, identischen 
Gleichungen etc. findet man ausführliches in 
Kleyers Lehrb. der Gleichungen des 1. Grades 
mit einer Unbekannten. 

Erkl. 216. Die goniometrischen Gleichungen 
gehören zu den sogenannten transcendenten 
Gleichungen, d. b. alle diejenigen ßestimmungB- 
gleichungen, in welchen nicht wie bei den 
sog. algebraischen Gleichungen die Unbekannte 
als Summand, Faktor, Divisor oder Dividend, 
als Basis einer Potenz oder Badikand einer 
Wurzel vorkommt. 

(Siehe Kleyers Lehrbuch der Gleichungen des 1. Gra- 
dei mit einer Unbekannten.) 



Antwort. Unter einergoniometrischen 
oder trigonometrischen Bestimmungs- 
gleichung versteht man eine solche Glei- 
chung, in welcher goniometrische Funktio- 
nen eines solchen Winkels vorkommen« wel- 
cher die Unbekannte der Gleichung ist. 

Bezeichnet z. B. x einen unbekannten 
Winkel (Bogen), dessen Wert noch ao be- 
stimmt werden soll, dass wenn die Tangens 
und der Sinus dieses Winkels in die Gleichung: 

2tg« = 8 + x.sinx 
substituiert werden, diese Gleichung zu einer 
analytischen oder identischen Gleichung 
wird, so nennt man diese Gleichung eine go- 
niometrische oder auch trigonometri- 
sche Bestimmungsgleichung. (Siehe die 
Erkl. 215—217.) 



Ueber die goniometrischen oder trigonometrischen Bestimmungsgleichungen. 
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Erkl. 217. Wie man bei den algebra- 
ischen Bestimmungsgleichungen Gleichungen 
mit 1, 2, 3 und mehreren Unbekannten und 
zwar bezw. vom 1., 2. und höheren Grad unter- 
scheidet, so kann man auch bei den gonio- 
metrischen Gleichungen Gleichungen mit 1, 
2, 3 und mehreren Unbekannten und zwar 
bezw. vom 1., 2. und höheren Grad unter- 
scheiden. 



Frage 36. Worin besteht das Auflösen 
einer goniometrischen Gleichung? 

Erkl. 218. Kommen, wie nebenstehend unter 
b). erwähnt, in einer goniometrischen Gleichung 
verschiedene Funktionen des unbekannten 
Winkels vor, so hat man eigentlich eine Glei- 
chung mit mehreren Unbekannten, indem 
jede Funktion des unbekannten Winkels selbst 
wieder eine Unbekannte ist. Die weiteren Be- 
stimmungsgleichungen, welche zur Auflösung 
einer solchen Gleichung in bezug auf eine 
einzige Funktion des unbekannten Winkels 
erforderlich sind, liefern die bekannten gonio- 
metrischen Formeln. 

Hat man z. B. die gonioraetrische Gleichung: 

a). . . 2 sin x = 5 + cos x 
so enthält diese Gleichung zunächst die beiden 
Unbekannten: 

sin x und cos x 

Soll diese Gleichung a). in bezug auf sin x 
oder cos x aufgelöst werden, so ist eine weitere 
Bestimmungsgleichung erforderlich, als welche 
man noch die Formel 13: 

b). . . . sin 2 « + cob 2 ä = 1 
wählen kann. (Siehe die gelösten Aufgaben im 
nachfolgenden Abschnitt.) 

Erkl. 219. Zu der in nebenstehender Ant- 
wort unter b). erwähnten Umformung einer 
Gleichung lassen sich bestimmte Regeln nicht 
angeben. 

Diese Umformungen erfordern eine gewisse 
Uebung und eine gute Kenntnis aller möglichen 
goniometrischen Hülfsformeln, indem man auch 
besonders darauf zu achten hat, dass man auf 
keine höheren Gleichungen und auf keine zu 
komplizierten Gleichungen kommt, und dass 
man ferner auch für die betreffende Funktion 
des unbekannten Winkels einen solchen Aus- 
druck erhält, welcher sich mittels Logarithmen 
bequem berechnen lässt (siehe Abschnitt 26). 

Im allgemeinen beachte man, dass es ganz 
gleichgültig ist, auf welche goniometrische 
Funktion des unbekannten Winkels x man die 
in der gegebenen Gleichung vorkommenden 
Funktionen des Winkels x zurückfahrt, und 
dass es ferner ganz gleichgültig ist, ob 
man die in der gegebenen Gleichung vorkom- 
menden Funktionen des Winkels x auf eine 
Funktion des ganzen Winkels x, oder eines 



Antwort. Das Auflösen einer gonio- 
metrischen Gleichung besteht im allgemei- 
nen in zwei Hauptabschnitten, nämlich: 

1). in der Bestimmung des Wertes 
irgend einer goniometr. Funk- 
tion des unbekannten Winkels, 
und 

2). in der Bestimmung des unbe- 
kannten Winkels selbst, welcher 
jenem Funktionswert entspricht, 
mittels einer trigonometrischen 
oder einer log.-trig. Tafel. 

Was die unter 1). erwähnte Bestimmung 
des Wertes irgend einer Funktion des un- 
bekannten Winkels anbetrifft, so beachte 
man im allgemeinen folgendes: 

a). Ist in der aufzulösenden goniometr. 
Gleichung nur eine und dieselbe Funk- 
tion des unbekannten Winkels enthalten, 
so betrachte man diese Funktion zunächst 
als Unbekannte und löse die Gleichung 
nach den algebraischen Regeln, nach 
welchen algebraische Bestimmungsglei- 
chungen überhaupt aufgelöst werden, in 
bezug auf jene Funktion auf; 

b). sind in der betreffenden goniometr. 
Qleichung verschiedene Funktionen 
des unbekannten Winkels enthalten, so 
forme man die Gleichung mittels An- 
wendung bekannter goniometr. Formeln 
so um, dass in derselben nur eine und 
dieselbe Funktion jenes unbekannten 
Winkels vorkommt, und verfahre dann 
weiter wie unter a). angegeben ist (siehe 
auch die Erkl 218 u. 219). 

Was die unter 2). erwähnte Bestimmung 
des unbekannten Winkels selbst anbe- 
trifft, so kann man im allgemeinen folgen- 
des beachten: 

c). Erhält man nach dem unter a). 
oder b). angegebenen Verfahren für eine 
Funktion des unbekannten Winkels einen 
allgemeinen Wert, d. i. einen in Buch- 
staben ausgedrückten Wert, 60 ist die 
Bestimmung des unbekannten Winkels, 
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Vielfachen (2ar, 3s), oder eines Bruchteils 
(j\ des Winkels «, oder auf eine Funktion 

eines solchen Winkels zurückführt, welche 
von dem Winkel x um einen bestimmten Win- 
kel a (oder 45° etc.) verschieden, welcher z. B. 
= (« + «) oder = (* — «) oder = (£ + 45°) 
oder = (« — 45°) etc. ist. (Siehe z. B. die ge- 
lösten Aufgaben 250, 252—255, 258, 259 u.a.m.) 

Erkl. 220. Die goniometrischen Gleichungen 
können, wie die transcendenten Gleichungen 
überhaupt, nur vollständig aufgelöst werden, 
wenn sie numerisch sind, d. h. wenn man 
für den Wert einer Funktion des unbekannten 
Winkels einen Zahlen wert erhält, indem die 
Bestimmung des gesuchten Winkels mittels der 
trigonometr. oder der log.-trigonometr. Tafeln 
stattfindet (Siehe ErkL 221.) 

Erkl. 221. Da die Bestimmung der Winkel, 
welche gegebenen Funktionswerten entsprechen, 
mittels einer trigonometr. oder log.-trigonometr. 
Tafel in den weitaus meisten Fällen nur bis 
auf eine gewisse Anzahl von Minuten 
oder Sekunden genau erfolgen kann und 
abhängig ist von der Tafel, welche man jener 
Bestimmung zu Grunde legt, so sind die Werte, 
welche sich für den gesuchten Winkel ergeben, 
nur Näherungswerte, und demnach lassen 
sich die meisten goniometrischen Gleichungen, 
wie fast alle transcendenten Gleichungen, selbst 
wenn sie numerisch sind, nur näherungsweise 
auflösen. 

Erkl. 222. In den Abschnitten 11). und 12). 
wurde gezeigt, dass alle goniometr. Funktionen 
mehrdeutig und periodisch sind, dass 
nämlich nach den Formeln 16 — 28 jedem Wert 
einer goniometr. Funktion zwei positive 
zwischen 0° und 860° liegende Winkel 
entsprechen, dass ferner nach jenen Formeln 
und den Formeln 31 — 84 jedem Wert einer 
goniometr. Funktion auch negative Winkel 
entsprechen, und dass schliesslich nach» den 
Formeln 30a — SOd jedem Wert einer gonio- 
metrischen Funktion unzählig viele Winkel 
entsprechen, die bezw. um 1.860°, 2.860°... 
n.860° verschieden sind, dass also die go- 
niometrischen Funktionen periodisch sind. 

Erkl. 223. Nach dem was in der Erkl. 222 
gesagt ist, lässt jede goniometrische Gleichung, 
wie die transcendenten Gleichungen Oberhaupt, 
im allgemeinen unzählig viele Werte (Wur- 
zeln) zu, welche nur solchen Gleichungen ge- 
nügen. Bei der Auflösung goniometr. Gleichun- 
gen bleiben gewöhnlich die Werte, welche dem 
unbekannten Winkel entsprechen, aber grösser 
als 860° oder auch negativ sind, unberück- 
sichtigt, und werden nur die zwei enteren po- 
sitiven Winkel, die sog. Hauptwerte, berech- 
net, ausgenommen in denjenigen Fällen, wo dies 
durch die Aufgabe direkt anders bedingt ist. 

Im übrigen siehe man die gelösten numerischen Auf- 
gaben im nachfolgenden Abschnitt. ' 



ausgenommen bei den anter d). sage» 
«führten Fällen, nicht möglich. 

d). Ergibt sich nach dem unter a). 
und b). angegebenen Verfahren, dass 
eine Funktion des unbekannten Winkels 
gleich einer Funktion eines andern Win- 
kels ist, so kann man oft durch Yer- 
nunft88chluss jenen unbekannten Winkel 
in den letzteren ausdrücken. (Siehe Ab- 
schnitt £.) 

e). Erhält man nach dem unter a). 
und b). angegebenen Verfahren für eine 
Funktion des unbekannten Winkels einen 
Zahlenwert, so suche man in einer 
trigonometr. Tafel diesen Zahlenwert, 
welcher jener Funktion entspricht, und 
entnehme dieser Tafel den zugehörigen 
Winkel, welcher der gesuchte Winkel 
ist; oder was häufiger geschieht, man 
bestimme mittels Anwendung der Loga- 
rithmen, bezw. mittels Benutzung einer 
logarithm.- trigonometr. Tafel in ähn- 
licher Weise jenen unbekannten Winkel. 
Dann untersuche man, ob der auf diese 
Weisen einer Tafel entnommene posi- 
tive spitze Winkel oder ein andrer, 
ein stumpfer, überstumpfer oder 
auch negativer Winkel, der mit jenem 
positiven spitzen Winkel entsprechen- 
de gleiche Funktionswerte hat, der 
Gleichung genügt. (Siehe die Erkl. 220 
bis 223.) 
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B. Aufgaben über solche numerische goniometrische Gleichungen, in welchen je nur 
eine Funktion eines unbekannten Winkels enthalten ist. 

a). Gelöste Aufgaben. 



Aufgabe 244. Man soll die Hauptwerte 
für x berechnen, welche der goniometrischen 
Gleicbnng: 



sin x = 



genügen. 



_8_ 
15 



Erkl. 224. Wie bereits in der Erkl. 209 
erwähnt, sind in den log.-trig. Tafeln keine 
negativen Logarithmen enthalten und die 
Logarithmen aller Funktionen um 10 Einhei- 
ten grösser angegeben als ihr wahrer Wert 
ist; um deshalb den 

log Bin x = — 0,2780013 
in einer log.-trig. Tafel finden zu können, 
müssen diesem Logarithmus 10 Einheiten Tor- 
her zuaddiert werden. Diese 10 Einheiten 
schreibt man als negative Kennziffer jenem 
Logarithmus rechts bei, um die Richtigkeit 
der Gleichung nicht zu stören. 



Erkl. 225. Ueber den Gebrauch der Loga- 
rithmen und der logaritbm.- trigonometrischen 
Tafeln, insbesondere über die Bestimmung der 
sogen. Partes proportionales findet man 
ausführliches in Kleyers Lehrbuch der Loga- 
rithmen. (Siehe auch die Abschnitte 23). u. 24). 



Erkl. 226. Ist der Sinus eines Winkels po- 
sitiv, wie in der durch die Aufgabe 244 ge- 
gebenen Gleichung, so ist nach Antwort der 
Frage 12 dieser Winkel, abgesehen von sol- 
chen Winkeln, die grösser als 360° oder ne- 
gativ sind (siehe Erkl. 222 u. 223), ein im 1. 
oder ein im 2. Quadranten liegender Winkel. 

Berücksichtigt man nunmehr, dass wenn a 
ein spitzer, ein im 1. Quadranten liegender 
Winkel bedeutet, zwischen dem Sinus dieses 
Winkels a und dem Sinus des im 2. Quadran- 
ten liegenden Winkels (2E — a) nach der For- 
mel 17 die Relation besteht: 

sin (22? — oc) = sin a 
so ergibt sich hieraus, dass wenn der Sinus 
eines Winkels positiv ist, dies der Sinus 
eines spitzen (im 1. Quadranten liegenden) 
Winkels a oder des im 2. Quadranten liegenden 
Winkels (2R— a) ist. 



Auflösung. Die gegebene goniometrische 
Gleichung ist bereits nach einer Funktion 
des unbekannten Winkels x aufgelöst. Es 
bleibt also nur noch übrig, diesen Winkel x 
mittels einer trigonometrischen oder einer 
logarithm.-trigonometr. Tafel zu bestimmen. 

Will man den Winkel x mittels einer 
trigonometr. Tafel bestimmen, so hat man 

nur den Wert yg- der Funktion sin x in 

einen Decimalbruch zu verwandeln, letzte- 
ren in jener Tafel unter den Sinus aufzu- 
suchen und den entsprechenden Winkel der 
Tafel zu entnehmen. (Siehe die Abschnitte 
23). und 24).) 

Gewöhnlich bedient man sich jedoch zur 
Bestimmung des Winkels x nicht der tri- 
gonometrischen, sondern der log.-trig. Tafeln 
und verfährt wie folgt: 

Logarithmiert man die gegebene Gleichung, 
so erhält man: 

log sin & = log 8 — log 15 
Nun ist: 

log 8 = 0,9030900 

— log 15 =—1,1760913 

log sin x = —0,2730013 
oder: 

log sin x = +10— 0,2730013-10 (t.Erki.224) 
mithin: 

log sin x = 9,7269987-10 (•.Erki.225) 

9940 
47 
38,3 
13,7" 

und hiernach erhält man: 13,s 
x = 32° 13' 50* 

+ 4« (siehe Erkl. 225) 

oder: x = 32° 13' 51,4* 

Nach der Erkl. 226 ist also der eine Haupt- 
wert des gesuchten Winkels x: 

A). . . . x t = 32° 13' 51,4- 

und der andre Hauptwert dieses Winkels x: 



oder : 
B). 



x % = (2R—x l ) = 180°-32°13'51,4" 
. . x 2 = 147° 46' 8,6* 
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1 



Aufgabe 245. Man soll die Hauptwerte 
für x berechnen, welche der goniometrischen 
Gleichung: 13 

COS X = -gjr 

genügen. 

Erkl. 227. Anstatt z. B. die durch 
log 13 = 1,1139434 
— log 85 = — 1,9294189 

angedeutete Addition entgegengesetzter 
Grössen, welche ein negatives Resultat, 
einen negativen Logarithmus der goniometr. 
Funktion sin«, nämlich: 

log sin x = log 13 — log 85 = —0,8154755 
ergeben würde, erst auszuführen und 
dann nach der Erkl. 224 diesem Logarithmus 
10 positive Einheiten zuzuaddieren (wie es 
z. B. in der Auflösung der vorigen Aufgabe 
geschehen ist), wonach man erhielte: 
log sin x = logl3-log85 = +10-0,8154755-10 

= 9,1845245 — 10 
kann man auch dem kleineren jener entgegen- 
gesetzten Logarithmen, nämlich 1,1139434 zu- 
erst lOpositive und 10 negative Einheiten zu- 
addieren, angedeutet durch: 

(+10) (-10) 

1,1139484 
und dann, wie in nebenstehender Auflösung 
geschehen ist, die Addition jener entgegenge- 
setzten Logarithmen vornehmen, wonach man 
für den Logarithmus der Funktion Sinus x 
ebenfalls erhält: 

log sin« = 9,1845245—10 

Erkl. 228. Nach dem in Antw. d. Frage 33 
angegebenen Satz 9). u. den in Antw. d. Frage 34 
angegebenen Sätzen 4). bis 7). müssen bei dem 
Kosinus, desgleichen bei der Kotangens 
die durch die Partes proportionales be- 
stimmten Sekundenteile subtrahiert werden. 

(8i©hc Kleyert Lehrbnoh d«r Logarithmen and den 
Abschnitt 24.) 

Erkl. 229. Ist der Kosinus eines Winkels 
positiv, wie in der durch die Aufgabe ge- 
gebene Gleichung, so ist nach Antwort der 
Frage 12 dieser Winkel, abgesehen von sol- 
chen Winkeln, die grösser als 360° oder ne- 
gativ sind (siehe Erkl. 222 und 223) ein im 
1. Quadranten oder ein im 4. Quadranten 
liegender Winkel. 

Berücksichtigt man nunmehr, dass wenn a 
ein spitzer, ein im l. Quadranten liegender 
Winkel bedeutet, zwischen dem Kosinus dieses 
Winkels a und dem Kosinus des im 4. Qua- 
dranten liegenden Winkels (4 B — a) nach der 
Formel 22 die Relation besteht: 

COS (422 — a) — COS ft 

so ergibt sich hieraus, dass wenn der Kosinus 
eines Winkels positiv ist, dies der Kosinus 
eines spitzen (im 1. Quadranten liegenden) 
Winkels a oder des im 4. Quadranten liegen- 
den Winkels (4E — a) ist. 



Auflösung. Analog der Auflösung der 
vorigen Aufgabe erhält man durch Loga- 
rithmierung der gegebenen Gleichung: 

log cos x = log 13 — log 85 
Nun ist: 

(+10) (-10) 

log 13 = 1,1139434 (tiehe Erklär) 

— log 85 = —1,9294189 
oder: log cos« == 9,1845245—10 

5152 

93 

00 



und hiernach erhält man: 
x = 81° 12' 10- 



93 

05,2 



~JJ" 7 « (tiAe Erkl. 228) 



oder: * = 81° 12' 9,3- 

Nach der Erkl. 229 ist also der eine Haupt- 
wert des gesuchten Winkels x: 

A). . . . x t = 81° 12' 9,8- 

und der andre Hauptwert dieses Winkels x: 

x 2 = (42* — x t ) = 360»— 81° 12' 9,3- 
oder: 
B). . . . x 2 = 278° 47' 50,7- 
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Aufgabe 246. Man soll die Hauptwerte 
für x bestimmen, welche der goniometrischen 
Gleichung: 05 



genügen. 



t«r* = - T2 - 



Erkl. 230. Mittels Anwendung der Loga- 
rithmen erhält man aus der nebenstehenden 
Gleichung a) : 



tg(2B— x) = 



3 A 

12 



den gesuchten Wiakel x, wie folgt: 

log tg (2E — x) = log 85 — log 12 

Kun ist: 

log 35 = 1,5440680 

— log 12 = —1,0791812 
log tg (222— x) = 0,4648868 

8780 



69,6 
19,4 
20,5 



mithin: 

22* — x = 71° 4' 30* 

oder: + ' 8 " 

1). . . 2B — x = 71°4'31,3" 

Für den gesuchten Winkel x erhält man also 
aus letzterer Gleichung: 

x = 180°— 71° 4' 31,3" 
oder: 

2;. . . . x = 108° 55' 28,7" 



Erkl. 231. Aus der nebenstehenden Glei- 
chung b).: S5 
tg(4Ä-*) = ^- 

erhält man, wie in der Erkl 230 zunächst: 

1). . . . 4Ä — * = 71* 4' 31,3* 

und hieraus ergibt sich für den gesuchten 
Winkel x der Wert: 



oder: 
2). . 



x = 360«— 71° 4' 31,3" 
x = 288° 55' 28,7« 



Erkl. 232. Die in nebenstehender Auflösung 
vorgefahrte Berechnung solcher Winkel, die zu 
negativen Werten goniometrischer Funktio- 
nen gehören, wie z. B. die Berechnung der 
Hauptwerte für x 9 welche der durch die Auf- 
gabe 246 gegebenen Gleichung: 
35 



a> 



tg x = — 



12 



Auflösung. Die gegebene goniometrische 
Gleichung ist bereits nach einer Funktion 
des unbekannten Winkels x aufgelöst, es 
bleibt also nur noch übrig, diesen Winkel x 
mittels einer trigonometrischen oder einer 
logarithm.-trigonometr. Tafel zu bestimmen. 

Da nun aber in den trigonometr. Tafeln 
keine negativen Werte und in den log.- 
trigonometr. Tafeln keine Logarithmen 
negativer Zahlen enthalten sind, so kann 
man auch mittels dieser Tafeln den ge- 
suchten Winkel x nicht direkt bestimmen. 

Da nun nach der Formel 23: 
tg(212 — «) = — tg« 

in welcher a nach Erkl. 78 ein beliebiger Winkel 
sein kann 

und in Rücksicht der gegebenen goniometr. 
Gleichung 

85 > 

lT> 



tg(2fi-rr) = -tg* = -(- ~) 

aß 

12 



oder: 

a). . . tg(2B-x) = 



ist, und da ferner nach der Formel 25 : 

tg(4.R-a) = — tg* 

und in Bücksicht der gegebenen goniometr. 
Gleichung auch 

tg(4Ä-*)=-tg« = -(-■=-) 

oder: 1- 

b). . . tg(4E-*)=-ff- 

ist, so kann man mittels einer trigonometr. 
Tafel oder einer logarithm.-trigonometr. 
Tafel die den Gleichungen a). und b). für 
(2R — x) und (412— x) entsprechenden Werte 
bestimmen und dann hiernach die gesuchten 
Hauptwerte für x, berechnen. 

Nach der Erkl. 230 erhält man aus der 
Gleichung a). für den einen Hauptwert: 

A). . . ^ = 108° 55' 28,7" 

ferner erhält man nach der Erkl. 231 aus 
der Gleich, b). für x den andern Hauptwert: 

B). . . ^==288° 55' 28,7" 

(Siehe die Erkl. 282 bis 234.) 



genügen, führt man gewöhnlich auf folgende 
Weise aus: 
Man setzt statt der Gleich, a). die Gleichung : 
35 , % 
b) tg* =-j2 W 

und bestimmt, unberücksichtigt des dieser 
Gleichung in einer Klammer beigeschriebenen 
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Bachstabens n, also aus der Gleichung: 
85 

** = !* 

analog wie in den beiden vorigen Aufgaben 
gezeigt wurde, den spitzen Winkel x, und 
beachtet dann, dass das in der Klammer 
stehende n nichts andres bedeutet, als dass 
nicht dieser spitze, im 1. Quadranten lie- 
gende Winkel x, welcher dem positiven Wert 

85 

-^- entspricht, der gesuchte Winkel ist, son- 
dern dass nach der Erkl. 233 der gesuchte Win- 
kel entweder = (2Ä — x) oder = (42* — x) ist. 

(Siehe ErkL 233 n. 234.) 

Erkl. 233. Ist die Tangens eines Winkels 
negativ, wie in der durch die Aufgabe 246 
Begebenen Gleichung, so ist nach Antwort der 
Frage 12 dieser Winkel, abgesehen von sol- 
chen Winkeln, die grösser als 360° oder ne- 
gativ sind (siehe die Erkl. 222 u. 223), ein im 
2. oder ein im 4. Quadranten liegender 
Winkel. 

Berücksichtigt man nunmehr, dass wenn a 
ein spitzer, ein im 1. Quadranten liegender 
Winkel bedeutet, nach den Formeln 23 u. 25 
zwischen der Tangens dieses Winkels a und 
der Tangens des im 2. Quadranten liegenden 
Winkels (212 — a), oder der Tangens des im 
4. Quadranten liegenden Winkels (4JB — «) 
bezw. die Relation: 

a). . . . tg(222 — a) = — tg« 
oder die Relation: 
b). . . . tg(4E — «) = — tga 

besteht, dass also, wenn man für die Tangens 
jener stumpfen Winkel (2R — a) und (4B — a) 

35 

einen gegebenen Wert, z. B. den Wert — ^ 
substituiert, man die Gleichung: 
35 
-TS- -*« 

oder die Gleichung: 

35 
c). . . . tg « = -^- 

erhält, so ergibt sich hieraus, dass wenn die 
Tangens eines Winkels negativ ist, dies 
nicht der spitze, im 1. Quadranten liegende 
Winkel a ist, welcher dem positiven Wert 
der gegebenen Funktion Tangens entspricht 
(bezw. welcher der Gleich, c). genügt), sondern 
dass dies der im 2. Quadranten liegende 
Winkel (2JR — a) oder der im 4. Quadran- 
ten liegende Winkel (4Ä — «) sein muss. 



Erkl. 234. Die Berechnung der Hauptwerte, 
welche der Gleichung: 

35 
tg* = -- lT 

genügen, gestaltet sich nach der Erkl. 232 
wie folgt: 



Ueber die goniometrischen oder trigonometrischen Bestimmungsgleichungen. 235 



g x Ä T2~ ^ 
log tg x = log 35 — log 12 (n) 

Nun ist: log 35 = 1,5440680 

— log 12 = —1,0791812 



lithin : 


logtgs 


~— 


0,4648868 (n) 

8780 
88 
63,6 


X 


= 71<> 4' 31,3- 


(n) 


19,4 
20,5 



In Rücksicht des in der Klammer stehenden 
Bachstabens (n) erhält man hiermit nach den 
Erkl. 282 u. 233 für die gesuchten Hauptwerte: 

x t = 180°— 71° 4' 31,3* 



oder: 




A). . 


. Xl = 108° 55' 28,7" 


und 






x 2 = 360°— 71° 4' 31,3* 


oder: 




B). . 


. * 2 = 288° 55' 28,7- 



(Vergl. hiermit die f Ar x t und * 3 gefundenen Werte in 
nebenstehender Auflösung.) 



Aufgabe 247. Man soll die Hauptwerte 
für x bestimmen, welche der goniometrischen 
Gleichung: 



ctg sc = — 1 



genügen. 



31 

"60 



Erkl. 235* Ist die Kotangens eines Win- 
kels negativ, wie in der durch die Aufgabe 247 
fegebenen Gleichung, so ist nach Antwort der 
'rage 12 dieser Winkel, abgesehen von sol- 
chen Winkeln, die grösser als 360° oder negativ 
sind (siehe Erkl. 222 u. 228), ein im 2. oder 
ein im 4. Quadranten liegender Winkel. 

Berücksichtigt man nunmehr, dass wenn a 
ein spitzer, ein im 1. Quadranten liegender 
Winkel bedeutet, nach den Formeln 26 u. 28 
zwischen der Kotangens dieses Winkels a und 
der Kotangens des im 2. Quadranten liegenden 
Winkels (222 — «), oder der Kotangens des im 
4. Quadranten liegenden Winkels (412 — a) 
bezw. die Relation: 

a). . . . ctg(222— «) = —ctg« 
oder die Relation: 

b). . . . ctg (422 — «) = — ctga 

besteht, dass also, wenn man für die Kotangens 
jener stumpfen Winkel (222 — «) und (422 — a) 

einen gegebenen Wert, z. B. den Wert — 1-^- 
substituiert, man die Gleichung: 
31 



Auflösung. Die gegebene goniometrische 
Gleichung ist bereits nach einer Funktion 
des unbekannten Winkels x aufgelöst, es 
bleibt also nur noch übrig, diesen Winkel x 
mittels einer trigonometrischen oder einer 
logarithm.-trigonometr. Tafel zu bestimmen. 

Die Bestimmung der gesuchten Haupt- 
werte gestaltet sich nach den Erkl. 232 — 234 
wie folgt: 



i 31 t \ 
ct S x = 1 ^ä ( n ) 



oder: 



ctg« = 



60 
60 



W 



Nun ist: 



log ctg * = log 91 — log 60 (n) 

log 91 = 1,9590414 
— log 60 = —1,7781513 
log ctg * = 



0,1808901 (n) 

8652 



mithin: 

x = 33° 24' 0,0" 



oder: 



-5" \ _ 
—0,4" S ~ 



= -5,4" 



249 
^29,0_ 
20,0 
18,8 



— 1 



60 



oder die Gleichung: 
c). . . . ctg « = 1 



= —ctg« 
31 



60 



x = 33* 23' 54,6* (n) 

In Rücksicht des in der Klammer stehen- 
den Bachstabens n erhält man hiermit nach 
der Erkl. 235 für die gesuchten Hanptwerte: 

a?. = 180° — 33° 23' 54,6" 
oder : 
A). 
und 



x, = 146° 36' 5,4" 
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erhält, so ergibt eich hieraus, dass wenn die 
Kotangens eines Winkels negativ ist, dies oder: 
nicht der spitze, im 1. Quadranten liegende j$\ 
Winkel a ist, welcher dem positiven Wert der 
gegebenen Funktion Kotangens entspricht (bezw. 
welche der Gleichung c). genügt), sondern dass 
dies der im 2. Quadranten liegende Win« 
kel (22J — a) oder der im 4. Quadranten 
liegende Winkel (4JR — a) sein muss. 



s,:=360 — 33°23'54,6" 
x % = 326° 36' 5,4" 



b). Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 248. Man soll die Hauptwerte Andeutung. Analog den Auflösungen der Auf- 
fürs bestimmen, welche den goniometrischen gaben 244—247. 

Bei den Auflösungen der Gleichungen 9). bis 
12). stelle man für den Sinus und den Kosinus 
ähnliche Betrachtungen an, wie es für die 
Tangens und die Kotangens in den ErkL 283 
und 235 geschehen ist. 



Gleichungen: 
1). sinrc = 


3 
5 


9). 


8 

Blna! = __ 


2). sin x 


= 


13 
27 


10). 


13 


3). cos x 


= 


22 
43 


11). 


22 
C08a, = -43 


4). cos X 


= 


1 
63 


12). 


COB* = -^ 


5). tgs 


= 


13 

4 


18). 


18 

tg* = — T 


6) tg x 


= 


21 
32 


14). 


21 

tg * = ~ 82 


7). ctg* 


= 


64 
101 


15). 


64 
ctg * = -TOT 


8). ctg« 


= 


4 


16). 


i 6 

Ctg» = —lg- 



genügen. 



Aufgaben Über solche goniometrische Gleichungen, deren Auflösungen auf 
allgemeine Gleichungen vom 1. Grade fuhren. 

a). Gelöste Aufgaben. 



Aufgabe 249. Man soll die goniometr. 
Gleichung: 

sin x . ctg x = a 

so weit als möglich auflösen. 



Auflösung. In Rücksicht des in Antwort 
der Frage 36 unter b). angegebenen Ver- 
fahrens erhält man mittels Anwendung der 
Formel 8: 

cos x 
sin x • ._._ =5 a 

oder: 

A). . 

Eine weitere Auflösung dieser Gleichung in 
bezug auf x ist nur dann möglich, wenn für 
a ein specieller Zahlenwert gegeben ist (siehe 
Erkl. 220 und die gelösten numerischen Glei- 
chungen in den folgenden Abschnitten.) 



sin x 



cos a; = a 
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Aufgabe 260. 

sehe Gleichung: 
b 



61D « 

so weit als möglich auflösen, 



Man soll die goniometri- 

[sin (a + x) — sin o] 



Auflösung. Man betrachte, s. Erkl. 219, 
sin (a + x) als Unbekannte und löse die ge- 
gebene Gleichung nach derselben auf; man 
erhält: 

— - — = ßin (« + x) — Bin « 



8in(a + rc) = 



a8ina 



■sina 



oder: 

A). . 

Eine weitere Auflösung in bezug auf x ist, 
ohne dass für a, b und a Zahlenwerte ge- 
geben sind, nicht möglich (siehe Erkl. 220). 
Sind Zahlen werte gegeben, so berechne man 
zunächst sin (a 4- #)> daon bestimme man mit- 
tels einer trigonometr oder logaritm.-trigonometr. 
Tafel den Winkel (a -f- x), wonach sich auch x 
ergibt (siehe die gelösten numerischen Glei- 
chungen in dem folgenden Abschnitt). 



Aufgabe 251. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

sin (jc + «) = 6 8in x -f- c . cos x 
so weit als möglich auflösen. 



Auflösung. Mittels Anwendung der For- 
mel 41 geht die gegebene Gleichung Qber in: 

sin x . cos a + cos x . sin a = 6 sin x + c . cos x 

Dividiert man nunmehr die ganze Gleichung 
durch cos sc, so erhält man: 



sing 
cosl? 
oder 



coso-f- 



C08 2 
COS« 



sin a = 6 



sina; 
cos« 



f c 



cosx 

COSÄ 



tg x . cos a -+- sin <r = b.tgx-\-e 



Diese Gleichung nach tgs aufgelöst, gibt 
der Reihe nach: 

tg x . cos a — 6 . tg x =s c — Bin a 
tgar(coßtt — 6) = c — sina 

und hieraus erhält man: 

e — sin a 



A> 



tg» = 



cos a — b 

Eine weitere Auflösung in bezug auf x ist 
nur dann möglich, wenn für b, c und a Zah- 
lenwerte gegeben sind (siehe Erkl. 220 und 
die gelösten numerischen Gleichungen in dem 
folgenden Abschnitt). 



Aufgabe 252. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

sin x .cosx = a 

so weit als möglich auflösen. 



Auflösung. Berücksichtigt man, dass 
nach der Formel 49: 

sin 2a = 2 sina. cos a 

in der gegebenen Gleichung für: 

sin 2 x 
Bing.C08£ = — - — 

gesetzt werden kann, so geht in Rücksicht 
dessen die gegebene Gleichung über in: 
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sin 2a? __ 

~~~2~ -"" 

und hieraus erhält man: 



A). 



sin 2 g = 2 a 



Eine weitere Auflösung in besag auf x ist, 
ohne dass für a Zahlenwerte gegeben sind, 
nicht möglich (siehe Erkl. 220 und die gelösten 
numerischen Gleichungen in dem folgenden Ab* 
schnitt). 



Aufgabe 253. Man soll die goniometr. 
Gleichung: 

ein (« + *) • cos (a — x) — tn 
so weit als möglich auflösen. 

Erkl. 236. Setzt man in der Formel 66: 

a-\- ß a — ß 

a)« sin a -(- sin ß = 2 sin g • cos — ^ — 

a = 2a 
und ß = 2ß 

so geht dieselbe über in: 

• o , - o* o - 2a+20 2a — 2ß 
sin 2a + sw 2/* = 2 sin ' r • cos ^ — - 

oder in: 

b). sin 2 a + sin 2ß = 2 sin (a + ß) . cos (a — ß) 

hiernach ist also: 

c). 2 sin (a-\-ß) . cos («— /*) = sin 2a + sin 20 



Auflösung. Berücksichtigt man, dass 
man nach der in der Erkl. 236 aufgestell- 
ten Gleichung c). für: 

. , , . , x sin 2 a -Min 2 1 
Sin (a + x) . COS (a — x) = 5 

setzen kann, so geht in Rücksicht dessen 
die gegebene Gleichung über in: 

sin 2a + sin 2s 

— 2 — " 

und hieraus erhält man: 

sin2a-4-sin2g = 2m 
oder: 

A). . . . sin 2g = 2m — sin 2a 

Eine weitere Auflösung ist, ohne dass für a 
Zahlenwerte gegeben sind, nicht möglich. 



Aalgabe 254. Man soll die goniometr. 
Gleichung: 

(cos x + sin x) 2 = — sin 2x 
«0 weit als möglich auflösen. 



Auflösung. Führt man die auf der lin- 
ken Seite der gegebenen Gleichung ange- 
deutete Potenzierung nach der in der Erkl. 153 
gegebenen Regel aus, so erh&lt man: 

co8 2 o; + 2co8«.8ina; + sin , a5 = — sin2x 

a 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 

Formel 13: 

sin'# + cos 2 # = 1 

und dass nach der Formel 49: 

2 sin x . cos x = sin 2x 
gesetzt werden kann, so geht in Rücksicht 
dessen die gegebene Gleichung über in: 

1 + sin 2a? = — sin2x 
1 a 

Diese Gleichung nach sin 2a? aufgelöst, gft* 
der Reihe nach: 

sin 2x • sin 2x = — 1 

a 

sin2*(l--^) = —1 

1 



sin 2x = 



1 — - 



Ueber die goniometriscben oder trigonometrischen Bestimmungsgleichungen. 239 

sin 2s = =- 



sin 2 a; = 
oder: 

A). . . . sin 2* = 



a 
a 



a — b 
a 



6 — a 



Eine weitere Auflösung ist, ohne dass für a 
und b Zahlenwerte gegeben sind, nicht möglich. 



Aufgabe 255. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: Auflösung. Setzt man in der gegebenen 

a(l-cos*) = 6. sin ±x Gleichung nach der Formel 64a 

x 
so weit als möglich auflösen. 1— -cos« = 2sin 2 -£ 

so geht diese Gleichung über in: 

a). , . . a.2sin 2 -- = 6. sin — 

Erkl. 287. Enthält eine Gleichung einen ^ ^ eseT Gleichung kommt nunmehr 
Faktor, welcher von der Unbekannten ab- j ° 

bang ig ist, so liefert dieser Faktor, = ge- 6in ^ # als Faktor der ganzen Gleichung 

Sgtf JS SÄ» WerS vor. Nach der Erkl. 237 ist also auch: 
für dieselbe ergibt, welche der gegebenen Glei- . x . x __ Q 

chung genügen. ' 2 ~~ 

Da a. B. die Gleichung: e i ne Bestimmungsgleichung für x. Aus die- 

* „ . • * , . x ser Gleichung erhält man nach der Antwort 

a). . . . 2«. sin* y = ft.sin^ der Frftge 1 |. 

den Faktor sin -_- enthält, so wird dieser Glei- — = 0° oder = 180° 

chung offenbar genagt, wenn man sin f = Fflr x ^^ ^ ^ ^^ ^^^ 

setzt, denn man erhält hiernach: die Werte: 



x 



A) x t = 0« 



2a.sin- H --0 = b.O und 

B) x 2 = 360° 



oder: = 
cht bestritten 
Da also hiernach: 



Dividiert man ferner die Gleichung a) 
was nicht bestritten werden kann. , , . « , . .1 



durch jenen Faktor sin -^x^ so geht die- 
x selbe über in: 

b > 8in T = 2a.sin| = 5 

IV^l^Z^^l^t^J^ 1 ^ 1 ^ und hieraas erhält man ferner noch für x 



a). abgeleitete Bestimmungsgleichung für x. 



die Bestimmungsgleichnng: 

r*\ . X b 

C) ™Y = 1Ü 

welche Gleichung nur dann in bezug auf x 
weiter aufgelöst werden kann, wenn für a 
und b Zahlenwerte gegeben sind. 



Aufgabe 256. Man soll die goniometri- 
eche Gleichung: Auflösung. Setzt man in der gegebenen 

14- cos« = — -cta— Gleichung nach der Formel 65a 

flo weit als möglich auflösen. 1 + cos* = 2cos'- 2 ~ 

und nach der Formel 8 
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X X 

ctg T = 


cos 
sin 


X 
X 

2 




so geht 


dieselbe über 


in: 


cos 


X 




<jj 


m 




2 


a). . . 


2cos 2 - 5 - = 


— 








2 


n 


sin 


X 

~2~ 



In dieser Gleichung kommt cos— als Faktor 

der gegebenen Gleichung vor. Nach der Erkl. 
237 ist also auch: 

b) cos y = 

eine Bestimmungsgleichung für x. Aus dieser 
Gleichung erhält man nach Antw. der Frage 18: 

y = 90» oder = 270° 

Für x ergeben sich also hiernach zunächst 
die Werte: 

A) x % = 180» 

und 

B) x 2 = 540° 

von welchen der letztere schon keiner mehr 
der in der Erklärung 223 erwähnten Haupt- 
werte ist. 

Dividiert man ferner die Gleichung a). durch 
jenen Faktor cos-|-, so resultiert: 

2cos^= w l 



oder: 



2 n . x 

sin y 

ft . x x tn 

2.,n T .coB T = - 



Bringt man nunmehr die Formel 49a in An- 
wendung, so erhält man hieraus: 

t). .... sin x = — 
n 

welche Gleichung nur dann in bezug auf x 
weiter aufgelöst werden kann, wenn für m 
und n Zahlenwerte gegeben sin. 



Aalgabe 257. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: Auflösung. Bringt man die Formel 151: 

a[tg(a + *) + tg(a-*)]=& tg(« + « + tg(«-« = ^^ 

so weit als möglich auflösen. . cos2a-fcos2^ 

in Anwendung, indem man in derselben ß = x 
setzt, so geht die gegebene Gleichung über in: 
2 sin 2 a __ 

cos 2 a -4-008 2« ~" 
und diese Gleichung nach cos 2« aufgelöst, 
gibt der Reihe nach: 

2 a sin 2 a = 5cos2a-j-ocos2r 
o cos 2# = 2 a sin 2 a — 5 cos 2 a 
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cos 2 g = 



2 a sin 2a — o cos 2a 



2a 



oder: 

A). . . cos 2 x = — ~ • sin 2 a — cos 2 a 

welche Gleichung nur dann in bezug auf x 
weiter aufgelöst werden kann, wenn für a, o 
und a Zahlenwerte gegeben sind. 



Aufgabe 258. Man soll die goniometr. 
Gleichung: 

a = — fein (« + «) — sin a] 

so weit als möglich auflösen. 



Auflösung. Entwickelt man sin(a + #) 
nach der Formel 41 , so geht die gegebene 
Gleichung über in: 

a = -; — [sin a . cos x + cos a . sin x — sin a\ m 

Führt man im weiteren die auf der rechten 
Seite dieser Gleichung angedeutete Division 
aus, so erhalt man: 



a 
oder 



. Tsm a . cos x , . sin aT 

= b : h cos a ; 1 

L 8in« singj 

. f /sina sina. cos &\1 

a = b cos a — I — ; 1 

L \sinx smx /J 

, T 1 — cos a? 1 

a = o I cos a — ein a • ; 1 

l sin x J 



Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 61: 

1 — cosrc __ jr 
Binx ~~ g ~2~ 
setzen kann, so erhält man hiernach: 



= b cos o — sin « . tg -^- 



und diese Gleichuog nach x aufgelöst, gibt: 
-i- = cos« — sina.tg^ 



oder: 



sin a . tg -~- = cos a =- 



cos a — 



A). 



*T = 



sin a 



Eine weitere Auflösung dieser Gleichung in 
bezug auf x ist nur dann möglich, wenn für 
a, b und a Zahlenwerte gegeben sind. 



Aufgabe 259. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

b r . 1 

a •= — 8in(a + «)4-cosx 

COSa L v ' ' ■ J 

so weit als möglich auflösen. 



Goniometrie (Winkelmeisoogslehre). 



Auflosung. Zunächst entwickle man, ana- 
log wie in der Auflösung der Aufgabe 258, 
sin(a-f-g) nach der Formel 41; man erhält: 

a = [sin a. cos g-|- cos a. sina; 4- cos gl 

C08a L ' ' J 

Dann führe man die auf der rechten Seite 
angedeutete Division aus; man erhält: 

16 
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oder 



a = b — 



sin«. cos x . . , cosgl 
h Bin « H 

C08a ' ' COSaJ 



-f 8ina + l . . 1 

6 1 cosa; ! 1- sin os I 

L co§a ' J 



a). 



Erkl. 238. Aus der Formel 129 : 
COSa 



1 -f- sin a 



= tg (450-1) 



Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Erkl. 238: 

sin g + 1 _ 

cos« ~ 
gesetzt werden kann, so geht jene Gleichung 



-*KHr) 



erhalt man in Rücksicht, dass ( 45 °— y) u ° d tiber ** -i 

(45« + |-) Komplementwinkel sind und dass a = &[coss. tg (45°+|-) + sinsj 

man somit nach der Formel 16 b : 

tg(««-f) = ctg _(«•+!) 
setzen kann: 



Dieße Gleichung kann man nunmehr wie folgt 
umformen: 



C08a 



1 + sin a 
oder nach der Formel 9»: 

C08a 



= ct«(45M-!) 



cosa;- 



■!■ («•+!■) 



C08 



1 + sin a 



und hieraus erhält man 

1 + ßin a __ 



*(«'+f) 



, ( 45 °+y) 

o. cos (45«+ ^\ = ftTsin (45»+ 1) . cosjc t 
i(45«+-J).8in*] 



cos 



b). 



COSa 



tg(450+f) 



Bringt man nunmehr in bezug auf den Kkm- 
merwert rechts die Formel 41 in Anwendung, 
indem man in derselben: 

« = 46«+ 1 
und ß = x 
gesetzt denkt, so erhält man endlich: 

a . cos (45°+ —^ = b . sin (45°+ -£ + «) 

Betrachtet man nunmehr den Winkel (45°-r 
a \ ^ 

Y + &') al « den unbekannten Winkel und löst 

diese Gleichung in bezug auf sin ( 45°+ -|-+*) 
auf, so erhält man: 

/ a \ a.cos(45°+|| 
A). sin (450+- + ,) = ji^-l. 

Eine weitere Auflösung in bezug auf den 

Winkel H5°+y + ;rj bezw. in bezug auf 

den Winkel x ist nur dann möglich, wenn für 
a, b und a Zahlenwerte gegeben sind. 



Aufgabe 260. Man soll die goniometr. 
Gleichung: . Auflösung. Betrachtet man die gegebene 

j» n (x -f- «) __ ^ Gleichung als die Proportion: 

8,n <* + /») 8 in(* + q ) « 

so weit als möglich auflösen. sin(a; + £) = T 

und bringt den in der Erkl. 239 angefahrten 
Summensatz in Anwendung, so erhält naG 
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analog der in der Erkl. 239 aufgestellten Pro- 
portion 3).: 

sin (x + «) + Bin (x + ß) _ m+1 
sin (x + a) — sin (x + ß) ~~ w — 1 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 66, wenn man in derselben 

Erkl. 239. Ein Lehrsatz aus der Propor- o = a: + « 

tionslehre heisst: und ß = x-\-ß 



In jeder Proportion verhält sich die ™ etzt denkt füP 
nme der Glieder des 1. Verhältnisses gesem aenlrt ' mr 



Summe 

zur Summe der Glieder des 2. Verhältnis- sin (x + o) + sin (« -+- ß) = 

ses wie die entsprechenden Differenzen." 
Ist z. B. die Proportion : 2 sin »+^ + » + ^> . C01 l * + «)-(* + *) 

1) ^ = 4- oder: 

b d . / , « + ß\ «-/5 



= 2 sin \x + — ^p- j • cos- 



gegeben, so ist nach jenem Lehrsatz: 

2) a-t-b __ a — b un( j dass man nach der Formel 67 in analoger 

c + d c — d Weise für 

Da man in jeder Proportion unter anderm sin(x + a) — sin(x-\-ß) — 

die inneren Glieder vertauschen kann, so kann 

man die Proportion 2). auch in der Form o COfl (x + a) + (x + ß) (x + a) — (x + ß ) 

schreiben: " 

„ a+b c+d 

Ol. . . . =- r= — 

a — b c—d 

(Siehe Beyers Lehrbuch der Proportionslehre, 

■pecieii Heft 7 der Kncykiopftdie.) g etzen kann> g0 geht j ene Gleichung in Rück- 

sicht dessen über in: 




2sin(* + ^).cos^- 
2cos(* + ^).sin^ 



m + 1 



und hieraus erhält man durch Reduktion und 
in Rücksicht der Formel 7: 

« + /&\ « — ß in + 1 



tg(* + -^f£)-ctg 



2 m — 1 

Nunmehr kann man den Winkel Ix + —5"-—) 
als den unbekannten Winkel betrachten u. diese 
Gleichung in bezug auf tg Ix + ^ P ) auf- 
lösen; man erhält: 

tg^-^-j = — _.__ 

ctg -^E 
oder nach Anwendung der Formel 9: 

Eine weitere Auflösung in bezug auf den 

Winkel (*+ g ) beiw. in bezug auf den* 

Winkel x ist nur dann möglich, wenn für m, 
a und ß Zahlenwerte gegeben sind. 
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b). Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 261. Man soll die goniometrische Andeutung. Man dividiere die Gleichung durch 

Gleichung: sing oder durch cosx und bringe dann bexw. 

sin« = acoB» die Formeln 8 oder 7 in Anwendung, 
so weit als möglich auflösen. 



Aufgabe 262. Desgl. : 

msm2x = nsinx 

Aufgabe 263. Desgl.: 

acosx = sin 2a? 



Andeutung. Man bringe die Formel 49 in An- 
wendung und beachte, dass sins ein Faktor 
der neu erhaltenen Gleichung ist 



Andeutung. Analog der vorigen Aufgabe. 



Aufgabe 264. Desgl.: 



a sin sc = 



COStf 



Aufgabe 265. Desgl.: 

a sin 2 * = b (cos x — sin«) 2 



Aufgabe 266. Desgl.: 

1+cosx =— -cos-g- 



Aufgabe 267. Desgl.: 

--(l-cos*) = tg y 



Aufgabe 268. Desgl.: 

m sin 2x = « (1 — cos 2«) 



Aufgabe 269. Desgl.: 

ccosx drin x 



l + cos2x 1 — cos 2g 

Aufgabe 270. Desgl.: 

1 — cos 2a . sin2rc 



Ismo: 



1 + cos 2a; 



Aufgabe 271. Desgl.: 

a sin x = b y/ -r-^ 



— cos2# 



Andeutung. Man multipliziere die ganze Glei- 
chung mit 2 cos a; und bringe dann die For- 
mel 49 in Anwendung. 



Andeutung. Man führe die auf der rechten 
Seite angedeutete Potenzierung aus, bringe 
dann die Formeln 13 und 49 in Anwendung, 
wonach man eine Gleichung erhalt, die nur 
die Funktion sin 2 a? enthält. 



Andeutung. Man bringe die Formel 65* in 

x 
Anwendung und beachte, dass cos -^ dann eis 

Faktor der neu erhaltenen Gleichung ist 



Andeutung. Man bringe die Formeln 64* und 7 
in Anwendung, beachte dann, dass sin -5- ein 
Faktor der Gleichung ist etc. 



Andeutung. Man bringe die Formeln 49 und 

64 in Anwendung und beachte dann, diu 

x 
sin-;?- ein Faktor der Gleichung ist 



"Andeutung. Man bringe die Formeln 64 und 
65 in Anwendung und reduziere dann die er- 
haltene Gleichung; man erhalt schliesslich eint 
Gleichung, in welcher nur die Funktion tgi 
vorkommt 



Andeutung. Man bringe die Formeln 49, 64 
und 65 in Anwendung, reduziere dann und be- 
achte, dass in der zuletzt erhaltenen Gleichung 
sin« ein Faktor der Gleichung ist. Man er- 
halt schliesslich eine Gleichung, in welcher ntr 
die Funktion cos« vorkommt. 



COS 2 05 



Andeutung. Man bringe die Formeln 64 und 
65 in Anwendung, beachte, dass sin x ein Fak- 
tor der Gleichung ist etc. 
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Aufgabe 272. Man soll die goniometrische Andeutung. Man entwickle cos(s — a) nach 

Gleichung: der Formel 44, dividiere dann die Gleichung 

cos (x— a) = a sin x — b cos x durch cos x y wonach man eine Gleichung er- 

so weit als möglich auflösen. n& lt> welche nur die Funktion tgx enthält. 



Aufgabe 273. Desgl.: 

m sin (a + x) == n sin (ß — x) 



Aufgabe 274. Desgl.: 

Bin {x -f a) + cos (« — «) = cos (* + «) 



Aufgabe 275. Desgl.: 

[sin (o-f x) — sin je] 



a = 



sina? 



Aufgabe 276. Desgl. 
b 



cosa? 



[sin (a + «) + cos a] 



Andeutung. Man entwickle sin (a + x) und 
sin(0 — *) nach den Formeln 41 und 42, divi- 
diere dann die erhaltene Gleichung durch cos 2; 
man erh&lt alsdann eine Gleichung, in welcher 
nur die Funktion. tg& vorkommt. 



Aufgabe 277. Desgl.: 
b 



a = 



Andeutung. Man bringe die Formeln 41, 43 
und 44 in Anwendung, dividiere alsdann die 
erhaltene Gleichung durch sing; man erhalt 
eine Gleichung, in welcher nur noch die gonio- 
metrische Funktion ctg» vorkommt. 



Andeutung. Man entwickle sin(a + x) nach 
der Formel 41 und führe alsdann die auf der 
rechten Seite angedeutete Division aus; man 
erhält hierdurch eine Gleichung, in welcher 
nur die Funktion ctga; vorkommt. 



Andeutung. Analog der gelösten Aufgabe 259 
und mittels Benutzung der in der Erkl. 235 
aufgestellten Gleichung b). 



Andeutung. Man bringe die Formel 62 in An- 
[sin (a + x) + sin x] wendung und suche sin (^ + x ) zu berechnen. 



Aufgabe 278. Desgl.: 

« = b [c08 2 (a + *) + CcV(a — «)] 



Aufgabe 279. Desgl.: 

a(sin4x + ßin2x) = bcosx 



Aufgabe 280. Desgl.: 

a(cos4x — cos 2 :r) = 6 sina: 



Aufgabe 281. Desgl.: 

sing-)- cos« = a 



Aufgabe 282. Desgl.: 

sina; — cos x = a 



Aufgabe 288. Desgl.: 

sin (x + a) + cos (x + a) = b 



Andeutung. Man bringe die Formel 149 in 
Anwendung. 



g. Man bringe die Formel 66 in An- 
wendung, beachte dann, dass in der neu er- 
haltenen Gleichung cos« als Faktor auftritt; 
man erhält schliesslich eine Gleichung, in wel- 
cher nur die Funktion sin 3 a? vorkommt. 



Andeutung. Analog der vorigen Aufgabe. 



Andeutung. Man bringe die Formel 108 in 
Anwendung; man erhält schliesslich eine Glei- 
chung, in welcher nur noch die Funktion 
sin (45° + «) vorkommt. 



Andeutung. Analog der vorigen Aufgabe. 



Andeutung. Man bringe die Formel 108 in An- 
wendung, indem man in derselben a = x-\-a setzt. 



Aufgabe 284. Desgl.: 

sin ( x + «) 
sin (x — a) 



Analog der gelösten Aufgabe 260. 
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D. Aufgaben Über solche goniometrische Gleichungen, deren Auflösungen auf 
numerische Gleichungen vom 1. Grad fuhren. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 285. Man soll die Hauptwerte 
für x bestimmen, welche der goniometri- 

schen Gleichung: Auflösung. Um nach Antw. der Frage 36 

s j n x = — cos x m der gegebenen Gleichung zunächst nur 

genügen. eine Funktion des gesuchten Winkels x 

zu erhalten, dividiere man die gegebene 
Gleichung durch cos x\ man erhält: 
sin x cos x 



COS OS 



C08 8 



oder: 

a) tga; = — 1 

Die Bestimmung der Hauptwerte für g, wel- 
che dieser Gleichung genügen, gestaltet sich 
nach der Erkl. 232 wie folgt: 

tg x = 1 (n) 

Da nun nach der Erkl. 158 die Tangens des 
Winkels von 45°= 1 ist, so erhält man hiernach: 

* = 45° (n) 

In Rücksicht des in der Klammer stehenden 
Buchstabens n erhält man hiernach und nach 
dem, was in der Erkl. 233 gesagt ist, für die 
gesuchten Hauptwerte: 

x A = 180°— 45° 



oder : 




A). . 


. . x t = 135° 


und 






x 2 = 360° — 45° 


oder: 




B). . 


. . x 2 = 315° 



Aufgabe 286. Man soll die Hauptwerte 
für x bestimmen, welche der goniometri- 
sehen Gleichung: 

2 sin x = tg x 
genügen. 



Auflösung. Um in der gegebenen Glei- 
chung zunächst nur eine Funktion des ge- 
suchten Winkels x zu erhalten, bringe man 
die Formel 7 in Anwendung; man erhält: 

a). . . . . 2 sin x = 



cos« 



Da nun diese Gleichung sin x als Faktor 
enthält, so besteht nach der Erkl. 237 für x 
einmal die Bestimmungsgleichung: 

b) sin x = 

Nach Antwort der Frage 18 erhält man also 
zunächst aus dieser Gleichung für den unbe- 
kannten Winkel x die Werte: 



A). 
und 
B). 



x k = 0° 
x 7 = 180» 



Dividiert man nunmehr die Gleichung *)• 
durch jenen Faktor sin *, so erhält man für x 
die weitere Bestimmungsgleichung: 
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2 = 



l 



oder: 
c). 



COS 2 
1 



COS X = 



2 



Berücksichtigt man, dass — = 0,5 ist, so wird 

man in jeder trigonometrischen Tafel finden, 
dass nach dieser Gleichung 

x = 60° ißt. 

In Rücksicht, dass nach der Formel 22 

cos (4R — a) = cos a 

ist, ergeben sich also hiernach für x die wei- 
teren Haoptwerte: 



C). . 


. . x, = 


60° 


und 






oder: 


a 4 = 


4E- 


D). . 


. . « 4 = 


300» 



Aufgabe 287. Man soll die Hauptwerte 
für x bestimmen, welche der goniometri- 
schen Gleichung: Auflösung. Um in der gegebenen Glei- 

s l u r a x) = cos(a + #) chung zunächst nur eine Funktion des ge- 

v ' suchten Winkels x zu erhalten, bringe man 

genügen. ^ F 0rme i n 42 und 43 in Anwendung; man 

erhält : 
sin a . cos x — cos « . sin x = cos a . cos x — sin a.nmx 

Dividiert man nunmehr diese Gleichung durch 
sina cosrc, und reduziert, so erhält man weiter: 

- COSa 8in# __ COSa C08X sin a sina; 

sina cos 05 "" sina cos« sina cos« 

oder: 

1 — ctga.tgx = ctga — tg« 

Diese Gleichung nach tgg aufgelöst, gibt: 

tgx — etga.tgx = ctga — 1 

tga;(l — ctga) = ctga— 1 

Hf*- i-ctg« 

oder, wenn man im Zähler des Quotienten 
rechts den Faktor — 1 ausscheidet: 

. 1 — ctga 

und hieraus erhält man: 
a) tg* = — 1 

Analog wie in der Auflösung der Aufgabe 285 
erhält man hiernach für die gesuchten Haupt- 
werte: 

A) x t = 135° 

und 

B) x 2 = 315° 
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Aufgabe 288. Man soll die Hauptwerte 
für x bestimmen, welche der goniometri- 

schen Gleichung : Auflösung. Um in der gegebenen Glei- 

sin #+2 cos # = 2 chung zunächst nur eine Funktion desge- 

genügen. suchten Winkels x zu erhalten, setze man 

nacb der Formel 13 in der gegebenen 
Gleichung: 

cos « = Yl — sin*« 
man erhält: 

sin« + 2 Vi — sin 2 « = 2 

Diese Gleichung reduziert, gibt der Reihe 
nach : 



Krkl. 240. Aus der Gleichung: sin« — 2 = — 2^1 — 



sin z « 



sin« = -~ (sin« — 2)' = (-2 Y^l-sin*«)' 
5 

erhält man mittels Anwendung der Logarith- sin'* — 4 sin* + 4 = 4(1 — sin«*) 

men für x die Hauptwerte wie folgt: sin 2 « — 4 sin« + 4 = 4 — 4 sin 1 * 

logsin« = log4 — log5 oder: 

xt • x a). . 5 sin*« — 4 sin« = 

Nun ist: + io — io ' ■*•*««* 

log 4 = 0,6020600 (■.Brki.B27) Da nun in dieser Gleichung sin« als Fak- 

— log 5 = — 0,6989700 tor vorkommt, so ist nach der Erkl. 287: 

log sin« = 9,9030900—10 b) sin« = 

..,. - ^ eine Bestimmungsgleichung für «. Nach Ant- 

m kqo^ A(\, t 126 4 wort der Frage 18 erhält man hiernach für x 

x _ ö6 /^4ü — fi » F zunächst die Werte: 

oder: + <>>»" ^ 1) « 4 = 0° 

« = 53° 7' 48,3" 2 ) «, = 180° 

Nach der Erkl. 226 erhält man hiernach für Dividiert man ferner die Gleichung a). durch 
« die beiden Hauptwerte: jenen Faktor sin Xf g0 r e 8a itiert für « die 

a). . . « t = 53° 7' 48,3" weitere Bestimmungsgleichung: 

"* ^ = 1800-5807-48,3« 5.in*-4 = 
oder: und hieraus erhält man: 
b). . . *, = 126« 52< 11,7" c) .1,.= * 

Nach der Erkl 240 erhält man aus dieser 
Gleichung für « die weiteren Hauptwerte: 

8). . . . «s = 53° 7' 48,3" 
und 
4). . . . « 4 = 126« 52' 11,7" 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
gegebenen Gleichung sowohl sin« als cos* 
positiv sein müssen, indem nach dieser Glei- 
chung die Summe dieser Werte positiv sein soll, 
so ergibt sich hieraus, dass die für « 2 und x, 
gefundenen Werte der Gleichung nicht ge- 
nügen können, da die Kosinus der Winkel 
von lö0° und 126° 52' 11,7" negativ und eicht 
positiv sind. Der gegebenen Gleichung ge- 
nügen also' nur die Hauptwerte : 

A). . . . x t = 
und 
B). . . . «, = 53° 7' 48,3" 
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Aufgabe 289. Man soll die Hauptwerte 
für x bestimmen, welche der goniometri- 
schen Gleichung: 

6in« + cos« = — — — 
cos« 

genügen. 



Erkl. 241. Ißt die Tangens eines Winkels 
positiv, wie in der nebenstehenden Gleichung 
c). , so ist nach Antwort der Frage 12 dieser 
Winkel, abgesehen von solchen Winkeln, die 
grösser als 360° oder negativ sind (siehe Erkl. 
222 und 223), ein im ersten Quadranten 
oder ein im dritten Quadranten liegender 
Winkel. 

Berücksichtigt man nunmehr, dass wenn a 
ein spitzer, ein im ersten Quadranten liegen- 
der Winkel bedeutet, zwischen der Tangens 
dieses Winkels a und der TangenB des im 
dritten Quadranten liegenden Winkels (2 JB -+- a) 
nach der Formel 24 die Relation besteht: 

tg(2R + a) = tga 
so ergibt sich hieraus, dass wenn die Tangens 
eines Winkels positiv ist, dies die Tangens 
eines spitzen (eines im ersten Quadranten 
liegenden) Winkels a oder des im dritten 
Quadranten liegenden Winkels (2 B + a) ist. 



Auflösung. Um in der gegebenen Glei- 
chung zunächst nur eine Funktion des ge- 
suchten Winkels x zu erhalten, schaffe man 
den Nenner cos« weg; man erhält: 

sin x . cos x + cos 2 « == 1 
dann setze man nach der Formel 13 für: 
cos 2 « = 1 — sin'« 
Hiernach erhält man: 

sin x . cos x + 1 — Bin*« = 1 
oder: 
a). . . sin «.cos« = sin 2 « 

Da in dieser Gleichung sin « als Faktor vor- 
kommt, so ist nach der Erkl. 237: 

b). . . . sin « = 

eine Bestimmungsgleichung für «. Nach Ant- 
wort der Frage 18 erhält man aus dieser Glei- 
chung für « die Hauptwerte: 

A) «, = 

und 
B) « 2 = 180° 

Dividiert man ferner die Gleichung a). durch 
jenen Faktor sin«, so erhält man für « die 
weitere Bestimmungsgleichung: 

cos « = sin « 
oder: 

1 = 

cos« 

und hieraus ergibt sich nach Formel 7: 

c). . . . tg x = 1 

Da nun nach der Erkl. 158 die Tangens des 
Winkels von 45° = 1 ist, so erhält man hier- 
nach für « die weiteren Hauptwerte: 

C) «j = 45° 

oder nach der Erkl. 241: 

« 4 = (2B + 45°) = 180° + 45° 
oder: 
D). . . . 



sin« 



= 225° 



Aufgabe 290. Für welchen spitzen Win- 
kel ist das Verhältnis des Sinus zu dem 
Kosinus =4:5? 



Auflösung. Bezeichnet man den gesuch- 
ten spitzen Winkel mit «, so besteht ge- 
mäss der Aufgabe für x die Bestimmungs- 
gleichung: 

sin « 4 

a). . . . = -=- 

' cos « 5 

Mittels Anwendung der Formel 7 erhält man 
hieraus : 

4 



b). 



tg« = 



Aus dieser Gleichung findet man mittele An- 
wendung der Logarithmen « wie folgt: 

log tg « = log 4 — log 5 
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Nun ist: 



log 4 = 
— log 5 = 
log tg x = 

mithin: 

x = 38° 89' 30" 

+ 5 " 
oder: +o»i" 



+io 



-10 



0,6020600 («.ErkLB«) 

0,6989700 



9,9030900—10 

0671 



215,5 
4,S 



x = 38° 39' 35,1* 



Der gesuchte spitze Winkel ist also 
= 88° 89' 85,1" 



Aufgabe 291. Man soll die Haupt werte 
für x bestimmen, welche der goniometri- 
schen Gleichung: 

2 sin x — cos x = 1 
genügen. 



Erkl. 242- Mittels Anwendung der Loga- 
rithmen erh&lt man aus der Gleichung: 

2 
oder aus der Gleichung: 



«T- 



tg y = 0,5 



den Winkel x wie folgt: 



Nun ist: 
also: 



log tg -g- = log 0,5 

log 0,5 = 0,6989700-1 
logtg^j- = 9,6989700-10 

* 9480 



Auflösung. Würde man nach der For- 
mel 13 sin x in cos x oder cos x in sin x 
ausdrücken, so erhielte mau entweder in 
bezug auf cos x oder in bezug auf sin x 
eine unrein quadratische Gleichung. 
Formt man aber die gegebene Gleichung 
wie folgt um: 

a). . . . 2 sin x = 1 + cos x 

und berücksichtigt man, dass man nach der 

Formel 49 a: 

^ . x x 

sin x = 2 sin -5- • cos — 

und nach der Formel 65: 

1 + co8ä = 2cos 2 -£- 

setzen kann, so geht in Rücksicht dessen jeoe 
Gleichung a). über in: 



mithin : 
x 



-=- = 26° 33' 50" 
oder: +0,2" 



220 

210,4 

9,6 

10,5 



= 26° 33' 54,2" 



oder: 
b). 



x 2 = 180°+ 53° V 48,4" 
x 2 = 233° 7' 48,4" 



2. 2 sin -^r-cos 



= 2cos 2 ^ 



oder in: 
b). . . . 2 sin-^ • cos-s- = cos 2 -„- 

x 
Da nun in dieser Gleichung cos ah Fak- 

tor vorkommt, so ist nach der Erkl. 237: 

x 



Für den gesuchten Winkel x ergibt sich 
also der Wert: 

a). . . . x, = 53° 7' 48,4" 
und auch nach der Erkl. 241 der weitere Wert: 



c). 



cos- 



= 



eine Bestimmungsjrleichung für x. Nach Ant- 
wort der Frage 18 erhalt man aus dieser 
Gleichung: 



mithin : 



■=- = 90» oder _ 270° 
x = 180° oder auch 540° 



Da der letztere Winkel bereits grösser als 
360° ist, und solche Winkel nach der Erkl. 22$ 
nicht mehr zu den sogen. Hauptwerten ge- 
rechnet werden, so ist der erste Hauptwert 
für x: 



A). 



x t = 180° 
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Dividiert man ferner jene Gleichung b). durch 

den Faktor cos^-, so erhalt man für x die 

weitere Bestimmungsgleichung: 

x x 

28in y =:cos2- 



sin- 



= 1 



COS- 



oder: 
d). 



«.*f-l 



*! = 



2 ~~ 2 

Mittels Anwendung der Logarithmen erh&lt 
man aus dieser Gleichung nach der Erkl. 242 
für x die weiteren Hauptwerte: 

B). . . . x % = 53° 7' 48,4" 
und 
C). . . . « 4 == 233° 7' 48,4" 



b). Ungelöste Aufgaben. 



Aufgabe 292. Man soll die Hauptwerte für 
x bestimmen, welche der goniometr. Gleichung: 

a). . . . sin x = -£- • cos x 
oder der Gleichung: 

b). . . 100,45 cos x = 268,54 sin x 
genügen. 



Aufgabe 293. Desgl.: 

tgx = 4sin£ 

Aufgabe 294. Desgl.: 

5C08X = 3 Ctg 2 

Aufgabe 295. Desgl.: 

sin 2 sc = cos« 



Aulgabe 296. Desgl. 



sin -~- = 1 — cos x 



Andeutung. Man berechne zuerst tgs und be- 
stimme dann mittels Anwendung der Logarith- 
men die Hauptwerte für x, welche jener Funk- 
tion entsprechen. 



Andeutung. Man beachte, dass sin x ein Fak- 
tor der Gleichung ist und verfahre analog wie 
in der Auflösung der Aufgabe 286 gezeigt wurde. 



Andeutung. Man beachte, dass cos x ein Fak- 
tor der Gleichung ist. 



Andeutung. Man bringe die Formel 49 in An- 
wendung und beachte dann, dass in der neu 
erhaltenen Gleichung cos x ein Faktor der Glei- 
chung ist Man erh&lt für x die Bestimmungs- 
gleichungen : 

cosaj = 



und sin x = 



Andeutung. Man bringe in bezug auf 1 — cos x 
die Formel 64* in Anwendung und beachte dann, 

dass in der neu erhaltenen Gleichung sin-^- 

als Faktor der Gleichung vorkommt. Man erh&lt 
schliesslich für x die Bestimmungsgleichungen : 



sin- - = und ain-^- = 
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Aufgabe 297. Desgl. 
sin« 



1 — cos 2 sc 



Aufgabe 298. Desgl.: 

1 



sin -jj- x -f- cos x = 1 



Aufgabe 299. Desgl.: 

sin x — 2 cos x = 2 

Aufgabe 300. Desgl.: 

sin x + tgx = 2 (tgx — sin x) 



Aufgabe 301. Desgl.: 

t=- (cos x -+- ctg x) = ctg x — cos x 



Aufgabe 302. Desgl.: 

3 sin 2x = (cos x -j- sin x) 2 

Aufgabe 303. Desgl. : 

5 
smx-fcosx = — 



Aufgabe 304. Desgl.: 

6 sin 2 * -f 8 cos 2 x = 7 sin 2 * 



Aufgabe 305. Desgl.: 

sin (x + a) — cos*. sin« = cos« 



Aufgabe 306. Desgl.: 

sin (30° + x) = n cos (30° — x) 



Andeutung. Analog der vorigen Aufgabe. Man 

erhält für x die Bestimmungsgleichung: 

3 
sin* = -^ 



Andeutung. Man setze nach der Formel 51: 



cos* = 1 — 2 sin 2 



2 



reduziere die erhaltene Gleichung und beachte, 
dass die neu erhaltene Gleichung den Faktor 

siny* enth&lt. 



Andeutung. Analog der gelösten Aufgabe ! 



Andeutung. Man bringe die Formel 7 in An- 
wendung und beachte, dass dann die erhaltene 
Gleichung den Faktor sinx enthalt. Schliesslich 
erhält man ausser der Bestimmungsgleichung: 

sin 2 = 
noch eine weitere Bestimmungsgleichung, wel- 
che nur die Funktion cosx enthalt. 



Andeutung. Analog der vorigen Aufgabe mit- 
tels Anwendung der Formel 8. 



Andeutung. Analog der allgemeinen Aufgabe 254. 



Andeutung. Anstatt sin x in cos x oder cos x 
in sinx auszudrücken, wonach man eine un- 
rein quadratische Gleichung erhalten wurde, 
setze man nach der Formel 108: * 

sin x + cos x = ± V*2\ sin (45 d + x) 
und berechne den Winkel (45°+ x). Zieht man 
von den für diesen Winkel gefundenen Haupt- 
werten 45° ab, so erh&lt man die gesuchten 
Werte für x. 



mg. Man bringe in bezug auf sin 2* 
zunächst die Formel 49 in Anwendung, neue 
nach der Formel 18 für cos 2 * = 1 — sin 2 i 
und reduziere; dann beachte man, dass sin; 
ein Faktor der Gleichung ist. Man erhalt ausser 
der Bestimmuogsgleichung: 
sin* = 
für x noch eine weitere Bestimmungsgleichung. 
in welcher nur die Funktion tgx vorkommt 



Andeutung. Man bringe die Formel 41 in An- 
wendung und reduziere die erhaltene Gleichung: 
man erhalt für x die Bestimmungsgleichung: 
sinx = 1 

Andeutung. Man bringe zunächst die Formeln 
41 u. 44 in Anwendung, dann dividiere man die 
neu erhaltene Gleichung durch cos 80° cosx, wo- 
nach man eine Bestimmungsgleichung für x er- 
hält, in welcher nur die Funktion tgx vorkommt 
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Aufgabe 307. Von welchen zwischen 0° and Andeutung. Man erh&lt schliesslich für x eine 
360° liegenden Winkeln ist der Kosinus halb Bestimmungsgleichnng, in welcher nur die Funk- 
so gross als der Sinns? tion tgx vorkommt. 



E. Aufgaben Über solche goniometrische Gleichungen, deren Auflösungen auf allge- 
meine Gleichungen fuhren, aus welchen man den gesuchten Winkel durch 
Vernunftschluss bestimmen kann. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 308. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

sin 2 # + sin'a = 1 Auflösung. Aus der gegebenen Gleichung 

in bezug auf * auflösen, erhüt man: 9in i x _ i_ gm i a 

oder, wenn man berücksichtigt, dass nach der 

Formel 13: „ 

1 — sin 2 « = cos 7 a 

gesetzt werden kann: 

sin'g = cos 7 a 

und hieraus ergibt sich: 

sin x = ±, Vcos 7 « 
oder : 
1) sin x = + cos « 

Berücksichtigt man nunmehr, dass 

a). Sin (90°— «) = COS « (siehe Formel 16a) 

b). sin(90 +«) = cos« ( „ .86a) 

c). sin (270°— «) = — cos« ( „ „ 88a) 
und 

d). sin (270°+ «) = — cos« ( „ , 88a> 

ist, so ergeben sich durch Vergleichnng der 
Gleichung 1). mit den Gleichungen a). bis d)» 
. für x folgende Hauptwerte: 

A). . . . x t = 90°— « 
B). . . . x 2 = 90°+ « 

C). . . . * a = 270°— « 
Und 
D). . . . 4 = 270°+ a 



Aulgabe 309. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

1— tgas 

in bezug auf x auflösen. 



= tg « 



a), 



tga 



Auflösung. Da nach der Erkl. 158 

tg 45« = 1 
ist, so kann man für die gegebene Gleichung 
die Gleichung: 

tg 450— tga; _ 

' ' l + tg45°tga> 
substituieren. 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 46 

T^ji^ - «<"•-*> 
setzen kann, so geht in Rücksicht dessen die 
Gleichung a). über in: 
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b). . . . tg(45°-*) = tg« 
Au8 dieser Gleichung ergibt sich, dass 
45'— x = a 

sein musß, dass also 
A). . . . x = 45°—« 

ist. 



b). Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 310. Man soll die goniometrische Andeutung. Man bringe die Formel 49 in An* 
Gleichung: . wendung, bestimme dann 2* durch Vernunft- 
2 sin x cos x = sin a schluss, wonach man dann x bestimmen kann. 
in bezug auf x auflösen. 

Aufgabe 311. Desgl.: 
sin x 4- sin a 

! _ = tff ß 

COBX-|-C08« 



Man entwickle Zahler und Nenner 
des Quotienten rechts nach den Formeln 66 
und 68, reduziere und bestimme dann te-|-«j 
durch Vernunft8chlu88, wonach man dann x 
bestimmen kann. 



Aufgabe 312. Desgl.: 

ctg x — tg x = cos a (ctg x + tg x) 



Andeutuno. Man setze nach der Formel 83: 
ctg « — tg x A 

—2 —5 — cos 2* 

ctgaj-f tg« 
bestimme dann 2x durch Vernunftschluss, wo- 
nach man dann auch x bestimmen kann. 



Aufgabe 313. Desgl.: 

tg(45* + s) — tg(45° — «) — 2tga 



Man bringe in bezog auf die linke 
Seite der gegebenen Gleichung die Formel 139 
in Anwendung, bestimme dann 2 g durch Ter- 
nunftschluss , wonach man dann auch x be- 
stimmen kann. 



Fi Aufgaben über solche goniometrische Gleichungen, deren Auflösungen auf 
allgemeine Gleichungen vom 2. Grade fuhren. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 314. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

tgxictgx = b 



so weit als möglich auflösen. 



Auflösung. Setzt man in der gegebenen 
Gleichung nach der Formel 9»: 

1 

ctga? 



so geht dieselbe über in 

tg* 



tgx 



= b 



tgx 
und hieraus erhalt man: 

tga&.tgfle = 6 

tg 2 « = 6 
oder: 
a). . . . tg« = ±Vb 

Eine weitere Auflösung in bezug auf x ist, 
ohne dass für b ein Zablenwert gegeben ist 
nicht möglich (siehe Erkl. 220). 
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Aufgabe 315. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

tg * ± ctg * = a 
so weit als möglich auflösen. 



Auflösung. Setzt man in der gegebenen 

Gleichung nach der Formel 9»: 

1 
ctg« = - — 
tg» 

so geht dieselbe über in: 
_,_ 1 
e tg* 

Löst man nunmehr diese Gleichung in bezug 
auf tg x nach den algebraischen Hegeln weiter 
auf, so erhält man der Reihe nach: 

tg*a?±l = atg* 
tg 2 x — a tgrc = + 1 

tg 1 «— atg «+(!") = 
(*.+ !)•- £*! 



+i 



+(t)' 



oder: 
A). . 



Eine weitere Auflösung in bezug auf * ist 
nur dann möglieb, wenn für a ein Zahlenwert 
gegeben ist. 

In besag auf das Auflöten unrein quadratischer Glei- 
obnogen siehe Kleyers Lehrbuch der Gleichungen vom 
2. Grad. 



Aufgabe 316. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

a sin 2 * + b sin x cos x + c cos 2 * = 
so weit als möglich auflösen. 

Erkl. 243. Die Gleichung: 

atg 7 x-\- btgx = — c 
in bezug auf tg* aufgelöst, gibtnler Reihe nach: 



Auflösung. Dividiert man die gegebene 
Gleichung durch cos'?, so erhält man: 

aBin** . 6 sin* cos* , ccos'* 



cos 1 « 
oder: 



cos 2 « 



cos 1 * 



cos 1 * 



/BinajX 1 , . sm* , A 

\C08*/ SOS« ' 



tg 2 x-\ tg* = 



/ , b V c , &' 

. b n/T 2 ^~4"ac~ 

ier: 

tg* = -^(— b + Vb^— 4ac) 

Siehe Kiefers Lehrbuch der Gleichungen vom 2. Grad. 



und mittels Benutzung der Formel 7: 

atg*x + b.tgx = — c 

Löst man diese unrein quadratische Gleichung 
in bezug auf tg x auf, so erh&lt man nach der 
Erkl. 243: 

A). . . tg* = l a - (-b±Vb*-4ac) 

Eine weitere Auflösung in bezug auf * ist 
nur dann möglich, wenn für a, b und c Zah- 
lenwerte gegeben sind. 



oder 
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Aufgabe 317. Man soll die goniometri- 
scbe Gleichung: 

a . b a 

sin 2 « * sin « . cos « ' cos 2 « 
so weit als möglich auflösen. 



Srkl. 244. Die Gleichung: 

, . , sin 2« /sin2«\ 2 

a. 1 + &- — 



/sin2«\ 2 
= C (-2-) 



nach sin 2« aufgelöst, gibt der Reihe nach: 

b c 

a + -~-sin2« = — sin 2 2« 

c b 

— sin 2 2« — — -sin 2a; = a 

4 6 

2b . 4a 

sin 2 2« sin 2« = — 

lsin2a;H )= h~r 

\ ' c/ c ' c 2 

•oi 6 ^-\/4ac + 6 2 



Auflösung. Multipliziert man die ganze 
Gleichung mit dem Generalnenner 

sin 2 « . cos 2 « 
und reduziert, so erhält man: 

a . cos 2 « + b . sin x . cos x -\- a . sin 2 « = 
c . sin 7 « . cos 7 « 
oder: 

a (sin 2 « + cos 2 «) -f b . sin « . cos x = 
c (sin x . cos «) 2 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 13 

sin 2 « -|- cos 2 « = 1 

und nach der Formel 49 

sin 2 ac 



sin x . cos x = 



2 



setzen kann, so geht in Rücksicht dessen jene 
Gleichung über in: 

, , . sin 2« /sin2«\ 2 

in welcher Gleichung sin 2« zunächst als 'un- 
bekannte betrachtet werden kann. Löst man 
diese Gleichung nach sin 2x auf, so erhält man 
nach der Erkl. 244: 



oder: 



sin 2* = — UAy^PtT A). . . ri.S. = !(-6±^4«c-t-6>) 

c — c * ' 

in 2x = — (— b ± Viäc + S 2 ) 



Eine weitere Auflösung dieser Gleichung in 
bezug auf x ist, ohne dass für a, b uud c 
Zahlenwerte gegeben sind, nicht möglich. 



b). Ungelöste Aufgaben. 



Aufgabe 318. Man soll die goniometrische 
Gleichung: 

a sin 2 « + 5 cos 2 « = c 
so weit als möglich auflösen. 



Aufgabe 319. Desgl.: 

asin« = 



sin« 



Aufgabe 320. Desgl.: 

tg (45° + x) — a tg x = a - 



Aufgabe 321. Desgl.: 

asin« = 5 cos 7 « 

Aufgabe 322. Desgl.: 

sin«.tg« = a 



Andeutung. Man setze nach der Formel 13: 
cos 2 « = 1 — sin 2 « 
man erhält alsdann eine Bestimmungsgleichong 
für «, in welcher nur die Funktion sin 2 « vor- 
kommt. 



Man multipliziere die Gleichung 
mit dem Generalnenner sin«. 



Andeutung. Man bringe die Formel 45 in An- 
wendung, beachte, dass tg45° = 1 ist und 
reduziere. Man erhält alsdann eine Gleichung, 
in welcher nur die Funktion tg 2 « vorkommt 



Andeutung. Man setze nach Formel 13 für 
cos 2 « = 1 — sin 2 «. 



Andeutung. Man setze nach Formel 7 tgx = 
und substituiere im weiteren nach For- 



sin« 
cos« 
mel 13 für sin 2 « = 1 — cos 2 «. 
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Aufgabe 32$. Man soll die goniometrische Andeutung. Man bringe die Formel 8 in An- 
Gleichung: a wendung und multipliziere die erhaltene Glei- 



sin « + ctg« = 
so weit als möglich auflösen. 

Aufgabe 324. Desgl.: 



sin« 



chung mit dem Generalnenner der Gleichung. 



1 4- tg « = — ctg x 



Aufgabe 325. Desgl.: 

atg« = o cos« 

Aufgabe 326. Desgl.: 

asin«-t~otg« = csin2« 



Andeutung. Man bringe die Formel 9* in An- 
wendung und multipliziere die ganze Gleichung 
mit dem Generalnenner tg«. 



Andeutung. Man bringe die Formel 7 und im 
weiteren die Formel 13 in Anwendung. 



Andeutung. Man bringe die Formeln 7 und 49 
in Anwendung, beachte dann, dass die hier- 
nach erhaltene Gleichung den Faktor sin « hat 
und dass man, nachdem mit diesem Faktor die 
ganze Gleichung dividiert wurde, in bezug auf 
cos x eine unrein quadratische Gleichung erhält. 



6. Aufgaben Über solche goniometrische Gleichungen, deren Auflösungen auf 
numerische Gleichungen vom 2. Grad fuhren. 

a). Gelöste Aufgaben. 



Aufgabe 327. Man soll die Hauptwerte 
für x bestimmen, welche der goniometrischen 
Gleichung: 

13 
3 sin 2 « 4~ 4 cos 2 » = -^-sü^« 

genügen. 



Auflösung. Nach Antw. der Frage 36 
sache man zunächst die in der gegebenen 
Gleichung: m 

13 
a). . . • 3 sin 2 « -f- 4 cos 2 « = --- sin 2 x 

vorkommenden Funktionen sin «, cos« u. sin 2« 
in eine und dieselbe Funktion des Winkelsa; 
auszudrücken. Zu diesem Zweck berücksichtige 
man zunächst, dass nach der Formel 49 für 

sin 2z = 2sin«.cos« 

gesetzt werden kann; in Rücksicht dessen geht 
die gegebene Gleichung a). über in: 

13 
3 sin 2 * -|- 4 cos 7 « = -^- . 2 sin x . cos x 

Dividiert man nunmehr diese Gleichung durch 
cos 2 «, so erh&lt man: 

3 sin 's 4 cos 2 « __ 13 2 sin«, cos« 
cos 2 « cos 2 » "" 2 cos 2 « 

oder nach gehöriger Reduktion: 



\ COS X / ' 



sin« 
cos« 
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Da man nun weiss, dass nach der Formel 7 

sin« 

= tg« 

cos« ° 

ist, so erhalt man in Rücksicht dessen aus vor- 
stehender Gleichung: 

b) 3tg 2 « + 4 = 18tg« 

Diese Gleichung ist in bezug auf tg « eine 
unrein quadratische Gleichung. Löst man 

17 
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dieselbe Dach den Regeln, welche zur Auf- 
lösung der unrein quadratischen Gleichungen 
bestehen, in bezug auf tg x auf, so erhalt man 
der Reihe nach: 

Stg's — 13tga? = — 4 

igx — 3~ tgaJ Ä ~y 



13 ♦ . / 13 V 4 . / 13 v 

Erkl. 245. Führt man die id dem Ausdruck: i tgx — 7r~ö") = ("S - ) — "ö - 

angedeutete Rechnung aus, bezw. reduziert 

man diesen Ausdruck, so erhalt man der Reihe . _ 18 11 

nach: tg ar = -g-±-g- (»iAeBALW) 

A/V 13 V IT — -4- A/J 8 '— i- * und hleraus erhalt man eiam*l: 

VU/8"-Ve*'8 13 , 11 

_+A/i^- 4 oder: 6 * 

- V 86 3 i). . . tg x = 4 



-±v- 



169 — 48 und ein andermal: 

13 11 



86 

— -hA/^ 121 oder: l" 

" - V 36" 2). . . tg* = y 

= -+- _ Aus der gegebenen toniometr. Gleichung er- 

6 • geben sich also für die Taugens des unbe- 

kannten Winkels x zwei Werte. Die zu die- 
sen Werten gehörigen Winkel kann man mit- 
tels Anwendung der Logarithmen wie folgt 
berechnen: 
Aus der Gleichung 1). erhalt man: 

log tg x = log 4 

Nun ist: 

xiuu lo ^ 4 _ 0>6020600 

ÄlB0; log tg x = 0,6020600 

19748 

mithin: — §75- 

«==75° 57' 40" 805,5 

oder: + ' 8 «.« 

x = 75° 57' 49,5" 

In Rücksicht der Formel 24: 
tg(2B + a) = tgo 
und der Erkl. 241 erhält man also hiernach 
für x die beiden Hauptwerte: 

A). . . . x t = 75° 57' 49,5" 

Und a?,= 222 +75° 57' 49,5" 

= 180°+ 75° 57' 49,5" 
oder: 
B). . . . x 2 = 255° 57' 49,5" 

Aus der Gleichung 2). erhält man ferner: 
log tg x = log 1 — log 3 
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Nun ist: +10 _ w 

logl = 0,0000000 (e.Brkl.227) 

- log 3 = — t 4771213 
log ig x = 9,5228787-10 

. ,. 8879 

mithin : 40g 

« = 18*26'0" 851,0 

+5" 57,0 

oder: + ' 8 " 56,1 

x = 18° 26' 5,8" 

Analog wie vorhin erhalt man also anch 
noch für x die weiteren Hauptwerte: 

C). . . *, s= 18« 26' 5,8" 

* 4 = 2R+ 18*26' 5,8" 
= 180*+ 18° 26' 5,8- 

D).' . . « 4 = 198° 26' 5,8- 

Aaigabe 328. Man soll die Hauptwerte 
für x bestimmen, welche der goniometrischen 
Gleichung: Auflösung. Mittels Anwendung der For- 

sin2« + sin3« = 3 sin« mel 49: . „ . 

genügen. sin2« = 2 sin a. cos« 

und der Formel 97: 

sin 3a = 3sina — 4 sin 3 « 
erhalt man aus der gegeb. Gleichung die neue 
Gleichung: 

a). 2 sin*, cos« + 3 sin« — 4sin s « = 8sin« 

Erkl. 246. Löst man die nebenstehende Da in die8er Gleichung sin x als Faktor der 

Gleichung: ganzen Gleichung vorkommt, so hat man nach 

2 cos* — 4 f 1 — cos 2 «) = i er . ErkL 287 machst für « die goniometr. 

v BestimmungsgleichuDg: 

nach cos« auf, so erb&lt man der Reihe nach: b\ . . sin« = 

2 cos x — 4 + 4 cös 2 « = Aus dieser Gleichung ergeben sich nach Ant- 

4 cos 2 « ■+- 2 cos x = 4 wort der Frage 18 für x die Hauptwerte: 

, , 1 f A) x t = 00 

cos 2 « -f--^- cos« = 1 und 

Z * B) «, = 180» 

cos 2 « + -- cos« + (--} = 1 4- (—V Dividiert man ferner jene Gleichung a). durch 
2 ' \4/ ' \4/ den Faktor sin», so erhalt man: 

Z^,, 1\ 2 •_, 1 , 2cos« + 3 — 4sin 2 « = 3 

i cos« + — l = 1 4- _ oder: y 

__ 2 cos« - 4 sin 2 « = 

cos« 4- -i- _ + \ /" JI. Setet man in die8e * Gleichung nach Formel 13 

"^ 4 ~ - Y 16 für 8iü 2 x = i-.cob** 

so erhalt man: 

2 cos« — 4(1 — cos 2 «) = 

oder: und aus dieser Gleichung ergibt sich, wenn die- 

cos « = --(— 1 ± Yn) 8elbe nach C08Ä auf 8 elöst wird: 

C). . . COS « = -j- (— 1 ± Yrj\ (..Brkl.246) 

Berechnet man Yvf z. B. auf 6 Decimalen 
genau, so erhalt man hiernach: 

cos « = -1 (— 1 ± 4,123105) 
oder: 



cos«= — j± jVl7 
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d). 



cosx = — . 8,123 105 



Erkl. 247. Aas der Gleichung: 

cosä = 0,780776 
findet man x mittels Anwendung der Loga- 
rithmen wie folgt: 

log cos* = log 0,780776 
Nun ist: 

log 0,780776 = 0,8925281-1 
+ 33,6 

log cos« = 0,8925265-1 
oder: 

log cos x = 9,8925265-10 

5196 

mithin ist: w 

x = 38° 40' 10" * 7 ' 2 

oder: "Z*L — 

x = 38° 40' 6" 



indem der zweite für cosas sich ergebende Wert, 
nftmlich : * 

cos« r= —. — 5,123105 

unmöglich ist, da hiernach cos* grösser als — 1 
sein müsste, die Kosinus aller nur denkbaren 
Winkel aber zwischen den Grenzen -|- 1 and 
— 1 liegen. 
Aas der Gleichung d). erh&lt man ferner: 

e) cos» =s 0,780776 

Bestimmt man hiernach x mittels Benutzung 
einer trig. Tafel oder mittels Anwendung der 
Logarithmen, so erh&lt man für x den spitzen 
Winkel : 

X = 38° 40' 6,5" (aiehe Erkl. £47) 

In Rücksicht der Formel 22: 

cos(4Ä — o) = C08a 
und der Erkl. 229 erh&lt man also hiernach 
für «die beiden weiteren Hauptwerte: 



C). . 
und: 


. «, 

*4 


_^ 


38° 40' 6" 

422 —38° 40' 6" 


oder: 
D). . 


- *4 


= 


860° — 38° 40' 6" 
821° 19' 54" 



Anlgabe 329. Welches ist der spitze 

Winkel, dessen Sinus gleich der Hälfte des 

Eosinas jenes doppelten Winkels ist? Auflösung. Bezeichnet man den gesach- 

ten spitzen Winkel mit x, so besteht ge- 
mäss der Aufgabe für x die Bestimmungs- 

Erkl. 248. Löst man die Gleichung: gleichang: ^ 

i M N a). . . . sin« = -^008 2« 

sin« = y(l — 2sin*s) 2 

. . - . . _ , lA , Setzt man in dieser Gleichung nach der 

in bezug auf sin x auf, so erh&lt man der Formel 51 

" L 1_ " cos 2a? = 1 — 2sin 2 g 

so geht dieselbe über in: 

b). . . . sin x = i- (1 — 2 sin'«) 

Löst man diese Gleichung nach sin« vi 
so erh&lt man nach der Erkl. 248: 



Beihe nach: 

2 eins = 1 — 2 sin 2 « 
2 %m % x + 2 sin x = 1 

sin'as -(- sin x = -3- 
sin*+ 2 = ±y-f 

— -— J-±|V«" 

ein*« ^(-i±yS) 



c). 



sin 2 



-i(-i±V5) 



oder: 



oder nach der Erkl. 249: 

d). . . . 8in* = l(-l + ^3) 

Berücksichtigt man, dass nach der ErkL 250 

V* = 1,732050 
ist, so erh&lt man hiernach: 

sin* =1 (-1 + 1,7! 
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Erkl. 249. • Berücksichtigt man, dass in 
nebenstehender Gleichung c). : 

■In* = A(-l±VäT) 

V% grösser als 1 ist (siehe Erkl. 250), dass 
man also bei Benatzung des 2. Vorzeichens 
( — ) der y3 für sin x einen negativen Wert 
erhielte, der grösser als 1 ist; die Sinns 
aller denkbaren Winkel aber stets zwischen 
+ 1 und — 1 liegen, also nur echte Brüche 
sind, so ergibt sich hieraas, dass das nega- 
tive Vorzeichen jener VIT, als der Aufgabe 
nicht entsprechend, vernachlässigt werden 
mus8. 

KrkL 250. Den Wert für V$ kann man 
logarithmisch wie folgt bestimmen: 



log VT = ylogS 
Nun ist: log 3 = 0,4771213 

* 2 

log ^3" = 
mithin ist: 

numlogV^ = 1,732050 
oder: ,.— 

V3 = 1,732050 



0,2385606 

5479 



127 
125,5 

1,5 



sin* = y. 0,732050 
oder: 
e). . . . sin x = 0,366025 

Mittels Anwendung der Logarithmen findet 
man hieraus x wie folgt: 



Nun ist: 



log sin x = log 0,366025 

log 0,866025 = 0,5635048 — 1 
+ 59,5 



oder: 



log sin x = 0,5635108—1 
log sin * = 9,5685108— 10 

4870 



mithin: 

x - 



oder: 



21° 28' 10- 

+4" 
+ 0,5" 



288 

814,0 
24,0 
26,7 



x = 21° 28' 14,5- 



Der gesuchte spitze Winkel ist also 
= 21° 28' 14,5" 



Aufgabe 330. 

x bestimmen , 
Gleichung: 

3 sin 2 x - 
genügen. 



b). Ungelöste Aufgaben. 



Man soll die Hauptwerte für 
welche der goniometrischen 

1,7 tgx = 4 sin x cos x 



Andeutung. Man bringe die Formeln 49 und 7 
in Anwendung, beachte, dass sin« ein Faktor 
der Gleichung ist, dass man also zunächst die 
Bestimmungsgleichung : 

8inas = 
hat. Dividiere dann die ganze Gleichung durch 
sing und multipliziere sie mit dem General- 
nenner cos x u. s. w. 



Aufgabe 331. Von welchem spitzen Winkel Andeutung. Die anzusetzende Bestimmungs- 
ist die Tangens doppelt so gross als der Sinus . gleichung ergibt sich aus dem Wortlaut der 
des doppelten Winkels? Aufgabe. 



Aufgabe 332. Man soll die Hauptwerte für 
x bestimmen, welche der goniometr. Gleichung : 

12 sin (a? + 45°) — 4 cos« — 9sina: = 
genügen. 



Aufgabe 333. 

5 ctg 05 — 2tgx 



Desgl.: 
3 sin« 



5 cos« 



COS« 



sma? 



= 



Andeutung. Man entwickle sin (x -f- 45°) nach 
der Formel 41 , berücksichtige dann , dass 

sin 45° = cos 45° = -i-VTirt, reduziere und 

drücke schliesslich cos« in sin« au9, wonach 
man in bezug auf die Funktion sin x eine rein 
quadratische Gleichung erh&lt. 



Man bringe die Formeln 7, 8 und 
13 in Anwendung, wonach man schliesslich 
in bezug auf die Funktion sin x (oder cos x) 
eine rein quadratische Gleichung erh&lt. 
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Aufgabe 334. Desgl.: 

C08 X — tg « = -yg- COS X 



Andeutung. Man setze gemäss der Formel?: 



sin« 

tg« = 

° cos« 



multipliziere alsdann die erhaltene Gleichung 
mit dem Generalnenner cos x und reduziere. 
Man erhält alsdann in bezug auf cos« eine 
rein quadratische Gleichung. 



Aufgabe 335. Man soll den Winkel be- Andeutung. Hat man die der Aufgabe ein- 
rechnen , dessen Tangens 28 mal so gross ist, sprechende Bestimmungsgleichung angesetzt, so 
als die Differenz des 4. Teils des Sinus jenes bringe man die Formeln 7 und 49 in Anven- 
doppelten Winkels und des 3. Teils des Sinus düng und beachte dann, dass die hiernach er- 
jenes Winkels. haltene Gleichung den Faktor sin« enthält 

Man erhält schliesslich in bezug auf cosx 
eine rein quadratische Gleichung. 



Aufgabe 336. Desgl.: 

8 sin« = 2 cos 7 « 



Aufgabe 337. Desgl.: 



sin« = 



tg« 



Aufgabe 338. Desgl. : 

sin « + ctg« = 

sin « + 4 ctg« = 



1 
sin« 
2 



sin« 



Andeutung. Die Aufgaben 336 bis 347 lose 

man zuerst in bezug auf eine Funktion des 
unbekannten Winkels « auf und zwar analog 
wie bei den gelösten allgemeinen Gleichungen 
im vorigen Abschnitt gezeigt wurde. Dana 
berechne man die Hauptwerte, welche den 
betreffenden Funktionen des Winkels « zu- 
kommen, wie in den Auflösungen der vor- 
hergehenden gelösten numerischen Gleichun- 
gen gezeigt wurde. 



Aufgabe 339. Desgl.: 



1 



cos « = sin 2 « — cos 7 « 



Aufgabe 340. Desgl.: 

tg«+Ctg« = y 

Aufgabe 341. Desgl.: 

18 tg« = 24co8« 

Aufgabe 342. Desgl.: 

cos« = tg« 



Aufgabe 343. Desgl. 
1 



sin „ « = cos« 



Aufgabe 344. Desgl. : 



cos « -f cos y *= 1 
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Aufgabe 345. Desgl. 

1 



T tg* = cog-2- 



Aufgabe 346. Desgl.: 

tgs = 



1 . .1 
T^' + rä 



Andeutung. Man bringe die Formeln 7 und 

49 in Anwendung, beachte, dass sin x ein Fak- 

sin2» tor der Gleichung ist und löse dann die durch 

sin x dividierte Gleichung in bezug auf cos x auf. 



Aufgabe 347. Desgl.: 



Andeutung. Analog der gelösten Aufgabe 827. 



3 sin 2 x - 



4 cos 7 « = Y 8in2aJ 



Aufgabe 348. Man soll den im 1. Qua- 
dranten liegenden Winkel bis auf Sekunden 
genau bestimmen, für welchen die Kotangens 
gleich dem Sinus ist. 



Andeutung. Zur Lösung der Aufgaben 348 
bis 352 setze man zuerst eine dem Wortlaut 
der betr. Aufgabe entsprechende Bestimmungs- 
gleichung an, wie in der gelösten Aufgabe 329 
gezeigt wurde. 



Aufgabe 349. Man soll den spitzen Win- 
kel berechnen, dessen binus zusammen mit 
dessen Kosinus die Summe = 1,63845 ergibt. 



Aufgabe 350. Man soll den spitzen Winkel 
berechnen, dessen Kosinus zu dem Sinus jenes 
halben Winkels in dem Verhältnis wie 3 : 100 
Bteht. 



Aufgabe 351. Man soll den spitzen Winkel 
berechnen, dessen Sinus zu dem Sinus jenes 
doppelten Winkels addiert, gleich der Tangens 
jenes spitzen Winkels ist. 



Aufgabe 352. Welches ist der spitze Win- 
kel, dessen Kosinus zum Kosinus des doppel- 
ten Winkels addiert = 1,00345 ist? 



Aufgabe 353. Man soll die Hauptwerte für 
x bestimmen, welche der Gleichung: 

a sin x — b cos x = (2 a + b) sin 2 2 x — b cos 2 ^ x 
genügen. 



Andeutung. Man setze gemäss der Formel 64a 
. , 1 1 — cos x 

m V = 2 

und gemäss der Formel 65 a 



,1 1 + cos x 

co * 2 ~2* = 2 

reduziere alsdann die somit erhaltene Glei- 
chung, wonach man eine numerische Glei- 
chung erhält, in welcher nur noch sin x und 
co8£ vorkommen. Setzt man nach der For- 
mel 13 für cos x = Vi — sin 2 », so erhält 
man in bezug auf sin x eine unrein quadrati- 
sche Gleichung. 



Aufgabe 354. Man soll die Hauptwerte für 
x bestimmen, welche der Gleichung: 

sin (»+«) — sin (x — a) = sin (2x + o) — 

sin (2» — o) + sin a 
genügen. 



Andeutung. Man entwickle zunächst: 
sin (x + a) — sin (x — o) 

desgl. sin (2 x + a) — sin (2 x — a) 
je nach der Formel 67, indem man in derselben 
a = x + a, bezw. = 2« + «, und ß = x—~ «, 
bezw. = 2x — a setzt; dann reduziere man die 
erhaltene Gleichung so weit als möglich, wo- 
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nach man eine numerische Gleichung erhalt, 
in welcher nur noch cos x und cos2x vor- 
kommt In dieser Gleichung setze man ge- 
mäss der Formel 52 

cos 2* = 2 cos 2 « — 1 
wonach man in bezog auf cos x eine unrein 
quadratische Gleichung erhalt. 



Aufgabe 355. Man soll die Hauptwerte für 
x bestimmen, welche der Gleichung: 
ctg x -f- ctg 2x = 4 -f tg x 
genügen. 



Aulgabe 356. Desgl.: 
tg2s + tg3a> 



Andeutung. Man setze gemäss der Formel 8: 
ctg * = 

8 tgflC 

und gemäss der Formel 56 

et g2* = LTi!??? 

2tga> 
multipliziere dann die somit erhaltene neue 
Gleichung mit dem Generalnenner 2tgg, wo- 
nach man in bezug auf tg x eine unrein 
quadratische Gleichung erhält 



3tg« 



Andeutung. Analog der gelösten Aufgabe 328. 



H. Aufgaben Über solche einfachere goniometrische Gleichungen, welche 
zwei unbekannte Winkel enthalten. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 357. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 
. sin x __ Auflösung. Da man die Summe der 

sin y ~~ beiden unbekannten Winkel x und y kennt, 

so weit als möglich auflösen , wenn man 80 suche man zunächst eine goniometrische 
weiss, dass in bezug auf die beiden unbe- Funktion der Differenz jener Winkel zu 
kannten Winkel x und y die Relation : berechnen ; denn kennt man die Summe und 
i die Differenz zweier Winkel, so kann man 

• * -f- y — « hieraus auf einfache Weise jeden einzelnen 

Winkel bestimmen. 

Betrachtet man die gegebene Gleichung L 
als die Proportion: 

sin x __ m 
siny "~ 1 
und bringt man den in der Erkl. 239 ange- 
führten Summen- und Differenzensatz in An- 
wendung, so erhalt man: 

sin x -f- sin y __ m + 1 
sin x — sin y ~~ m — 1 

Bringt man nunmehr die Formeln 66 und 
67 in Anwendung, so geht letztere Gleichtut! 
über io: 



II. . 
besteht. 



2 sin 


x + y 
2 


»C08 


2 cos 


x-+-y 


• sin 



und hieraus erhält 
Formel 7: 



_2 

x — y 

2 
man 



m+1 
w — 1 



in Rücksicht der 
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tg^-ctg^-"^ 1 



w — 1 

oder, da nach der gegebenen Gleichung II 

x + y = c 
also: 

s-hy — iL 
2 ~ 2 
ist: 

Hieraus ergibt sich endlich: 

*,-=*_ »±i_JL_ 

2 m — 1 A a 

*T 

oder, wenn man beide Seiten dieser Gleichung 
umkehrt und berücksichtigt, dass nach der 
Formel 9: 

, « — y g 2 

ctg— ^ 

gesetzt werden kann: 

*\ A x — y m — 1 x « 

Eine weitere Auflösung in bezug auf — ^~- 
18t nur dann möglich, wenn für m und (x+y) 
bezw. für ~ Zahlenwerte gegeben sind. Ist dies 
der Fall, so berechne man mittels der Loga- 
rithmen den Winkel *~Z^ bezw. x — y. 

Aus dem fürx-f-v gegebenen und für x — y 
gefundenen Wert findet man leicht die ge- 
suchten Winkel x und y. 



Aufgabe 358. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

I sinz.siny = *>» Aallösung. Da man die Summe der 

so weit als möglich auflösen , wenn man beiden unbekannten Winkel x und y kennt, 
weiss, dass in bezug auf die beiden unbe- 80 8nclie man zunächst eine goniometrische 
kannten Winkel x und y die Relation: Funktion der Differenz jener Winkel zu 
jj x i y == a berechnen; denn kennt man die Summe und 

besteht ^ ie Differenz zweier Winkel, so kann man 

hieraus auf einfache Weise jeden einzelnen 
Winkel bestimmen. 
Nach der Formel 69 ist: 

cos a — cos ß = — sin — £-*- • sm — ~- 
oder, wenn man dieselbe wie folgt umschreibt: 



. a+ß , a — ß 
— sin — ^-£-sin — =-£ = coso — cos/f 



oder: 



. a -\- ß . a — ß 
sin — ^-£ • sm g r = cos ß — cos a 



Setzt man in dieser Gleichung 
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Erkl. 251. Ist: 



a + ß , a — ß 

_^P = x und __P = y 

also nach der Erkl. 251 



a -+- ß - = x 

und 2 a = * + y 

a _^ ^ und /* = x — y 

2 "" ^ 80 erhält man: 

so ist hiernach: a ) t . . ginaj.siny = cos(x— y) — cos(«+y) 



In Rücksicht dieser Gleichung a). geht die 



1). . . . a + ß = 2x 

"m ä =s 2i/ gegebene Gleichung über in: 

Dnrch Addition dieser beiden Gleichungen v -~yJ l 1-yj — 

erhält man: un( * hieraus erhält man: 

oder- 2« = 2« + 2y cos (ä — y) = m + cos (x + y) 

a). . . . . a = x + y oder, daaj + y = a ist: 



and darch Subtraktion jener beiden Gleichun- 



A). . . cos (x — y) = m + cos a 



gen erhält man: Eine weitere Auflösung in bezug auf (je— y) 

2ß z= 2x — 2y * 8t nur ^ ann möglich» wenn für a und m Zah- 

oder: lenwerte gegeben sind. Ist dies der Fall, so 

hl r — <r «# berechne man cos (x — y) und bestimme dann 

dj. ... p _ x y den Winkel (x _ y) 

Aus dem für (x + y) gegebenen und dem 
für (x — y) gefundenen Wert findet man leicht 
die gesuchten Winkel x und y. 



Aufgabe 359. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

I. . . . sin ? #+sin 2 y = m Auflösung. Da man die Summe der 

so weit als möglich auflösen , wenn man beiden unbekannten Winkel x und y kennt, 

weiss, dass in bezug auf die beiden unbe- so suche man zunächst eine goniometrische 

kannten Winkel x und y die Relation: Funktion der Differenz jener Winkel zu 

j j x + y = a berechnen. Zu diesem Zweck forme man 

besteht. ^ e g e 8 eDene Gleichung wie folgt um: 

2 sin 2 « + 2 *in 2 y = 2m 

und berücksichtige, dass man nach der For- 
mel 64 

2 sin 2 « = 1 — cos 2a: 
und 

2sin 2 y = 1 — cos2y 

setzen kann; man erhält hiernach: 

1 — cos 2x + 1 — cos 2y = 2m 
oder: 

cos 2x + cos 2y = 2 — 2m 

Bringt man nunmehr in bezug auf die linke 
Seite dieser Gleichung die Formel 68 in An- 
wendung, indem man in letzterer a = 2a? und 
ß = 2y setzt, so erhält man: 

2x4-2« 2x — 2y rt „ 
2 cos ~— Z- • cos — ^- = 2 (1 — ») 

oder: 

cos (x + y). cos (x — y) = 1 — m 

Da nun x + y = a ist, -so erhält man hieraus: 

«x / \ 1 — m 

A). . . . cos (x — y) = 

' v 9 ' cos« 

Eine weitere Auflösung in bezug auf (x—y) 
ist nur dann möglich, wenn für a und m Zab- 
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lenwerte gegeben sind. Ist dies der Fall, 60 
berechne man cos (x — y) und bestimme dann 
den Winkel (ae — y). Aus dem für (x+y) ge- 
gebenen und dem für (x — y) gefundenen Wert 
findet man leicht die gesuchten Winkel x und y. 



Aufgabe 360. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

I. . . . ctgsc+ctgy = m 
so weit als möglich auflösen, wenn man 
weiss, dass in bezug auf die beiden anbe- 
kannten Winkel x und y die Relation: 

II x + y = a 

besteht. 



Auflösung. Da man die Summe der 
beiden unbekannten Winkel x und y kennt, 
so suche man zunächst eine goniometrische 
Funktion der Differenz jener Winkel zu 
berechnen. Zu diesem Zweck forme man 
die gegebene Gleichung wie folgt um: 



C08Ä 



cosy 



sinx 



siny 



cos x . sin y -f sin x . cos y 

. . sr m 

sin x . sin y 

cos x . sin y + sin * . cos y = m . sin x .sin y 

Setzt man nunmehr für die linke Seite dieser 
Gleichung nach der Formel 41 = Bin(o5+y), 
so erb &lt man: 



oder: 

a). . 



sin (x-\-y) = tn . sin x . sin y 
sin x . sin y = 



sin(Ä + y) 

Da nun m und (x-\-y) gegebene Grössen 
sind, so ist die Gleichung a). mit der in der 
Aufgabe 358 gelösten goniometrischen Glei- 
chung identisch und man kann im weiteren 
verfahren wie dort gezeigt wurde. 

Man erh&lt schliesslich, analog wie dort: 



cos(a: — y) = 
oder: 
A). . co8(x — y) = 



tn 



Bin(x+y) 
m 



- cos (a? + y) 



sin a 



+ cos a 



Sind für a und m Zahlenwerte gegeben, so 
berechne man cos(g — y) und bestimme (x—y). 
Aus dem für [x-f-y) gegebenen und dem für 
{x — y) gefundenen Wert ergeben sich leicht 
die gesuchten Werte für x und y. 



Aufgabe 361. Wie berechnet man die 
unbekannten Winkel x und y, wenn man 

weiss, dass die Summe der Sinus derselben Auflösung. Die Aufgabe gibt für die 
= a und die Summe ihrer Kosinus = o ist? gesuchten Winkel x und y die Bestimmungs- 
gleichungen: 



I. 

IL 



sin x + 6in y = a 



. cos x + cos y = b 

Bringt man in bezug auf die linke Seite 
der Gleichung I die Formel 66 und in bezug 
auf die linke Seite der Gleichung II die For- 
mel 68 in Anwendung, bo erhält man die wei- 
teren Gleichungen: 
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m. . . 2.8^^.008^ = « 

I 

rV. . . 2.008^.008^ = 6 i 

Dividiert man nunmehr die Gleichung III 
durch die Gleichung IV, reduziert und bringt 
die Formel 7 in Anwendung, so erhält man: 

v. ... ig 2 h 

Aus dieser Gleichung kann man, wenn für 
a und b Zahlenwerte gegeben sind, die Summe 
(s + y) der gesuchten Winkel berechnen. — 
Hat man hiernach diese Summe gefunden, so 
verfahre man im weiteren analog wie in den 
vorhergehenden Aufgaben gezeigt wurde, in- 
dem alsdann entweder aus der Gleichung I: 

smx-j-Biny = a 
oder aus der Gleichung II: 

cosx + cosy = b 
x — y zu bestimmen sacht 



Aufgabe 362. Die Summe zweier posi- 
tiver spitzer Winkel beträgt 87° 24' 17", 

die Tangens dieser unbekannten Winkel Auflösung. Gemäss der Aufgabe bestehen 
stehen in dem Verhältnis von 5:4; welches f ur die gesuchten Winkel, wenn man die- 
sind jene Winkel? selben mit x und y bezeichnet, die Bestim- 

mungsgleichuugen : 
I. . . . x + y = 87°24'17« 

Erkl. 252. "Mittels Anwendung der Loga- und tf , x 5 

rithmen findet man aus der Gleichung: II. . . . — - — = -j- 

sin87°24'17" *^ 

sin (x — y) = ^ Da die Summe der gesuchten Winkel x und 

wie folgt: V nacn Gleichung I gegeben ist, so suche i 



log sin (*-,)« log sin 87« 24' 17-- log 9 ™££S£ U *' Di f '*"" di68er WÜlkcl 
Nun ist: Durch Anwendung des in der Erkl. 239 an- 
log sin 87° 24' 17- = 9,9995586 geführten Summen- und Differenzensatzes aas 
+ 7 (■ »MM») der Proportionslehre erhält man aus Gleich. II: 



9,9995543 
log 9 = —0,9542425 



III 




tgx 


+ tgy _ 


5 


+ 4 






tgx 


— tgy 


5 


— 4 


oder, 


wenn 


man die Formel 7 


in Anwendung 


bringt 




sin os 


, «fcy 










C08 8 


1 cosy 




9 






sin« 


siny 




1 



log sin (x — y) = 9,0453118 

2726 

mithin ist: 
ä — y = 6° 22' 20* 

oder: + 2,1" (..Biki.254) 

*— y = 6° 22' 22,1* cos x cos y 

(Siehe Erkl. 255.) Multipliziert man Zähler und Nenner des 

Quotienten links mit cos x cos y, so erhält 
man weiter: 
Erkl. 253. Da zur Bestimmung der Partes sin , C09 j 

proportionales für 7" in der Vega'schen Tafel ! y ^ ' 9 - = 9 

kein Proportionaltäfelchen enthalten ist, so sin*, cos y — cos ».sin y 

berechne man dieselben mittels der Proportion; oder> wenn man ^ For meln 41 und 42 ia 
10 : x = 10* : 7* Anwendung bringt: 
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x = 



7.10 
10 



man erhält: 

oder: 

x = 7 

(Siehe Kleyert Lehrbnoh der Logarithmen.) 

Erkl. 254. Da zur Bestimmung der Partes 
proportionales (Sekundenteile) für 392 in der 
Vega'schen Tafel kein Proportionaltäfelchen 
enthalten ist, so berechne man jene Sekunden- 
teile mittels der Proportion: 

1885 : 392 = 10- : x" 



x = 



392 . 10 

1885 
3920 



mithin: 
oder: 



1885 



x = 2,1" 



sin(s + y) _ g 
sin (x — y) 

Setzt man in dieser Gleichung für (x-\-y) 
den gemäss der Aufgabe gegebenen Wert 87" 
24' 17* ein und löst letztere Gleichung in be- 
zug auf sin (x — y) auf, so erhält man : 

. , , sin 87° 24' 17- 
a). . . sm(a: — y) = g 

Aus dieser Gleichung erhält man nach der 
Erkl. 252 für « — y den Hauptwert: 

IV. . .3 — y = 6° 22' 22,1" (•.Erkl. 255) 
Aus den Gleichungen I und IV: 
x + y = 87«24'17- 
x — y = 6« 22' 22,1- 
erhält man durch Addition: 

2» = 93° 46' 39,1" 



ErkL 255. Nach der Erkl. 226 erhält man 
für (x — y) noch den weiteren Hauptwert: 
x — y == 180°— 6° 22' 22,1" 

oder: x — y = 173* 37' 37,9- 

Bei Benutzung dieses Wertes für x — y 
würde man in Verbindung mit dem gemäss 
der Aufgabe für x-hy gegebenen Wert für 
x und y stumpfe Winkel erhalten, welche 
jedoch dem Wortlaut der Aufgabe entsprechend 
ausgeschlossen sind. 



oder: 
A). 



x = 46« 53' 19,55" 



Ferner erhält man aus jenen Gleichungen 
durch Subtraktion: 



oder: 
B). 



2y = 81° 1' 54,9* 
y = 40° 30' 57,45- 



Auigabe 363. Man soll die goniometri- 
schen Gleichungen: 

I. . . . sing — siny = a 
und 

II. . . . cos x — cos y = b 

so weit als möglich auflösen. 



Auflösung. Bringt man die Formeln 67 
nnd 69 in Anwendung, so gehen die ge- 
gebenen Gleichungen über in: 



III. 



IV. 



. 2cos^.sin^ = a 



Dividiert man nunmehr die Gleichung III 
in die Gleichung IV und bringt die Formel 7 
in Anwendung, so erhält man: 

_tK*+^ = - 

2 a 

oder: 

x+y _ _j^ 

a 



tg- 



Sind für a und b Zahlenwerte gegeben, so 

kann man aus dieser Gleichung — ~~~ oder 

die Summe {x + y) der gesuchten Winkel be- 
rechnen. In Rücksicht dieser nunmehr be- 
kannten Summe kann man alsdann, analog 
wie in den vorhergehenden Aufgaben gezeigt 
wurde, aus Gleichung I oder aus Gleichung II 
die Differenz jener Winkel bestimmen', wo- 
nach sich die gesuchten Winkel x und y selbst 
auf einfache Weise bestimmen lassen 
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b). Ungelöste Aufgaben. 



Aufgabe 364. Man soll in Rücksicht, dass 
I. . . . x-\-y = a ist, 
die goniometrische Gleichung: 

IL . . . sin x + sin y = m 
so weit als möglich auflösen. 



Andeutung. Die Auflösungen der Aufgaben 
864 — 367 sind im allgemeinen analog der Auf- 
lösung der Aufgabe 357. Man versuche mit- 
tels Anwendung der Formeln 66 bis 69 eine 
goniometrische Funktion der Differenz der 
Winkel x und y zu berechnen. 



Aufgabe 365. Desgl.: 
I. . . . x 4- y = a 
II. . . . sin * — sin y = m 

Aufgabe 366. Desgl.: 
I. . . . x + y = a 
II. . . . cos x + cos y = m 

Aufgabe 367. Desgl.: 
L , : . * + y = a 
IL . . . cos x — cos y = m 

Aufgabe 368. Desgl.: 
I. . . . x — y = a 
II. . . . sin x •+- sin y = ni 



Aufgabe 369. Desgl.: 
I. . . . x — y = a 
IL . . . sin x — sin y = m 

Aufgabe 370. Desgl.: 
I. . . . * — y = a 
IL . . . cos x + cos y = m 

Aufgabe 371. Desgl.: 
I. . . . x — y = a 
II. . . . cos x — cos.y = m 



Andeutung. Bei den Aufgaben 868—371 ver- 
suche man mittels Anwendung der Formeln 
66—69 eine goniometr. Funktion der Summe 
der Winkel x und y zu berechnen, da die 
Differenz dieser Winkel gegeben ist. 



Aufgabe 372. Desgl. 



Andeutung. Analog der gelösten Aufgabe 362. 



I. . . . x — y = a 




TT sina _ m 
8iny n 




Aufgabe 373. Desgl.: 




I. . . . x + y = a 




1T cos» __ m 
cosy n 




Aufgabe 374. Desgl.: 




I. . . . x — y = a 




TT cos« __ m 
n» ... ■ — -- 
1 cos y n 
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Anlgabe 375. Desgl.: 
I. . . . « — y = a 

IL . . . sin « . sin y = m 



Anlgabe 376. Desgl.: 

J. . . . x + y = a 
IL . . . sin g. cos ^ = m 

Aufgabe 377. Desgl.: 

I. . . . x — y = a 
II. . .«. sinxcosy = m 

Aufgabe 878. Desgl.: 
I. . . . x + y = a 
IL . . . cos x . cos y = m 

Aufgabe 379. Desgl.: 

I. . . . x — y = a 
IL . . . cos« cos y = m 

Aufgabe 380. Desgl.: 
I. . . . x + y = a 
IL . . . sin 2 « + sin 2 y = m 

Aufgabe 381. Desgl.: 
I. . . . « — y = o 
IL . . . sin 2 « — sin 2 y = m 

Aufgabe 382. Desgl.: 

I. . . . x + y = a 
IL . . . sin 2 « — sin 2 y = m 

Aufgabe 383. Desgl.: 
I. . . . x + y = a 
IL . . . cos 2 « + cos 2 y = m 

Aufgabe 384. Desgl.: 
I. . . . x — y = a 
IL . . . cos 2 « + cos 2 y = m 

Aufgabe 385. Desgl.: 
I. . . . x + y = a 
IL . . . cos 2 « — cos 2 y = m 

Aufgabe 386. Desgl.: 
I. . . . « — y = a 
IL . . . cos 2 « — cos 2 y = m 

Aufgabe 887. Desgl.: 
I. . . . « + y = a 
IL . . . tg x + tg y — m 



Andeutung. Die Auflösungen der Aufgaben 375 
bis 879 sind im allgemeinen analog der Auf- 
lösung der gelösten Aufgabe 358. Man bringt 
wie dort gezeigt wurde die Formeln 66 bis 69 
in Anwendung. 



Andeutung. Die Auflösungen der Aufgaben 380 
bis 386 sind im allgemeinen analog der Auf- 
lösung der Aufgabe 859. 



Andeutung. Die Auflösungen der Aufgaben 387 
bis 390 sind analog der Auflösung der Auf- 
gabe 360 und in weiterem analog den Auf- 
lösungen der Aufgaben 875 bis 379. 
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Aufgabe 388. Desgl.: 
I. . . . x — y = a 
II. . . . tgs-j-tgy == m 

Aalgabe 389. Desgl.: 
I. . . . x + y = a 
IL . . . tg x — tg y = m 

Aufgabe 390. Desgl.: 

I. . . . x — y = a 

II. . . . a(tgx~ tgy) = b 

Aufgabe 391. Desgl.: 
I. . . . x + y = a 
II. . . . tgs.tgy = m 

Aufgabe 392. Desgl.: 
I. . . . x — y = a 

II. . . . tgx.tgy = m 

Aufgabe 393. Desgl.: 
I. . . . x + y = a 
II. . . . 6. tg ac. tgy = a 



Andeutung. Man bringe bei Auflösung der 
Aufgaben 891—393 in bezug anf tgx.tgy die 
Formel 201 in Anwendung. 



Aufgabe 394. Desgl.: 

. x + y = a 
tg« 



I. 
II. 



Andeutung. Zar Auflösung der Aufgaben 394 
bis 396 verfahre man analog den gelösten Auf- 
gaben 357 und 860. 



Aufgabe 

I. . . 

II. . . 



tgy 

5. Desgl.: 

x — y = a 

tgx _ 
— = m 



Aufgabe 396. Desgl.: 
I. . . . x + y = a 
II. . . . atgx = 6 tgy 



Aufgabe 397. Die Sinus zweier Winkel Andeutung. Analog den gelösten Aufgaben 357 
stehen in dem Verhältnis von 2:1; welches und 362. 
sind diese Winkel, wenn man weiss, dass deren 
Summe — 133 u 30' 16,4" ist? 



Aufgabe 398. Welches sind die im 1. und 
2. Quadranten liegenden positiven Winkel x 
und y, deren Summe x + y = 189° 42' 13,8* 
ist und welche der Gleichung: 

15 (cos a; — cosy) = 7 
genügen. 



Andeutung. Man bringe die Formel 69 in 
Anwendung, berechne dann sin - y 
stimme hieraus (x — y). 



2 



und be- 



Aufgabe 399. Man berechne die positiven 
spitzen Winkel, welche den Gleichungen: 



I. . 

IL . 
genügen. 



sin(* — y) = - 
cos(a; + y) = \ 



Man bestimme aus Gleichung L 
mittels einer trig. Tafel oder mittels Anwendung 
der Logarithmen die Differenz (x — y), dann be- 
stimme man in gleicher Weise aus der Glei- 
chung II. die Summe (x + y). Aus diesen ge- 
fundenen Werten kann man dann leicht x and 
y bestimmen. 
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Aufgabe 400. Man berechne die positiven Andeutung. Analog der vorhergehenden Auf- 
spitzen Winkel, welche den Gleichungen: lösung. 

L... *(. + »> = »-JJ- 

n tg(*-y) = 3X" 

genögen. 

Aufgabe 401. Man soll die spitzen Winkel Andeutung. Analog der gelösten Aufgabe 863. 
x und y berechnen, von welchen die Differenz 
ihrer Sinus = 0,0268 und die Differenz ihrer 
Kosinus = 0,0021 ist 

Aufgabe 402. Man soll die positiven Andeutung. Man bringe in besag auf die Glei- 

spitzen Winkel bestimmen, welche den Glei- chung II die Formel 8 in Anwendung, sub- 

ehungen: stituiere dann den aus einer der Gleichungen 

I. . . . 3tg* + tgy = 5 für tg* (oder für \%y) sich ergebenden Wert 

II. . . . ctg* + 8 ctg y = 3 in die andere Gleichung. 

genügen. 



J. Aufgaben Über solche goniometrische Gleichungen, deren Auflösungen 
auf hVhere Gleichungen fuhren. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 403. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

a sin x = & Auflösung. Setzt man in der gegebenen 

cos* Gleichung nach der Formel 13 für: 

so weit als möglich auflösen. C08a . _ y^gin'* 

so geht dieselbe Ober in: 

asin* 



Vi— sin'* 

V V ~~ ~tf~ a'Bin 7 * 

nach y auf, so erhält man der Reihe nach: 



1 — sin 2 * 

^ m mm m m a'sin'*(l — sin'*) = &» 

/l\i b 2 f\\ 2 

y % — y + ( g / = ~~ "5T + \2" ) a ' 8in?a? "" a ' ßiti ** = h% 



a 2 sin** — a 2 sin 1 * = — b 2 

sin** — sin»* = 5- 

a 2 



('-T/^-äf + T 

y — A- = ±_ \f — ~^° Denkt man sich nun an Stelle yon sin 1 * den 

2 y 4 a Buchstaben y, also für sin** = y 2 gesetzt, so 

1 i , erhält man: 

2 2a ») y 2 -y = — -jj- 

und hieraus erhält man zunächst nach der 
ErkL 256: 

Da sin ? * = y gesetzt wurde, so ist hiernach : 

Goniometrie (Winkelmettungtlehre). \Q 
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sin'« = ^-±4-V^ ZI ^ r 
2 — 2a » 



-^VT±iVP=W 



oder: 

sin« 

mithin: _______ 

A). . . Bin 05 = __ Y ~ä 

Eine weitere Auflösung in bezug auf * ist 
nur dann möglich, wenn für a und b Zahlen- 
werte gegeben sind. 



Aufgabe 4M. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: 

tg2« tg« _ Auflösung. Bringt man in besag auf 

lgVtg2Ö3 ~~ a tg2a? die Formel 53: 

so weit als möglich auflösen. tg 2 a = -^ — §4— 

1 — tg'a 

in Anwendung, so geht die gegebene Glei- 
chung über in: 

KrkL 2Ö7. Die Gleichung; , 2t ^ 

* 1 — ur*« tff « 

4_a-t«v.)'- 8.a-ig««) -^-sr 5 ifer~ - a 

in bezog auf (1 — tg'«) aufgelöst, gibt der 1 — tg 2 a? 

Reihe nach: 

(l-tg'«)'+2a(l-tg'«) = 4 Di68e Gleichung **"** fpKt: 

' 2 1— tg'« 
(l-tg'«)'+2a(l-tg'«) + a' = 4+a' 1-tg'« 2 = a 

((l-tg'«) + a)'= a'+4 oder: , 



1 — tg'« + a = ±V« a +4 



4 - (1 — tg'«) 1 = 2a (1 — tg'x) 



Nunmehr betrachte man (1 — tg**) als Un- 

tg ? £ = a — l±Va'+4 bekannte und löse diese Gleichung hiernach 

oder: au *> man erhält nach der Erkl. 257: 

tg'« = a+ 1 T Va* + A tg'« = a+ l+Va r +~i 

und hieraus ergibt sich für tg«: 

a). . . . tg « = ± VV+T^V^+T 

Eine weitere Auflösung dieser Gleichung in 
bezug auf « ist nur dann möglich, wenn für a 
ein Zahlenwert gegeben ist. 



b). Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 405. Man soll die goniometrische Andeutung. Bringt man die Formel 7 in An 
Gleichung: wendung, multipliziert die ganze Gleichung mit 



atg'« + o = 



cos« sin« aus, so erhalt man eine Gleichung vom 4. 

so weit als möglich auflösen. Gra A welche nach den Regeln der unrein qua 



dem Generalnenner cos'« und drückt cos x in 
sin« aus, so erhalt man eine Gleichung vom 4. 
Grad, welche nach den Regeln der unrein qua* 
dratischen Gleichungen aufgelöst werden kann. 



Aufgabe 406. Desgl.: Andeutung. Man erhalt schliesslich in bezug auf 

a tg « + b ctg « == c sin « + d cos « die Funktion tg x eine rein kubische Gleichung. 
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Aufgabe 407. Man soll die Hauptwerte für 
x bestimmen, welche der Gleichung: 
tg2« A tgqg __ 



Analog der gelösten Aufgabe 404. 



genügen. 



tg« 



+ 



tg2x 



= 2 



Aufgabe 408. Desgl.: 

cos'ä — sin 2 » •+- tg's = 



6 



Man erhalt schliesslich eine Glei- 
chung vom 4. Grad, welche nach den Regeln 
der anrein quadratischen Gleichungen aufgelöst 
werden kann. 



Aufgabe 409. Desgl.: 

3 sin 3 « -|- 5 cos 1 « — 4tg*a?+8 = 



Aufgabe 410. Desgl. : 

2 tg x + 3 ctg x _ cos x + 5 sin x 
4tg« — 6 ctg« ~~ 2co8«— 10 sin« 



Man erhalt schliesslich in bezug 
auf tg« eine rein kubische Gleichung. 



Aufgabe 411. Desgl.: 

2tg« + 2 _ 8 cos «+10 sin« 
4 ctg «-+- 3 ~~ 32 cos«— 17 sin« 



Andeutung. Man erhalt schliesslich in bezug 
auf tg« eine rein kubische Gleichung. 



Aufgabe 412. Für welchen Winkel ist die Andeutung. Man setze gemäss der Aufgabe 
Summe der 4. Potenzen von Sinus und Kosi- eine Bestimmungsgleichung für den unbekann* 



dq8 doppelt so gross als der Sinus jenes dop- 
pelten Winkels? 



ten Winkel « an und bringe dann die Formeln 
64 und 65 in Anwendung. Schliesslich erhält 
man eine Gleichung vom 4. Grad, welche nach 
den Regeln der unrein quadratischen Gleichungen 
gelöst werden kann. 



K. Aufgaben Über Exponentialgleichungen, in welchen goniometrische Funktionen 

vorkommen. 

a). Gelöste Aufgaben« 

Aufgabe 413. Man soll die goniometri- 
schen Gleichungen: 



„tinx 



+ 6* to '=c 

tinx 



I. . . . ar 

IL . . . ro.a ,tax — n.b* iav =p 
so weit als möglich auflösen. 



Auflösung. Multipliziert man die Glei- 
chung I mit n und addiert dann die neu 
erhaltene Gleichung zur Gleichung II, so 
erhält man: 

III. . 

IL , 

IV. . 



„•tax 



+ n.& ,ln *=n. 
i.a ,inx -n.o ,1,l ' = p 



Formt man nunmehr die Gleichung IV wie 
folgt um: 

-■ins 



« (» + »0 = «c + 2> 
„•inx_ nc + p 



und logarithmiert letztere Gleichung , so er- 
halt man: 

sin x . log a = log (nc-\-p) — log (m-\-n) 

oder: 

__ log(nc + j?) — log(m+n) 

loga 



A), 



sinre ■ 
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Multipliziert man ferner die gegebene Glei- 
chung I mit m und subtrahiert von dieser neu 
erhaltenen Gleichung die gegebene Gleichung II, 
so erh&lt man: 

Kiin y _ 



V. . . m.ar l "+m.b""*=mc 
III. . ±f».a 8lnx HPn.6 ,iny = ±p 
VI. . 



m.6 ,ü| y-|-n.o ,!ay = mc — p 

Diese Gleichung in bezug auf siny aufge- 
löst, gibt der Reihe nach: 

fc"*»y( m + n ) — mc — p 
mc — p 



6 tiny — 



m-|-n 

sin y . log o = log (mc — p) — log (m + n) 

oder: 

log (mc-p) — log (m + n) 

log 6 

Eine wettere Auflösung der Gleichungen A). 
und B). in bezug auf die gesuchten Winkel x 
und y ist nur dann möglich, wenn für a, b, e, 
m, n und p Zahlenwerte gegeben sind. 



B). . . siny 



Aufgabe 414. Man soll die goniometri- 
schen Gleichungen: 



a 



,rin x + iiBy 



I. . 

IL . . . c^— ta,y = ä* 
so weit als möglich auflösen. 



Auflösung. Logarithmiert man die ge- 
gebenen Gleichungen, so erhält man: 

(sin x + sin y) . log a = log fr 

(sin 2 «— sin*y).logc = logo" 



oder: 
III. 

und 
IV. 



sin « + siny = 



__ logo 



loga 



. , . , logd 

sin 2 « — sm 2 « = , p 
* logc 



Berücksichtigt man nunmehr, dass man die 
linke Seite der Gleichung IV in (sinx+siny) • 
(sin x — sin y) zerlegen kann, so erhalt man in 
Rücksicht dessen, und wenn man Gleich. III in 
Gleich. IV dividiert, die weitere Gleichung: 

V. . . 8 i niB -,f„y= •£**.*££ 
* log c log b 

Aus den Gleichungen III und V ergibt sich 
nunmehr durch Addition: 



i . logo 



loga. log d 



oder: 
A). 



loga logo. logc 

inx = 1 / logo , loga.log<l \ 
2 \loga ' log 6. logc/ 



sin 



Ferner ergibt sich aus den Gleichungen III 
und V, wenn man die Gleichung V von Glei- 
chung III subtrahiert: 

o . logo loga. logo* 
2 sin y = — - ^— 



oder: 
B). 



hiny 



loga logo. logc 

__l_/log& loga. log d \ 
"" 2 \ loga logo. logc/ 
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Eine weitere Auflösung der Gleichungen A). 
und B). in bexug auf die gesuchten Winkel x 
und y ist nur dann möglich, wenn für a, 6, e 
und d Zahlenwerte gegeben sind. 



Aufgabe 415. Man soll die spitzen Win- 
kel bestimmen, welche den goniometrischen 
Gleichungen 



b). Ungelöste Aufgaben. 

Andeutung. Analog der gelösten Aufgabe 413. 



I 

IL . . 
genügen. 



ntinx 



+ 3 .tay = 4 



4.2 1,nx — 5.3 ,iay = 6 



Aufgabe 416. Man soll die spitsen Win- 
kel bestimmen, welche den goniometrischen 
Gleichungen: 

I. . . . 4 i!ax + iin y = 7 

II 9 tin«x— mv = 5 

genügen. 



Andeutung. Analog der gelösten Aufgabe 414. 



Aufgabe 417. Desgl.: 

c 
0,37 . 0,4 



co.(450-f).in(45^|)^ o22== 



0,5.0,4 



l + finx 



Man beachte, dass nach der For- 
mel 126: ~ 

1-j-sina = 2 sin* (45* +|-)- 
ist und dass man für 
cos (450 _ |) . Bin ( 45 o + •) « 8in , ( 45 o + J) 

oder auch = cos* (45° + -=-) 

setzen kann, da (45* — y) und (45° + -|-) 

Komplementwinkel sind. Nunmehr hat man eine 
Exponentialgleichung, in welcher 1 -+- sin x zu- 
nächst als Unbekannte su betrachten ist. Zur 
Auflösung dieser Gleichung in bezug auf 
(1 + sin«) addiere man die gleichen Potenzen 
und logarithmiere dann die ganze Gleichung; 
hierauf löse man diese somit erhaltene Glei- 
chung nach sin x auf und bestimme schliesslich 
mittels einer Log.-Tafel den Winkel x, welcher 
dem für sin« gefundenen Wert entspricht. 



L Aufgaben Über selche goniemetrische Gleichungen, welche durch Einfuhrung 
eines HUIfswinkels gelbst werden sollen. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Anmerkung 10. Ausführliches aber die Berechnung von Ausdrücken durch Einfuhrung 
von Hülfswinkeln findet man in dem Abschnitt 26. 



Aufgabe 418. 
sehe Gleichung : 

asin£±&cos# = c 



Man soll die goniometri- 

Auüösung. Dividiert man die gegebene 

Gleichung durch den Koefficienten a, wel- 

« Ä ,.,>:* .i * i- v nx a j v chen suis bei sich hat, so erhalt man: 

so weit als möglich auflösen und zwar durch 

Einführung eines Hülfswinkels. a) sin x ; 



b 
a 



COS ff = 
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Da nun die trig. Tangenten aller denkbaren 

Srkl. 258. Würde man solche Gleichungen Winkel zwischen den Zahlen + » und — <x> 

w ie: , r liegen, so muss es einen Winkel w geben, dessen 

a sin x jr o cos « = c & 

dadurch auflösen, dass man sin« in cos« oder Tan « en8 « le5ch J enem Q«otienten - ist; man 

cos« in sin« ausdrückt, so erhielte man unrein kann also: 

quadratische Gleichungen, deren numerische \\ — = tg <» 

Berechnung umständlicher ist, als die mittels a 

Einführung eines Hülfsmittels. setzen. In Bücksicht dessen geht die Glei- 

Setzt man z. B. nach der Formel 13: chung a). über in: 

cos« = Vi — sin'« sino±tgy.cos« = — 

so geht die gegebene Gleichung über in: _. ^, . . , a ... 

r —^ Diese Gleichung kann man nun wie folgt 

asm«±oyi — sin 2 « = c umformen: 

Diese Gleichung nach sin« aufgelöst, gibt , sin w c . 

der Beihe nach: $inx± ~^' conx = ^ 

asin«-c = TftVl- Bin*« sin « . cos y ± cos « sin y = ^.cosy 

(a sin « - c)' = (+ b Vi - sin»«) 2 Bringt mftn nunmehr die Formeln 4l nnd 42 

a 2 sin 2 « — 2 a c sin « + c 2 = o 2 (l — sin 2 «) in Anwendung und setzt für: 

a 2 sin 2 « — 2acsin« + c 2 = 6 2 — & 2 sin 2 « sin « . cos <p -f cos « . sin </> = sin («+</>) 

a 2 sin 2 « -f b 2 sin*« — 2ac sin « = & 2 — c 2 bezw - für: 

(a 2 + 6 2 )sin 2 «-2acsin« = 6 2 -c 2 8in *' cos <p - cos « . sin y = sin(«- 9 ) 

* r ? ___ 2 80 erhalt man aus jener Gleichung: 

sin'« , , - 9 - « sin « = , , . - _ . . _ x c 

a 2 + b 2 a 2 + 6 2 2). . . sin (« + <p) = — cos <p 

sin 2 « — — ^^— «sin « + ( — V = EXne wehere Auflösung ist, ohne dass für 

a 2 + 6* \a 2 -\-b 2 / a, b und c Zahlenwerte gegeben sind, nicht 

&i— -c 2 / ac \ 2 möglich. Sind für a, b und c Zahlen werte 

2 i m + 1 i t 6 2 / gegeben, so berechne man nach der Gleichung 

■" ' 1). den Winkel <p und dann berechne man 

/ . ac \ 2 _ (5 2 — c 2 )(a 2 4-6 2 ) + a 2 c 2 nach der Gleichung 2). den Winkel (« + y), 

\ 8m x a 2 -f o 2 / ~*~ (a 2 4- 6 2 ) 2 b«**» den Winkel (« — (p). Aus dem für (x -+- y) 

bezw. für (« — 9) gefundenen Wert ergibt sich 

ac = dann leicht der gesuchte Wert für «, da o> 

+ fc 2 ein bekannter Winkel ist (Siehe die nume- 

a»o»-a»c 2 + 6*-6 2 c 2 +a 2 c 2 riechen Aufgaben 420 und 423 und dieErkl.258> 



Bin«- 



■v-- 



(0*+ &>)» 



oder: 

a). . . sin « ss = — - 

' a 2 + & 2 



Aufgabe 419. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung: Auilöaung. Setzt man zunächst nach 

acos 2 «+&sin« cos « + 6 sin 2 « = d der Formel 13: 

so weit als möglich auflösen nnd zwar durch sin 2 « = 1 — cos 2 « 

Einführung eines Hülfswinkels. und nach der Formel 49: 

sin2« 
sin « . cos « = — 5 — 

so geht die gegebene Gleichung über in: 

, . . sin2« , t , x , 

acos 2 « + 6» — 5 1- c (l — cos 2 «) = d 

und hieraus erhält man durch Reduktion: 
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aco8 2 a5-f--s-- sin2a:+c — cco% 2 x = d 
oder: 

(a — c)cos 2 « +-s-sin2« = d — e 

SeUt man jetzt nach der Formel 65: 
1 + cos 2 o = 2 cos'a 
für: * , 

, 1 + C08 20J 
COS 2 « = — — s 

so erhält man: 

, x 1 -|- cos 2« , 6 . , 

(a — c). — ^ h"ö -8m2Ä = d — c 

oder: 

(o — c)(l + cos2aj) + 68in2« = 2d — 2c 

(a — c) + (a — c) cos2« + 6 Bin2« = 2d — 2c 

(a — c)cob2x-{- &*in2x .= 2<Z — 2c — (a — c) 

(o — c)co82x-|-58in2a; = 2d — c — a 

oder: 

a). 6 sin 2x + (a — c) cos 2* = 2ä — c — a 

Nunmehr hat man die allgemeine Form einer 
goniometrischen Gleichung, wie sie in der Auf- 
gabe 418 behandelt wurde. Wie dort ange- 
geben, dividiere man die ganze Gleichung a). 
durch 6, man erhalt hiernach: 

2(J — c — a 



b). sin 2x4 


— cob2x = 


und setze: 




1) 


a — c 



wonach die Gleichung b). übergeht in: 

. niA rt 2d — c — a 
8in22-t-tg9>.cos2a: = r 

und hieraus erhalt man in weiterem, siehe die 
Auflösung der Aufgabe 418: 

. . sinw a 2d — c — a 

sin2aH --cos2* = ? 

cosy b 

. o i o 2d — c — a 
8in2a;co6(/)-f cos2a;ßin(/) = =- cos<p 

oder nach Formel 41: 

A). . . . sin (2x + (p) = j- cos (p 

Eine weitere Auflösung in bezog auf x ist 
nicht möglich, wenn nicht für a, 6, c und d 
Zahlenwerte gegeben sind, Ist dies der Fall, 
so berechne man aus Gleichung 1). den Win- 
kel <p und dann aus Gleichung A). den Winkel 
(2x-j- <p) wonach man den gesuchten Winkel x 
leicht bestimmen kann. 



Aufgabe 420. Man soll die Hanptwerte 

für x bestimmen, welche der goniometri- Auflösung. Dividiert man, wie in der 

sehen Gleichung: Auflösung der Aufgabe 418 gezeigt wurde, 

9sina?+10cosa?= 11 die Gleichung durch 9, so erhalt man: 

genügen, und zwar durch Einführung eines , . . 10 11 

Hülfewinkels. a). . . . Bins + ^.cos* =-^ 
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SeUt man nunmehr: 



1). 



Erkl. 259. Aus der Gleichung: 


findet man 
wie folgt: 
] 
Nun ist: 


den Winkel y mittels Logarithmen 

log tg y = log 10 — log 9 

log 10 = 1,0000000 
— log 9 = -0,9542425 


oder 

mithin: 

V = 
oder: 

a). . . <p = 


logtgy = 0,0457575 


logtgy = 10,0457575 — 10 

7819 
266 
254,4 

48°0'40- 
+ 6- 

48°0'46- 



Es gibt nach der Erkl. 241 noch einen zwei- 
ten Wert für y (nämlich 180° — 48° 0' 46-) ; 
derselbe hat jedoch in bezug auf die Auflo- 
sung der betreffenden Aufgabe keinen Wert, 
indem man bei Benutzung desselben für x die- 
selben Werte erhalten würde als bei Be- 
nutzung des durch die Gleichung a). ange- 
gebenen Werts für <p. 



10 

x = tg, 



sin x + tg <p . cos x 



und bestimmt nach dieser Gleichung mittels 
einer trig. Tafel oder mittels Logarithmen den 
Winkel (p, so erhält man nach der Erkl. 259 
zunächst: 
A) <p = 48°0'46- 

In Rücksicht, dass also — = tg <y> gesetzt 
wurde, geht die Gleichung a). Qber in: 

U_ 
9 

und hieraus erhält man, wie iu der allgemei- 
nen Aufgabe 418 gezeigt wurde, durch ent- 
sprechende Reduktion: 

sin (x + <p) = -g- • cos tp 
bezw. 
2), . sin(* + 48°0'46*) = ^-cos48°0'46- 

Aus dieser Gleichung erhält man nunmehr 
mittels Anwendung der Logarithmen den Win- 
kel (£ + 48<>0'46*) wie folgt: 

log sin (*+ 48*0' 46-) = 
log 11 + log cos 48° 0' 46" — log 9 

Nun ist: 

logcos48°0'46- = 9,8254173 — 10 
— 140,4 

log cos 48°0'46* = 9,8254033 — 10 
+ log 11 = +1,0413927 

10,8667960—10 
— log 9 = —0,9542425 
log sin (* + 48°0'46-) = 9,9125535—10 

5514 

mithin ist: 

<c + 48 0'46- = 54*50' 50- 
+ 1« 
oder: +<M" 



21 
14,8 

M 
5,9 



a). . « + 48«0'46- = 54°50'51,4' 

und nach der Erkl. 226: 

a? + 48 0'46* = 180°— 54° 50' 51,4* 
oder: 
b). . x + 48°0'46* = 125« 9' 8,6- 

Aus den Gleichungen a). und b). erhält man 
somit für den gesuchten Winkel x die Haupt- 
werte: 

A). . . x t = 54° 50' 51,4- -48« 0' 46- 
oder = 6° 50' 5,4- 



nnd 
B). . 



x 2 = 125« 9' 8,6- — 48*0' 46' 
oder == 77° 8' 22,6- 
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b). Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 421. Man soll die Jlauptwerte für 
x bestimmen, welche den nachstehenden gonio- 
metrischen Gleichungen genügen, und awar 
durch Einführung eines Hulfswinkels : 

a). 3 sin £-{-4 cos* = 4,75 

b). 6 sing — cos« = 3 

c). 4co8a; + 3 8inrr — 2 = 

d). 2,9 sin x + 10,673 cos * = 12,0078 

e). 482,5 sin x + 336,01 1 cos x = 463,78 

f). 88,765 cos x + 24,097 sin * = 41,9991 

g). 872,25 cos x — 389,62 sin x = — 140,04 



Aufgabe 422. Desgl.: Andeutung. Analog den gelösten Aufgaben 419 

8 cos 2 * + 5 ein * cos x + 7 sin 2 « = 9 «n* 420. 



M. lieber solche goniometrische Gleichungen, in welchen nicht allein Funktionen 
eines unbekannten Winkels x, sondern auch der in Winkelmass ausgedrückte 
unbekannte Winkel x, als fUr sich bestehend, vorkommen. 

Erkl. 260. Die Auflösungen goniometrischer 
Gleichungen von der Form: 

0,00328 X = Sin X («i«he Krkl. 261) 

oder: 

ax-\-b =■ csinx 

in bezug auf den unbekannten Winkel (oder 
Bogen) x können nicht mehr in der Weise Vor- 
genommen werden als die Auflösungen solcher 
goniometrischer Gleichungen, in welchen nur 
F u n k t i o n e n des unbekannten Winkels x vor- 
kommen [siehe die Abschnitte A). bis L.)] , und 
zwar aus dem Grund, weil die Umwandlung 
einer Funktion eines Winkels x in den 
Winkel x selbst, oder umgekehrt, nicht 
möglich ist Die Auflösungen solcher Glei- 
chungen sind nur in den seltensten Fallen di- 
rekt möglich (siehe die Aufgabe 424), in den 
meisten Fallen können die gesuchten Winkel 
nur durch Probieren bestimmt werden (siehe 
die Aufgabe 423). 

Erkl. 261. Die Bedeutung solcher gonio- 
metrischer Gleichungen, wie die in voriger Er- 
klärung angeführten, ist in der Aufgabe 423 
gegeben. 

Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 423. Man soll die goniometri- 
sche Gleichung : Auflösung. Die gegebene Gleichung kann 
0,00328a; = sin« man aQ f folgende Weise durch Probieren 

:« K Ann ~ •«* 1 ft „nx eft „ a ». . in bezug auf x auflösen : 

m bezug auf« auflösen, d. h.. Au9 | er gegebenen Gleichang erhMt man 

a). man soll den Winkel x so bestimmen, dass durch Logarithmierung derselben : 
wenn man die Anzahl der Grade, in wel- \ og 0,00328 -f log x = log sin x 

che er ausgedrückt werden muss, mit der oder: 
Zahl 0,00328 multipliziert, man zum Pro- a). . log sin x — (log x -+- log 0,00328) = 
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dukt die Zahl erhält, welche dem Sinna 
des Winkels x entspricht; 
oder: 
b). man soll den in Längeneinheiten deB Ra- 
dios ausgedrückten Kreisbogen x bestim- 
men , dessen Sinus 0,0082« mal grösser 
ist als jener in Längeneinheiten ausge- 
drückte Kreisbogen x. 



Erkl. 262. Zur Wahl solcher Werte für x> 
welche z. B. der nebenstehenden Gleichung a). 
genügen könnten, bezw. welche dem wahren 
Wert von x am nächsten kommen, bedarf es 
einiger Uebung. Man betrachte die Gleichung 
und untersuche unter Benutzung einer Loga- 
rithmentafel, ob bei der Wahl eines bestimm- 
ten Wertes für x die linke Seite jener Glei- 
chung auch ungefähr gleich Null wird. 



Erkl. 263. Setzt man in dem die linke Seite 
der nebenstehenden Gleichung a). bildenden 
Ausdruck : 

log sin x — (log x + log 0,00828) 

z. 6. x = 50° und bezeichnet für diesen Fall 
den Wert dieses Ausdrucks alsdann durch W, 
so erhält man in Rücksicht der in der Auf- 
gabe erklärten Bedeutung jener gegebenen 
Gleichung : 

W = log sin 50° — (log 50 + log 0,00328) 

Nun ist: 

log sin 50° = 9,8842540-10 
— (logso+iogo.ooess) = +0,2148488-1 (•■ »*"• 

- + *" % 



864) 



oder: 
•). .. 



TT= 9,6694102-9 
W = 0,6694102 



Erkl. 264. log 50 = 
+ log 0,00328 =_ 

oder = 



1,6989700 
0,5158738—3 
2,2148438—3 
0,2148438-1 



Erkl. 265. Setzt man in dem die linke Seite 
der nebenstehenden Gleichung a) bildenden 
Ausdruck: 

log sin x — (log x + log 0,00328) 

z. B. 0=1 51° und bezeichnet für diesen Fall 
den Wert dieses Ausdrucks alsdann durch TF t , 
so erhält man in Rücksicht der in der Aufgabe 
erklärten Bedeutung der gegebenen Gleichung: 

TT, = log sin 151° — (log 151 + log 0,00328) 
Nun ist: 

logsinl51° =logiin28° == 9,6855712-1 (s.Erkl.26e) 
— (logl51 + log 0,00828) = +0,6928507-1 (•.Erkl. 267) 



oder: 



W t = 8,9927205-9 
W x = -0,0072795 



Nunmehr stelle man folgende Betrachtung an: 

Hätte man zwei Werte w und to, , zwischen 
welchen der gesuchte Wert von x Hegt, so 
würde man, wenn man diese Werte w und tr ( 
nacheinander für x in die Gleichung a). sub- 
stituierte, für die linke Seite dieser Gleichung 
nicht den Wert erhalten, denn sonst wären 
«? und 10 ( solche Werte, welche gleich dem 
wahren Werte von x wären, sondern man wird 
einmal für jene Seite einen Wert W erhalten, 
der kleiner als 0, also negativ ist, und ein 
andermal wird man für jene Seite einen Wert 
W erhalten, der grösser als 0, also positiv 
ist, oder umgekehrt. 

Diese Betrachtung benutzt man zur empiri- 
schen Bestimmung des wahren Wertes von x, 
indem man fortgesetzt solche Werte «? und «, 
sucht, zwischen welchen der wahre Wert von 
x liegt, und welche sich immer mehr dem wahren 
Werte x nähern. Hat man schliesslich zwei 
solche Werte w und tc, gefunden, dass die 
Werte, welche man bei aufeinanderfolgender 
Substituierung jener Werte in die Gleichung 
a). für die linke Seite jener Gleichung erhalt, 
der Null sehr nahe kommen, so kann man die 
Werte no und w i oder auch deren arithmetisches 
Mittel gleich dem gesuchten Wert x setzen. 

Wählt man hiernach zur Auflösung der ge- 
gebenen Gleichung z. B. für x den Wert 50* 
Ssiehe Erkl. 262), so erhält man nach der Erkl 
!63 für die linke Seite jener Gleichung, deren 
Wert für diesen Fall mit W bezeichnet sei: 

b) W = 0,6694102 

Wählt man ferner für x den Wert 151° so 
erhält man nach der Erkl. 265 für die linke 
Seite jener Gleichung, deren Wert für diesen 
Fall mit W t bezeichnet sei: 

c) W x = —0,0072759 

Durch Vergleicbung dieser Werte W und W % 
mit der rechten Seite der Gleichung a). ergibt 
sieb, dass der Wert W x derselben am nächsten 
kommt, dass somit auch der diesem Wert TP, 
entsprechende Winkel 151° dem gesuchten Win- 
kel x ziemlich nahe kommt und data jener 
Winkel von 151° noch um etwas grösser als 
der wahre Wert für x ist. 

Wählt man hiernach für x den kleineren 
Winkel von 150°, so wird man, wenn man in 
der in der Erkl. 265 ausgeführten Berechnung 
anstatt 151° den Wert 150° setzt, finden, dass 
man für die linke Seite jener Gleichung a). 
einen Wert erhält, der wieder positiv ist, es 
muss also der gesuchte Winkel x zwischen 150* 
und 151° liegen, d. h. er muss = 150 9 plos 
einer noch zu bestimmenden Anzahl von Mi- 
nuten oder Sekunden sein. Diese Minuten oder 
Sekunden kann man in ganz analoger Weise 
bestimmen, indem man z. B. einmal 

für x = 1500 20' 

ein andermal m _ ä ä 

für x = 150° 40' 

setzt und in analoger Weise untersucht, ob 
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Erkl. 266. Nach der Formel 17 iat: 

Bm(2 R — a) = sina 

Setzt man: A _ ^„ A 

2Ä — a = 151° 

also: a = 2JB — 151° 
« = 180°— 151° 
oder: a = 29° 
so kann man nach jener Formel 

Bin 151° = sin 29« 
setzen. 



der wahre Wert fOr x zwischen 20' and 40' 
liegt, u. s. f. a. s. f. (siehe Erkl. 268). 



Erkl. 



267. log 151 = 2,1769769 
+ log 0,00828 = 0,5158788—8 



2,6928507—3 
oder = 0,6928507—1 



Erkl. 268. Es gibt ausser der in neben- 
stehender Auflösung angefahrten Methode zur 
Auflösung der Gleichungen von der Form: 

ax + b = sin x 
noch andere Methoden. 

Alle diese Methoden beruhen jedoch mehr 
oder weniger darauf, dass der gesuchte Winkel 
durch Probieren bestimmt wird. Bequem 
und einfach ist keine derselben. Die in neben- 
stehender Auflösung vorgeführte Methode ist 
noch eine der verständlichsten und die ge- 
ringsten Vorkenntnisse erforderlichen Methoden 
zur Auflösung jener Gleichungen. 

Den trigonometrischen, in Kleve» Lehr- 
büchern der ebenen und sphärischen Trigono- 
metrie enthaltenen Aufgaben, welche die Auf- 
lösung derartiger Bestimmungsgleichungen er- 
fordern, sind entsprechende weitere Erklärun- 
gen und Anleitungen über das Auflösen solcher 
Gleichungen beigegeben, da sich die Auflösung 
solcher Gleichungen ganzspeciell nach der Form 
der betreffenden Gleichung richtet (Siehe auch 
die folgende Aufgabe). 



Aufgabe 424. Man soll die Gleichungen: 

I. . ♦ ax-\-b = siny 

. II. . . cx+d = cosy 

so weit als möglich auflösen. 



A). * = 



Auflösung. Quadriert man die gegebenen 
Gleichungen, so erhält man: 

III. . . (ax + 5) l = sin l y 

IV. . . (c * + df = cos*y 

Durch Addition dieser Gleichungen erhält 
man ferner: 

(ax + b¥ + (cx + dy = 8in*y + cos ? y 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach For- 
mel 18 die rechte Seite dieser Gleichung = 1 
ist, so erhält man in Rücksicht dessen: 

(ax + b)* + {cx + d)* = 1 
eine Gleichung, in welcher nur der unbekannte 
Winkel x vorkommt. Man erhält nach der 
Erkl. 269: 
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Erkl. 269. Die Gleichung: 

(ax + b) 2 + (ca + d) 1 = l 



Der Zahlenwert, welchen man nach dieser 

Gleichung für x erhält, wenn für a, o, c and 

;« *,-,•«• •.,* ~ ä „<wia«,* ^;k» ^«-Tj^-k ö « ^. <* Zahlenwerte gegeben sind, ist in Rücksicht 
in bezug auf x aufgelöst, gibt der Reihe nach: der fa der Auf | a * e 423 ge ^ D€nen Bedentoog 

a 7 x 1 -\-2abx + l 2 + c*x 7 -\-2cdx-\-d 2 = 1 Bolcher Gleichungen entweder gleich der An 



(a* + c*)x* + 2(ab + cd)x = 1— &*—<** 

' a'-|-c 2 ' \a 2 + c 2 / 
~ \ a 2 + c 2 / 



zahl der Grade, welche der gesuchte Winkel 
x enthalt, oder er ist gleich dem in Längen- 
einheiten des Radius ausgedrückten Kreisbogen, 
dessen zugehöriger Centriewinkel = x ist 

Hat man also auf diese Weise den Winkel x 
bestimmt, so substituiere man den aus Glei- 
chung A). für x gefundenen Zahlenwert in 
eine der gegebenen Gleichungen und bestimme 
dann auf gleiche Weise den andern Winkel y. 






26). Ueber die Anwendung der goniometrischen Funktionen 
zur Berechnung ron Zahlenausdrücken. 

a). Ueber das Logarithmisch -Bequemmachen von Zahlenausdrücken 

im allgemeinen. 

Frage 37. Was versteht man unter dem 
Logarithmisch - Bequemmachen von 
Zahlenausdrücken ? 



Erkl. 270. Die allgemeinen Sätze, welche 
in bezug auf die Logarithmierung algebraischer 
Ausdrücke aufgestellt wurden, sind: 

a). Der Logarithmus eines Produkts 
ist (für ein und dasselbe Logarithmen- 
system) gleich der Summe der Loga- 
rithmen der einzelnen Faktoren. 

b). Der Logarithmus eines Bruches 
ist (für ein und dasselbe Logarithmen- 
system) gleich dem Logarithmus 
des Zählers weniger dem Loga- 
rithmus des Neuners. 

c). Der Logarithmus einer Potenz ist 
(für ein und dasselbe Logarithmensystem) 
gleich dem Logarithmus der Basis 
jener Potenz, multipliziert mit 
dem Potenzexponenten. 

d). Der Logarithmus einer Wurzel ist 
(für ein und dasselbe Logarithmensystem) 
gleich dem Logarithmus des Radi- 
kanden dividiert durch den Wur- 
zelexponenten). 

(Siehe Kloyen Lehrbuch der Logarithmen). 



Antwort. Nach den allgemeinen Sätzen, 
welche über die Logarithmierung alge- 
braischer Ausdrücke überhaupt aufgestellt 
wurden (siehe Erkl. 270) kann man nnr 
solche Ausdrücke logarithmieren, welche 
aus Produkten, Quotienten, Potenzen und 
Wurzeln bestehen. 

Da nun das Logarithmieren von Zahlen- 
ausdrücken den Zweck hat, die in solchen 
Ausdrücken angedeuteten Berechnungen 
mittels Logarithmen auszuführen, 
welche Art der Berechnung für grössere 
Multiplikationen, Divisionen, höhere Poten- 
zierungen und Badizierungen die einfachste 
und bequemste ist, indem bei Anwendung 
der Logarithmen jede Multiplikation in eine 
Addition, jede Division in eine Subtraktion, 
jede Potenzierung in eine Multiplikation 
und jede Radizierung in eine Division über- 
geht, so versuchte man solche Zahlenaus- 
drücke, die teilweise aus algebraischen 
Summen bestehen und deshalb nicht direkt 
mittels Anwendung der Logarithmen be- 
rechnet werden können, so umzuformen, 
dass in denselben nur Produkte, Quotienten. 
Potenzen und Wurzeln enthalten sind, indem 
man dann auch auf solche Ausdrücke jene 
logarithmischen Sätze (s. Erkl. 270) in An- 
wendung bringen kann; die Operationen nun. 
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welche hierzu erforderlich sind, nennt man 
das Logarithmisch -Bequem machen 
von Zahlenausdrücken (siehe Erkl. 271). 



Frage 38. In welcher WeiSe kann man 
logarithmisch - unbequeme ZahlenausdrQcke 
in logarithmisch-bequeme Ausdrücke 
umformen? 

Erkl. 271. Man nennt im allgemeinen 
einen Zahlenausdruck logarithmisch-unbe- 
quem, wenn derselbe, auf seine einfachste 
Form gebracht, algebraische Summen ent- 
hält, und zwar im Gegensatz zu solchen Zah- 
lenausdrücken, in welchen keine algebraische 
Summen enthalten sind, und welche man lo- 
garithmisch-bequeme Ausdrücke nennt 

So ist z. B. der Ausdruck: 

a) ^265,3» + 0,4855" 

ein logarithmisch-unbequemer Ausdruck; 

denn bei Anwendung der Logarithmen erhalt 

man: 

logV265,3 3 + 0,485 3 = -i log (265,3 3 +0,485 3 ) 

und hierauB ergibt sich, dass wenn man den 
Wert jenes Ausdrucks mittels Anwendung der 
Logarithmen berechnen will, man zuerst die 
algebraische 8umme: 265,3' + 0,485* be- 
rechnen muss. 
Hingegen ist z. B. der Ausdruck: 

b) ^265,3'. 0,485"»" 

ein logarithm'isch-bequemer Ausdruck; 
denn bei Anwendung der Logarithmen erhalt 
man: 
log V265,8 3 . 0,4853"= _*_ (3 . j og 265,3 + 3 . log 

und hieraus ergibt sich, dass die direkte Be- 
rechnung jenes Ausdrucks b). mittels Anwen- 
dung der Logarithmen möglich ist. 

(Siehe die folgenden gelösten Aufgaben.) 



Antwort. Um logarithmisch-unbe- 
queme ZahlenausdrQcke in logarith- 
misch-bequeme Ausdrucke umzuformen 
(siehe Erkl. 271) bedient man sich im all- 
gemeinen sogenannter Halfs winkel, welche 
bei der Berechnung in jene Ausdrücke ein- 
geführt werden. 

Allgemeine Gesetze, nach welchen jene 
Umformungen vorgenommen werden, lassen 
sich nicht aufstellen, indem sich diese Um- 
formungen nach dem gegebenen logarithm.- 
unbequemen Ausdruck richten und meistens 
in Kunstgriffen bestehen, welche man 6ich 
nur durch eine gewisse Uebung in solchen 
Umformungen aneignen kann. 

(Siehe die nachfolgenden gelösten Aufgaben.) 



0,485) 



b). Gelöste Aufgaben. 



Aufgabe 425. 

Ausdruck : 



Man soll dem allgemeinen 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine 
logarithmisch-bequeme Form geben. 



Auflösung. Der gegebene Ausdruck: 

V<* 2 + & 

ist logarithmisch- unbequem, denn logarith- 
miert man denselben, so erhält man nach dem 
in der Erkl. 270 unter d). angeführten Satz: 

log V**+V = l log (« 2 + * 2 ) 

und hieraus ergibt Bich, dasB man zunächst 
die Summe (a 2 -\-b 2 ) berechnen muss, ehe man 
zur logarithmischen Berechnung jenes Aus- 
drucks übergehen kann, wenn für a und b 
Zahlenwerte gegeben sind. 

Um dem gegebenen Ausdruck eine loga- 
rithmisch-bequeme Form zu geben, forme 
man denselben wie folgt um: 
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}/a*+V='\/ r a*+^ 

ErkL 272. Nach Antw. der Frage 19 liegen V«t-uM - \fai(\-i.*-\ 

die Werte der Funktionen Tangens und Ko- . # y u ."■" w "" V V" 1 "" W 

tangen s aller nur möglichen Winkel zwischen 0<ler; _J 

den Grenzwerten + °° ufl d — oo. Sonach kann A x V«*-l. m — « A/ i -i. /AV 

umgekehrt jede zwischen +oo und — oo lie- a J- • • V fl T ö - fl V "^la/ 
sende Zahl, also jede noch so grosse oder __ - , ^ A . 6 

noch so kleine positive oder negative Nunmehr setze man für den Quotienten - 

Zahl als die Tangens oder die Kotangens we lcher irgend eine Zahl vorstellt, nach 

(auch ah eine Potenz der Tangens oder der <j er Erkl. 272: 
Kotangens) eines bestimmten Winkels be- 5 

trachtet werden, welchen Winkel man mit- b). . . . . — = tg <p 

Uta einer trig. oder log..trig. Tafel bestimmen w0Mch dje Gle , cnung a)- flbergeHt in . 



kann. 



Va*+b* = aVT+tg'y 



« *_* Ana o . x v j ü i « Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 

Erkl. 273. Setzt man nach der Formel 7 ErkL 273 1 

. sin y Vi-f-tg^ = 

tg <f = - - ^ - r ! ö ^ COS 7) 

C0B< y ist, so erhalt man in Rücksicht dessen: 

so geht der Ausdruck Vl + tg'y über in: r a 

Vr r-T — c). .... V Ä '-t-& 1 == 
j- _ *\/l_L. "n 9 vi cos y 
1 + tg V — V * + cos'y In Rücksicht, dass also nach der Gleichung b). 
Durch weitere Umformung erhält man: &\ tg „, _. A 

Vl4-t«*a> = V A »*y + Bin 'y ist, erhält man nach Gleichung c).: 

V -r » -r y cog j y _^ a 

oder, mittels Anwendung der Formel 18 B). . . . y a + — C08 ^ 

^ /" 1 nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 

yl + tgV = y cos 2 «) logarithmisch-bequemen Ausdruck« 

m : th : n . y Sind für a und & Zahlenwerte gegeben, 

1 so kann man hiernach mittels Logarithmen 

a). . . V l + tg 7 «) = aus Gleich. A). den HQlfswinkel tp und dann 

T co8 9 mittels Logarithmen aus Gleich. B). den Wert 

für den in der Aufgabe gegebenen logarithm.- 
unbequemen Ausdruck berechnen. (Siehe die 
gelöste Aufgabe 426.) 



Aufgabe 426. Man soll den Wert des 

Ausdrucks: 

V r 506835'+ 279041* 

mittels Anwendung der Logarithmen u. durch Auflösung. Man setze nach der in der 

Einführung eines Hülfswinkels berechnen. allgemeinen Aufgabe 425 aufgestellten Glei- 
chung A).: b 

ErkL 274. Aus der nebensteh. Gleichung 1). : Hf 9 = ~ 

15 v 506835 und 

kann man den Winkel y *»e folgt berechnen: a = 506835 

log tgy = log 279041 — log 506885 und berechne ans der somit erhaltenen 

Nani8t: log 279041 = 5,4456665 Gleichung: 2 7904l 

±1W_ 1). . . • tg y - -^m 

(4-i0) (-10) den Hülfswinkel y. 
5,4456681 

— log 506885 = -5,7048666 (■.Brki.249) Nach der Erkl. 274 erhält man: 

log tg y = "9,7408015^10 A). . . . <p = 28 ü 50'7- 

~8l8~ Nunmehr setze man in der in der Aufgabe 

mithin ist: 349,6 425 aufgestellten Gleichung B.): 
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a = 506835 



° % = 28« 50' 7- wie ™ rhin: 

Erkl. 275. log 506885 = 5,7048623 6 = 279041 

+ 48 — und nach vorstehender Gleichung A).: 

' 5 ' 7048666 v = 280 50-7' 

Erkl. 276. Aus der nebensteh. Gleichung 2).: Man erhält alsdann: 

r 506835 r 506835 

V506885*+ «9041* = mWW f ^ • • V&06835'+ 279041' - cob28 o 50 , 7 , 

erhält man du rch Logarithmiernn g: und auB dieger Gleichung erhalt man schliesa- 

logV506835 2 + 27904 1» = lieh nach der Erkl. 276 für den gesuchten 

log 506835 -log cos 28° 50' 7* Wert: 

Da DUn: log 506835 - 5,7048666 (..e*i.27*> B). . . V 506835»+ 279041' = 578572,3 
— log cos 28° 50' V = +0,9425090-1 ( „ »7) 

4,7623576+1 
oder = 5,7623576 

3559 



17 
15 



ist, so erhalt man: | |2 

V506835*+ 279041« = 578572,3 

ErkL277. log cos 28° 50' 7-= 9,9425171-10 

—81 
log cos 28° 50' 7"= 9,9425090-10 
oder = 0,9425090-1 



Aufgabe 427. Man soll dem allgemeinen 

Ausdruck: _ — — Auflösung. Man setze analog der Auf- 

V« — ° lösung der Aufgabe 425: 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine > «^ 

logarithmisch- bequeme Form geben. ya ? - 6* = y a 1 1- . 

v^-=V«'(i-£) 

Erkl. 278. Ist in dem Ausdruck: oder: 

V*^ a). .' . V^ = ^ r = « Vi-i-Y 

fc > a und bezeichnet man dann mit c den a 

Unterschied von a>-b\ so geht jener Aus- Berücksichtigt man nunmehr, dass wenn der 

^r n^ir n W in • gegebene Ausdruck keinen i m a g i n & r e n Wert 

druck über in. ^__ ^ ^ (siehe ^ m) 

und dies stellt eine imaginäre Zahl dar * . 

(siehe Erkl. 279). al»o auch a > b 

sein mu83, so kann man in Rücksicht der 

Erkl. 280: 

Erkl. 279. Unter einer imaginären Wur- b) — = siny 

zel oder einer imaginären Zahl versteht man * . . 

jede gerade Wurzel aus einer negativen setzen und die Gleichung a). geht üb er in: 

Zahl. c). . . VV — b* = aV^l — Bin'a> 

(Siehe Kleyer« Lehrbach der Potenzen and Warsein.) 

Da nun nach der Formel 13: 
1 — sin'y = cos 2 y 
ist, so erhält man aus Gleichung c). : 
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Erkl. 280. Nach Antwort der Frage 19 lie- 
gen die Werte des Sinus und Kosinus aller 
nur möglichen Winkel zwischen den Grenz- 
werten + 1 und — 1. Sonach kann jeder zwi- 
schen + 1 und — 1 liegender Wert, also jeder 
positive oder negative echte Bruch, als der 
Sinus oder der Kosinus (auch als eine 
Potenz deB Sinus oder des Kosinus) eines 
bestimmten Winkels betrachtet wer- 
den, welchen Winkel man mittels einer 
trig. oder log.-trig. Tafel bestimmen 
kann. 



oder: Va«— 6* = a.VWy 

d) Ya 7 — b* = a.costp 

In Rücksicht, dass also nach Gleichung b).: 
b 



A). 



sm (p = 



ist, erhält man nach Gleichung d). 
B). . . . . Yd 1 — b 2 = a . cos <p 
nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a und o Zahlen werte gegeben, 
bo kann man hiernach mittels Logarithmen 
aus Gleich. A). den Hülfewinkel <p und dann 
mitte ls Logari thmen aus Gleich B). den Wert 
für Y a * — °' berechnen und zwar analog wie 
in der Aufgabe 426 gezeigt wurde. 



Aufgabe 428. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck: 



Ya n +b n 
durch Einführung eines Hülfswinkels eine 
logarithmisch-bequeme Form geben. 



Auflösung. Man setze, analog der Auf- 
lösung der Aufgabe 425: 



oder: 



a n 

a)...fa^=V«"(l+ (-£-)") 
Setzt man nunmehr nach der Erkl. 272: 

b > (1)"= *'* 

so erhält man in Rücksicht dessen aus der 
Gleichung a).: 



Vi 



= Vä 



a-'+b" = VU-U + tg» 

oder, da nach der in der Erkl. 273 aufgestell- 
ten Gleichung a). 

1 + tg'y = 

gesetzt werden kann: 



V COB 2 <p 



c). . . Va w + ^ 
In Rücksicht, dass also nach Gleichung b). 

*> *—VW 

iBt, erhält man nach Gleichung c).: 



B). 



Vr + 'r^Y-*- 

w l Y cos*o> 



nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a, b, m und n Zahlen werte ge- 
geben, so kann man hiernach mittels Logarith- 
men aus Gleich. A). den Hülfswinkel tp und 
dann mittels Logarithmen aus Gleich. B). den 

Wert für ya n -f&* berechnen und zwar ana- 
log der gelösten Aufgabe 426. 
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Aufgabe 429. Man soll dem allgemeinen 

Ausdruck : 

2tt a . a 

~T~ ' C0B T + Bm T Auflösung. Setzt man nach der Erkl. 272 : 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine ^ _2o_ _ t 

logarithmisch- bequeme Form geben. b v 

so erhält man für den gegebenen Ausdruck: 

2a et , . a ^ a . . a 

-y-cosy + sin- 2 = tgy.cos-g +smy 

oder nach Formel 7: 

sin w a , . a 

= ■ cos -^ -4- sin - n - 

cos <p 2 ' 2 

sin <f . cos y + cos tp . sin £ 
cos <f 

Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
der Formel 41 für: 

« . . a . / , o\ 

sin <y>.cos ^ -f- cos <p .sin -^- = sin I y -}" - - I 

setzen kann, so erhält man: 

b). . . -— -.cos— 4-sin-^- = - tL. 

.0 2 2 cos 9 

In Bücksicht, dass also nach Gleichung a).: 

Ä , . 2a 

A ) tg y = -^- 

ist, erhält man nach Gleichung b).: 

m 2a a . . a » in (<*>+?) 

B). . . -.- • cos -ö- + sin - = - 

b 2 ' 2 cos ip 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a, b und a Zahlenwerte gegeben, 
so kann man hiernach mittels Logarithmen 
aus Gleich. A). den Hülfswinkel <p und dann 
mittels Logarithmen aus Gleich. B). den Wert 
für den in der Aufgabe gegebenen logarith- 
' misch- unbequemen Ausdruck berechnen. 



Aufgabe 430. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck : 

a sin a ± b cos a 
durch Einführung eines Hülfswinkels eine Amflösttn» Man multipliziere und divi- 
logarithmisch-bequeme Form geben. J«™ den 2 Summanden mit a und scheide 

° ^ ° dann den Faktor a ans; man erhält hiernach: 

_j_ t. . . ab 

a sin a + b cos a = a sin a + — cos a 

oder: 

a sin a hk b cos a = a i sin « ^ — cos a] 

Nunmehr setze man: 
»)• ......— = tg tp 

wonach man erhält: 

a sin a ± b cos a = a (sin a + tg </> cos a) 

Goniometrie (Winkelmessnngslehre). 19 
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Bringt man jetzt die Formel 7 in Anwendung, 
&o erhält man ferner: 

a sin a -+- cos a = a I sin a -+- x cos a I 

~" \ — cos <f / 

oder: 

. _ a (sin a cos <y> + cosa sina' 

b). . . a sin a -+■ b cob a = — ^-= — 

' — COS (f> 

Erkl. 281. Man vergleiche diese Aufgabe Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
bezw. deren Auflösung mit der gelösten Auf- den Formeln 41 und 42 für den Zähler des 
gäbe 418. Quotienten rechts == sin(a-f-y) bezw. = 

Bin(a — «/) setzen kann, so geht in Rücksicht 
dessen vorstehende Gleichung b). über in: 

sin(c ■+■ « ) 

c). . . a sin « -+- b cos a = a — 

J — cos </ 

In Rücksicht, dass also nach Gleichung a). 

A) tg v = -|- 

ist, erhält man nach Gleichung c).: 

B). . . a sin a -+- b cos « = a T — 

' — COS if 

nämlich für den gegebenen Ausdruck eines 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a, b und a Zahlenwerte gegeben, 
so kann man hiernach mittels Logarithmen aus 
Gleich. A). den Hülfswinkel <p und dann mit- 
tels Logarithmen aus Gleich. B). den Wert für 
den in der ; Aufgabe gegebenen logarithmisch- 
unbequemen Ausdruck berechnen (s. Erkl. 2S1). 



Aufgabe 431. Man soll dem allgemeinen 

Ausdruck: 

\f 24. o \ « Auflösung. Man multipliziere und divi- 

V a ~ - aöct ßy diere den zweiten Summanden unter der 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine Wurzel mit a Md »cheide dann a' als Fak- 

logarithmisch-bequeme Form geben. tor aps ^ man crbält ^rnach^ 

Va>±2abctg^ = Y a7 ( l ±™ ci *l) 

Erkl. 282. In der nebenstehenden Gleich 1). oder y - 

kann in dem Ausdruck: \ / »_i_ « * * a "\ / •■ • 26 M a 

jLaiui tu ucui aumwA. y a 2 ;± 2 a 6 ctg-^- = ay l±_ — ctg 9 - 

a y l-\~ ~ ' ct 8 2 Nunmehr beachte man jeden der in dieser 

Gleichung enthaltenen beiden Fälle: 

der Summand ct Sir jeden beliebigen - r — ^ r ö& 

positiven Wen haben (siehe Erkl. 272), wäh- X) ' V « 2 + 2a6ctg T =a\/ 1 + ^-c^ 

rend in der nebenstehenden Gleichung 2). in und 

dem Ausdruck: .* / ~ -. / si _ 

aVi-^ct g « 2) - V ••-«*»«•;— Vl-T^f 

« * Ä . j Ä tt * a a j ^r _. j- einzeln und setze in dem 1. Fall nach der 

unter der Voraussetzung, dass der Wert die- Erkl. 272: 

ser Wurzel kein imaginärer sein soll (siehe '2b a 

oh u v a) — ctg- rt - = tg 2 g> 

Erkl. 279), der Summand — -ctg "kleiner a 2 

. - - . 4 * * . und im 2. Fall nach den Erkl. 282 und 280: 

als 1, bezw. ein echter Bruch sein muss. , 

(Siehe Erkl. 280.) b) * * ctg « Ä ßiüVi 

Man erhält dann bezw.: 
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Erkl. 283. Hat man einen Ausdruck von 
der Form: 

VH-« 
und man setzt: 

a) a = tg 2 y 

so erhält man: 

VT+V = Vi + tg'y 
oder nach der Erkl. 273 : 
1 



1). 



Vl + a = 



COßtp 



Hat man hingegen einen Ausdruck ton der 

Form: „,. 

Vi — a 

und ist a < 1, damit der Ausdruck kein 
imaginärer ist (siehe Erkl. 279) 
und man setzt: 

b). . . . 

so erhält man: 

>T= a = Vl^i 
oder nach der Erkl. 284: 
2). . . Vi — a = cos <y>t 



a = sin 3 y t 



■ sin 2 ^ 



Erkl. 284. Aus der Formel 13: 
sin 7 « -(- cos 2 « = 1 

cos 2 « = 1 — sin 2 « 

cos « = Vi — sin 2 « 



erhält man 
oder : . 



v- 



a 2 +2a6ctgy = aVl+tg 2 y 



oder nach der Erkl. 273: 



c), 
und 



'+2a6ctg 2 - = 



a 
cos n 



ya 2 — 2a6ctgy = a^l^si 



sinfy, 



oder nach der Formel 13 (siehe Erkl. 284) : 
d). . . y a 2 — 2a5ctg||- = a.cosy, 

In Rücksicht der aus den Gleichungen a). 
und b). sich ergebenden Werte: 



A). . 

und 

A t ). 



26 

a 



tgy = v ■ 

\f~2b ~~«~ 
sin yi = y — -ctg g- 



erhält man nach den Gleichungen c). und d). 

bezw.: r 

a 



v 



a 8 +2a&ctg^- = 



COS (f 



y a*-2al 



B). . 

und 

Bj).' . . y a 2 — 2a6ctg-"- = acos^j 

nämlich für den gegebenen Ausdruck stets 
einen logarithmisch-bequemen Ausdruck. 
Sind für a, o und a Zahlenwerte gege- 
ben, so kann man hiernach mittels Logarith- 
men aus den Gleichungen A). u. A,). die Hülfs- 
winkel (p und <p t , und dann mittels Logarithmen 
aus den Gleichungen B) und B,). die Werte 
für den in der Aufgabe gegebenen logarithm.- 
unbequemen Ausdruck berechnen. (Siehe die 
Erkl. 283.) 



Aufgabe 432. Man soll dem allgemeinen 

Ausdruck: 

. 6* sin a sin 1 5 

a sin a 4 - — *- 

acos*7 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine 

logarithmisch-bequeme Form geben. Auflösung. Man forme den gegebenen 

Ausdruck, wie folgt um: 

, & 2 sinor s\n l ß . . ab 1 Bin a sin 2 ß 
a sin a -J ^ ^o»,. = a 8in «H 



acos 2 y 



= asin« 



a i cos t y 
\ T a 2 cos 2 y/ 



r, . (h sin/9 VI 

= a sin « 1 + I — — I I 

L ' xacosy/ J 



Nunmehr setze man für den Quotienten 
— welcher irgend einen Zahlenwert vor- 



acosy 
stellt nach der Erkl. 272: 
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x & SM ß 

a) — = tg <p 

i a cos y 3 ^ 

Hiernach erhält man: 

, & 2 sinasinV . ,,,.,, 

a sin a H ; — - = a sin o (1 + tg 1 «) 

1 qcos'y v ' y 

oder, wenn man berücksichtigt, dass nach der 
in der Erkl. 273 aufgestellten Gleichung a).: 

1+tg'y = — l — 
' r cos-y 

gesetzt werden kann: 

. 5*8inasin 2 Ä asina 
b). . . asmaH = = „--- 

J ' aCOS 2 "/ COS^y 

In Rücksicht, dass also nach Gleichung iy. 

an * & sin 

A) tgy = ~ 

7 T qcos? 

ist, erhält man nach Gleichung b).: 

_ x . . 6 2 sinasin 7 /? asina 

B). . . qsina-J 5—*- = — — 

J ' aco8 2 y cos'y 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a, o, a, und y Zahlenwerte 
gegeben, so kann man hiernach mittels Loga- 
rithmen aus Gleich. A). den Hülfswinkel y ond 
dann mittels Logarithmen aus Gleich. B). den 
Wert für den in der Aufgabe gegebenen loga- 
rithmisch-unbequemen Ausdruck berechnen. 



Aufgabe 433. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck : 

qtggsinft + ocosa Auflösung. Dividiert man Zähler und 

atgttsin/3 — 6cosa Nenner des gegebenen Aasdrucks durch 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine asin so erhftlt man: 

logarithmisch-bequeme Form geben. , , tgg + " cos c _ 

a tg « sin /J -|- 5 cos « __ ° ' asinß 

a tg a sin ß — 6 cos a A b cos a 

& r tga : 

a sin ß 

Setzt man nunmehr für den Quotienten 

— . ^- welcher irgend einen Zahlenwert vor- 

a siu ß 

stellt nach der ErkL 272: 
& cos a 

a > Tssy = tgv 

so erhält man ferner: 

q tg a sin ß + 6 cos a _ tg c -\- tg y 
atgasiu£ — &cos« ~~ tga — tgy 

oder nach Anwendung der Formel 171 : 
q tg a si n ß + 6 cos a __ sin (« 4- y ) 
q tg « sin ß — 6 cos a sin (c — y) 

In Rücksicht, dass also nach Gleichung a).: 
. , 4 6 cos a 

A > t8 * = 7Ä7 

ist, erhält man nach Gleichung b).: 
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a tg a sin ß -f b cos a __ sin (a -{- y ,) 
'* atgasiaß — b cos a ~"~ sin (« — <f) 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a, b, a und ß Zahlenwerte ge- 
geben, so kann man hiernach mittels Loga- 
rithmen aus Gleich. A). den Hülfswinkel <p und 
dann mittels Logarithmen aus Gleich. B). den 
Wert für den in der Aufgabe gegebenen loga- 
rithmisch-unbequemen Ausdruck berechnen. 



Aufgabe 434. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck : 

a sin a + b sin ß a + ß 
a sin a — 6 sin ß g 2 

logarithmisch -bequeme Form geben. .. A , , ' . ,. . ,. . ^ 

° * ° tienten durch asina dividiert: 

2 _| & 8 ' D l 



a sin a -j- 6 sin « + asina « + /* 

osincT^osin ß' g 2 """" osin/3 * g 2 

asina 
Nunmehr setze man nach der Erkl. 272: 

a) — — - = tg</> 

' a sin a e ^ 

Man erhält: 

q sin g -}- & sin / ? « + ft __ 1 +tgy a + ft 

asina — &sin£~" g 2 "" 1 — tg<p' ß 2 

oder nach der Formel 117: 

,, asina + tsin/? . a-+-/J * /jm , % * « + 

b). . . — : ' . ** « tg — i- e -= tg(45°+»).tg ' r 

' asina — &sin/J ° 2 ÖV ■ y/ ° 2 

In Rücksicht, dass also nach Gleichung a).: 

A , . & sin /? 

A) tga> = — .— *- 

ist, erhält man nach Gleichung b.: 

«,in, + 6sin/» .^^+A = t (45 . + } t 5+i 
' a sin a — b sin /? ° 2 ° v ' ™ ° 2 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmiBch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a 9 b, a und ß Zahlen werte ge- 
geben, so kann man hiernach mittels Loga- 
rithmen aus Gleich. A). den Hülfswinkel q> und 
dann mittels Logarithmen aus Gleich. B). den 
Wert für den in der Aufgabe gegebenen loga- 
rithmisch-unbequemen Ausdruck berechnen 
(siehe die Aufgabe 435). 



Aufgabe 435. Man soll den Wert des 
Ausdrucks : 
6850 sin 48° 58 / + 5001 sin 31° 2' 20" 48°58' + 31 Q 2 / 20" 

6850 sin 48° 58' — 5001 sin 31° 2' 20" ' g 2 

mittels Anwendung der Logarithmen und 

durch Einführung eines Hülfswinkels be- Auflösung. Man setze nach der in der 
rechnen. allgemeinen Aufgabe 434 aufgestellten Glei- 

chung A).: 
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Erkl. 285. Aus der nebenstehenden Glei- tg <p = n ^- 

cbung 1).: asma 

tff w - 5001 sin 31 02-20- a = 6850 

8 f "" 6850 sin 48° 58' & = 5001 

kann man den Winkel tp wie folgt bestimmen: a = 48°58' 

logtgy = log 5001 + log sin 31° 2' 20- — und ß = 31°2'20" 

(log 6850 + log sin 48° 58') un d berechne aus der somit erhaltenen Gleichung : 

NUD 18t: iog5001 = 3,6990569 1) tg<p = WlifaSl'Mg; 

+ logsin31°2'20<< = 9,7123295-10 d(m Hülf8winkel y . 6850sm48 58 ' 

13,4113864-10 Nftch der ErkL 285 erh&u man: 

oder = 23,41 13864-20(«.Erki.236) A x « = 26° 81' 16" 

-aog68o(H-logBin43 o 53')=-fl3,7132507-10(B.Krkl.287) ' ' ' V 

_ 4- Nunmehr setze man in der in der oben er- 
lös te r == 9698T357^TÖ^ wähnten Aufgabe 43*4 aufgestellten Gleichung B). : 

mithinist: ' -^ ^»l.«±l?! n A . tg ^+ /»_ = 

<j, = 26° 31' IC" II«,g asina — bamß ° 2 

«. = 26» 3 LMie" *8 ( 45 ° + V) • tg ^- 

für a, &, a und /? die in dieser Aufgabe ge- 

v~w ooß -n« ;« ,i^ ;« ,*«.. tjvl-i oqk »r. a gebenen Zahlenwerte und nach vorstehender 

ifllriuJlVli^lhT; Gleichung A). den für v berechneten Wert: 

$m^ £?^^%J^TL£&£Z 26031-16"; bezeichnet min hierbei den xnbe- 

Add.tion der entgegengesetzten Logarithmen rechnenden Wert nm denselben nicht immer 

ein negativer Logarithmus als Resultat dieser * c «'"" c "" " " c »"> »■» " CU """ ,!U i , 

Additiol erscheinen würde, und da man nach » ** ytt T?o ^lf U mfl m n a . 8Sen, **' 

der Erkl. 224 bei dem Aufsuchen des Logarith- Kürze halber mlt x > so erhält man: 

mus der Tangens des Winkels <p jenen Loga- _ ♦„^o_i_9ßOQi*irt/A f „i8°58H-31°2'2i-' 

rithmus um 10 positive Einheiten vergrössern x "" lg V "J* öi lü /' C S 2 " 

muss, so wurde in jener Rechnung an der Stelle, oder: 

an welcher auf diese Erkl. verwiesen ist, vor 2 ) x = te71°31'16" tc40°0'10" 

jener Addition dem kleineren positiven Loga- '" 8 8 

rithmus 10 Einheiten zugezählt, dieselben aller- und aus dieser Gleichung erhalt man nach der 

dings wieder rechts als negative Kennziffer bei- Erkl. 288 für den zu berechnenden Wert x 

geschrieben. des in der Aufgabe gegebenen Ausdrucks: 



(Siehe Kleyers Lehrbach der Logarithmen.) 

Erkl. 287. log 6850 = 3,8356906 

+ log sin 48° 53' = 9 ,8775601 — 10 
13,7132507 — 10 

Erkl. 288. Aus der nebenstehenden Glei- 
chung 2).: 

x = tg71°31'16".tg40°0'10" 
erhält man x wie folgt: 

log* = log tg 71° 31' 16" + log tg 40° 0' 10" 
Nun ist: 

logtg71°3l'lC" = 0,4759702 

_±J*20_ 

0,4760122 
+ log tg 40° 0' 10" = 9,9238563—10 

log* = 10,3998685—10 

oder logx = 0,3998685 
mithin ist: 8C40 

x = 2,5111 45" 



B) x = 2,5111 



26 
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Aufgabe 436. Man soll dem allgemeinen 
Aasdruck : 
26 
-~.sin/*.sin y + cos(a+7) Auflösung. Multipliziert und dividiert 

durch Einführung eines Htilfswinkels eine ma ? den ersten Summanden mit cos(« + y) 

logarithmisch. bequeme Form geben. uüd scheid * f dann cos (« + r) als Faktor 

° ^ ° aus, so erhält man: 

2& • * • i / . x / . x / 2& sin 0. sin v , .\ 

-• sm £. sin y + cos (a + y) = cos (a-f ?)•( , — r- \ ■+ U 

a r ' ' v ' " v ' " \ a cos(te + y) / 

Nunmehr setze man nach der Erkl. 272: 

25 sin/?, sin y 
a). . . . — - . — - — — = tff «) 
a cos (« -f- y) 

Man erhält hiernach: 

2& 
- - • sin ß . sin y -}- cos (a + y) = cos (c + y) • (1 + tg y) 

oder, wenn man berücksichtigt, dass nach der 
Formel 123: lAr . ... . , 

1 6 ' COS </> 

gesetzt werden kann: 

M 26 . a . . , , \^2. cos (« + ?)• sin (45° +'/>) 

b). . . . sin £ . sin v + cos « + y) = - 

7 a r ' ' ' '' cos tp 

In Rücksicht, dass also nach Gleichung a). : 

. x 2 b sin ß . sin y 

A). ... tg^ = - a -.- cog( -^- yy 

ist, erhält man nach Gleichung b). : 

T3x 26 . a . , . . Y% . cos (« + y) . sin (45° + <y>) 

B). . . . - • sin^. sin y + cos (a-fy) = -- - n *_- -L f- 

a r / i v i / / cos y 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a, b, a, ß und y Zahlenwerte ge- 
geben, so kann man hiernach mittels Logarith- 
men aus Gleichung A). den Hülfswinkel <p und 
dann mittels Logarithmen aus Gleichung B). 
den Wert für den in der Aufgabe gegebenen 
logarithmisch-unbequemen Ausdruck berechnen 
und zwar analog den Aufgaben 426 und 435. 



Aufgabe 437. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck: 

a(cos«.cos^ + sina.sin/J.siny) Auflösung. Multipliziert und dividiert 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine man den ^Summanden in der Klammer 
logarithmisch-bequeme Form geben mit cos " und schelde * den Faktor cosa ans 

aus, so erhält man: 

a (cos a . cos ß + sin « . sin ß . sin y) = a cos a (cos ß -f- - n — — - * ) 

Setzt man nunmehr nach der Erkl. 272: 

. sin a . sin y 
a). . . . T - = tg ip 

COS a * ^ 

so erhält man ferner: 
a (cos a . cos ß -+. sin « . sin ß . sin y) = a cos «(cos ß + sin ß . tg <f) 

° der: / * x > * sin 'f\ 

= a cos a I cos ß + sm ß • - — ' I 

V cosy/ 

cos £ . cos c/> + sin Ä . sin <p 

= a cos a • — '—T ^ r - 

cos ff 
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Mittels Anwendung der Formel 44 erhält 

man hiernach: 

.. , Ä , . . « . x a cos « . cos (£ — ^ 
b). . . . a (cos « . cos ß -4- ein a . sm £ . sin y) = — - 

In Rücksicht, dass also nach Gleichung a).: 

. x 4 sin « . sin ? 
A). . . . tgcp = - 

' 6 * C08 « 

ist, erh&lt man nach Gleichung b).: 

t>, / « . • • - • n ö cos a . cos {ß — flß) 
B). . . . a (cos « . cos ß + sm a . sin ß . sm y) = — 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a, a, ß und y Zahlenwerte ge- 
geben, so kann man hiernach mittels Logarith- 
men aus Gleichung A). den Hfllfswinkel <f und 
dann mittels Logarithmen nach Gleichung B). 
den Wert für den in der Aufgabe gegebenen 
logarithmisch unbequemen Ausdruck berechnen 
und zwar analog den gelösten Aufg. 426 u. 435. 



Aufgabe 438. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck : 

V 4 te « + sin a + Yi tg a — sin a Auflösung. Man multipliziere und diri- 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine diere die zweiten Summanden unter den 
logarithmisch-bequeme Form geben. Wurzeln mit 4coso und bringe die For- 

mel 7 in Anwendung; man erhält: 



V7~I i~~ i i/7T > — \f a. . 4 sin« cos a . \ f. A 4sh 
4tg« + sina+ V4tga — sin« = 1/ 4tg<H z \- 1/ 4tg«H r 

TT COS tt * ^ 



smacosa 



cosa 
oder: 

Scheidet man nunmehr den Faktor 2 Vtg et 
aus und setzt nach der Erkl. 280, da cosa. 

also auch — - — ein echter ßruch ist: 

% cosa 

a). . . . - — — = cos (p 

so erhält man: 
V 4 tg « + sin a -f V 4 tg o — sin « = 2 Vtg a (Vi + cos <p + V 1 — cos y J 

Mittels Anwendung der Formeln 64a u. 65a 
erhält man hieraus: 



V4tga + sin« + V4tga — sin* = 2 V"tg* {y 2 cos' * + y 2sin*| ) 

oder: 
= 2 VtT^ (cos £ ^2 + sinf V« ) 

= 2 VtT^(co.|- + •!!»-»-)•>/? 



Ueber die Anwendung der goniometr. Funktionen zur Berechn. von Zahlenausdrücken. 297 

und wenn man nach der Formel 108 

sin-f + COB-J- = V2". B in(45°+-|) 
setzt : 
V4tga + 8in«+V4tga — Bin« = 2 Vtg a • ^2- sin (45°+ -£) ^2 

oder nach gehöriger Reduktion: 

b). . . V r 4tga + sina + V4tga — sino = 4 V^ • sin (45°+ -£-) 

In Rücksicht, .dass also nach der Gleich, a).: 

cos a 
A). . . . cos (p = — j — 

ist, erhält man nach Gleichung b). : 

B). . . V4tga + sin«+V r 4tga — sin a = 4^8 «' 8in ( 45 °+^) 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Ist für a ein Zahlen wert gegeben, so. 
kann man hiernach mittels Logarithmen aus 
Gleichung A). den Hülfswinkel <f und dann 
aus Gleichung B). den Wert für den in der 
Aufgabe gegebenen logarithmisch-unbequemen 
Ausdruck berechnen. 



Aufgabe 439. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck: 



26— V 4ö* 



2& __ v 4Ö2 +1 Auflösung. Man multipliziere und divi- 

j i_ w Ati. • TTMir -ii • dier© die unter der Wurzel stehende 1 mit 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine a2 a 

logarithmisch-bequeme Form geben. j b 2 und scheide dann den Faktor -^ aus 



man erhält: 



a +-\f a * il - a ^\f « 2 o- J5l -^ 
2b ~ V 'W i ~ ~ """26 — V 4&*~ 1 ~46'' a' 

"" 2b — V 46* V ^ a'/ 

Setzt man nunmehr nach der Erkl, 272: 

») — = tg <f 

also nach der Formel 9 a 

is = ctg f 

so erhält man: 

— ä-± Vä +1 = -ctgv(i+vr+"ti>) 

Berücksichtigt man, dass nach derErkl.278: 
Vl+tg'y = — ?— 

T ' ° Y COS <p 
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b). 



<)- 



und nach der Formel 8 

cos w 
fe v "" sin cp 
gesetzt werden kann, so erhält man in Rück- 
sicht dessen: 

26 " 46 2 ' sin <y> \ ^ costfJ 

oder: _ , 

cos y . 1 



sin </ sin <p 

__ — COS (/) ± 1 

"~~ sin (p 

In Rücksicht der verschiedenen Vorzeichen 
erhält man also einmal: 

_ - a -uA/j 12 ii - l — cos y 

26 "*" V 4ft*" r siny 

oder mittels Anwendung der Formeln 64a, 49a 
und 7: 

V— -, 2 8in 2 £ 

2 sin -y- • cos -- 
sin-f 



C0S -iV 

oder: 



•••-w+V^+i = < 



und ein andermal: 



« 1 / « 2 . j __ — (1 + COS ({) 

2b V 4&°-~ t ~ — " iin tp 

oder mittels Anwendung der Formeln 65a, 49a 
und 8: 



2ft V 462^ j 



2 COS 2 -^- 



2 sin -£ • cos - ; 



C0S-|- 



oder: 



sin ^y 






In Rücksicht, dass also nach der Gleich. »;.: 

A). . . . tg tf = -- 

ist, erhält man nach den Gleichungen b). und 
c). bezw.: 
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B). 

und 

B,). 



2b ^ 



2b V 4ft? 



+ 1 = tg' 



+ 1 = - ctg 



V 



nämlich für den gegebenen Ausdruck stets 
einen logarithmisch -bequemen Ausdruck. 

Sind tür a und 6 Zahlenwerte gegeben, 
so kann man hiernach mittels Logarithmen 
aus Gleich. A). den Hülfswinkel (p und dann 
mittels Logarithmen aus den Gleichungen B). 
und B|). die Werte für den in der Aufgabe 
gegebenen logarithm.- unbequemen Ausdruck 
berechnen. 



b). Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 440. Man soll den Wert des Aus- Andeutung. Analog der gelösten allgemeinen 

drucks: „ r - Aufgabe 425 und der gelösten numerischen 

V 304,685 • + 95,0043 * Aufgabe 426. 

mittels Anwendung der Logarithmen und durch 
Einführung eines Hülfswinkels berechnen. 



Aufgabe 441. Desgl.: 

V3ü4",6*5* — 95,0043*" 



Andeutung. Analog der gelösten allgemeinen 
Aufgabe 427 und der gelösten numerischen 
Aufgabe 426. 



Aufgabe 442. DesgL: 
* 
\^26^5 l +"91^3*" 



Aufgabe 443. Desgl.: 

" ' °, cos 60° 45' + sin 60° 45' 



Andeutung. Man benutze die Gleichungen 
A). und B). in der Auflösung der Aufgabe 428 
und setze in denselben für die Buch- 
staben a,b,m und n die entsprechenden 
Zahlenwerte aus nebenstehender Auf- 
gabe, berechne zuerst den Hülfswinkel (p und 
dann den Wert des in nebenstehender Aufgabe 
gegebenen Zahlenausdrucks. 

Andeutung. Man benutze, analog wie in der 
Andeutung zur vorigen Aufgabe 442 gesagt 
ist, die Gleichungen A). und B). in der Auf- 
lösung der allgemeinen Aufgabe 429. 



Aufgabe 444. Desgl.: 

5,8 . sin 22° 5' 23" + 0,9 . cos 76° 0' 1 1" 



Aufgabe 445. Desgl.: 
624,3 sin 45° 52' 3,5- — 500 . cos 24° 6' S* 

Aufgabe 446. Desgl.: 
V250,43i$* -h 2 . 250,436 . 6,9~. ctg 18° 3G' 20 ' 7 



Aufgabe 447. Desgl.: 
V"*250,436 2 — 2 . 250,436 . 6,9 . ctgTs" 36'"2Ö"- 



Andeutung. Man benutze, analog wie in der 
Andeutung zur Aufgabe 442 gesagt ist, die 
Gleichungen A). und B). in der Auflösung der 
allgemeinen Aufgabe 430. 



Andeutung. 
Aufgabe. 



Siehe die Andeutung zur vorigen 



Andeutung. Man benutze, analog wie in der 
Andeutung zur Aufgabe 442 gesagt ist, die 
Gleichungen A). und B). in der Auflösung der 
allgemeinen Aufgabe 431. 



Andeutung. Man benutze, analog wie in der 
Andeutung zur Aufgabe 442 gesagt ist, die 
Gleichungen A t ). und B,). in der Auflösung der 
allgemeinen Aufgabe 431. 
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Erkl. 285. Aus der nebenstehenden Glei- tg w = n/ ~ 

cbung 1).: aßma 

te fß - 50 01 sin SP 2-20- fl = 6850 

BV 6850 sin 48° 58' & — 50 oi 

kann man den Winkel tp wie folgt bestimmen: a — 48°5S' 

logtgy = log 5001 + log sin 31° 2' 20" — und ß = 31°2'20" 

(log 6850 + log sin 48° 58') und berechne aus der somit erhaltenen Gleichung: 



Nun ist 



iog5001= 3,6990569 . 1) ^ Wlri»81«*W" 



+ logsin31'2'20" = 9,7123295-1 den Hülfswinkol ^ 6850s ^° 5 * 

13,4113864-10 Nach der Efkl 2g5 erhäU man 

oder = 23,4113864-20(s.Krki.236) 

-aogÖ8o0+Iog8in48 o 53') = -fl3,7132507-10(s.Erkl.287) 



A) tp = 26° 81' 16" 

Nunmehr setze man in der in der oben er- 
lös te == 9 6981357-10^ wähnten Aufgabe 43*4 aufgestellten Gleichung B). : 

•«;♦!.«« ,- *. 1053 asina + osiüj* A a + ß 

mithin ist: """"«mu - — * — —--'tg — —-- = 

y = 26° 31' IG" 316,2 asina — bsn\ß ° 2 

ff , =-WÜM * (45° + V ) • tg ±±L 

für a, 5, a und /J die in dieser Aufgabe ge- 

tt~vi oqä rk« ;« ,1«,. ,•« ^ a ^ i?,.l.i oqk o na gebenen Zahlenwerte und nach vorstehender 

Erkl. 286. Da in der in der r^rkl. 2oo aus- rn«.--u., ~ a\ j ä „ *«- u u«^* Ä w ♦ 

ffir d^^e^ »;tSnSZSt x 

Addition erscheinen würde, und da man nach "» * e J Ä& n °f f ^^^if m « n . ' 

der Erkl. 224 bei dem Aufsuchen des Logarith- Kürze halber mlt x > so erhalt man: 

mus der Tangens des Winkels y jenen Loga- t* f45<U-26<>31'16'A tg 48 ° 58 '+81 £ '2«'' 

rithmus um 10 positive Einheiten vergrössern l 8^ -j-^o oi iu y-ig ^ 

muss, so wurde in jener Rechnung an der Stelle, oder: 

an welcher auf diese Erkl. verwiesen ist, vor 2 ) ä = te71°31'16" te40°0'10" 

jener Addition dem kleineren positiven Loga- } ' B * 

rithmus 10 Einheiten zugezählt, dieselben aller- und aus dieser Gleichung erhält man nach der 

dings wieder rechts als negative Kennziffer bei- Erkl. 288 für den zu berechnenden Wert x 

geschrieben. des in der Aufgabe gegebenen Ausdrucks: 

(Siehe Kleyer» Lehrbuch der Logarithmen.) 



B) x = 2,5111 



Erkl. 287. log 6850 = 3,5356906 

+ log sin 48° 58' = 9,8775601 — 10 



13,7132507—10 

Erkl. 288. Aus der nebenstehenden Glei- 
chung 2). : 

x = tg71°31'16".tg40°0'10" 
erhält man x wie folgt: 

log* = Iogtg71°31'16" + logtg40°0 / 10" 
Nun ist: 

log tg 71° 31' IC" = 0,4759702 

_-M 20 _ 

0,4760122 
+ logtg40°0'10" = 9,9238563—10 

loga; = 10,8998685—10 

oder loga = 0,3998685 

mithin ist: _?? 4< L 

x = 2,5111 " 45 
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Aufgabe 436. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck: 

26 . 

— .sin/J.siny + cos(« + y) Auflösung. Multipliziert und dividiert 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine raa ? den ersten Summanden mit cos(« + y) 

logarithmisch-bequeme Form geben. und scheid « f dann cos (« + r) als Faktor 

° ° aus, so erhält man: 

2& • a • . / , x / , v / 2& sin 0. sin y , _\ 

sin£.swy+cos(a + y) = cos(a-fy)- I- -. ,.— \- + ] 7 

a r ' ' v ' " v ' ' \ a cos(a-j-y) / 

Nunmehr setze man nach der Erkl. 272: 

2ft sin 0. sin y 
a). . . . - • — , r = t g ( P 

a cos (« -f y) fe ^ 

Man erhält hiernach: 
21) 
- • sin ß . sin y -f- cos (« + y) = cos (a + y) • (1 + tg a>) 

oder, wenn man berücksichtigt, dass nach der 
Formel 123: tAr . /-rn 

1 fe ' cos (f 

gesetzt werden kann: 

u 26 . Ä . , x V2".co>(« + y).sin(45°-M/>) 

b). . . . - - • sin ß . sm y + cos « + y) = f -- — - -- 

a r ' ' ' /y cos o> 

In Rücksicht, dass also nach Gleichung a). : 

. . A 2 b sin ß . sin y 

Aj. . . . tg a, = 7 - - - - 

1 6y a cos(a-f-y) 

ist, erhält man nach Gleichung b). : 

m 2b • * • i / . x V^ . cos (« + y) . sin (45° + y) 

B). . . . — . smS.sin y + cos(«-f y) = - — - — -- -'- ' - - - 

a r / i v i / / cos y 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a, 6, a, ß und y Zahlenwerte ge- 
geben, so kann man hiernach mittels Logarith- 
men aus Gleichung A). den Hülfswinkel <p und 
dann mittels Logarithmen aus Gleichung B). 
den Wert für den in der Aufgabe gegebenen 
logarithmisch-unbequemen Ausdruck berechnen 
und zwar analog den Aufgaben 426 und 435. 



Aufgabe 437. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck: 

a(cosa.cosj? + sina.sin/J sin y) Auflösung. Multipliziert und dividiert 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine man den 2. Summanden in der Klammer 
logarithmisch-bequeme Form geben mit cosa ünd scheidet den Faktor cos« aus 

aus, so erhält man: 

a (cos a . cos ß 4- sin « . sin ß . sin y) = a cos a (cos ß 4- S1D " • s m ff . s in y \ 

\ cos a / 

Setzt man nunmehr nach der Erkl. 272: 

N sin a . sin y 
a). . . . '- = tg» 

COSa * r 

so erhält man ferner: 
a (cos « . cos + sin a. sin/?, sin y) == a cosa (cos ß + sin ß. tg y) 

0der: / a , • * siny\ 

= a cos a ( cos ß + sm ß * ) 

V r r cosy/ 

cos ß . cos f/) -4- sin ß . sin <p 
= acosa* — - - * ' ----- - - 

cos f/> 
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Mittels Anwendung der Formel 44 erhält 

man hiernach: 

*x / * , • • « • \ a cos«, cos (a — </' 
b). . . . a (cos « . cos ß -j- sin a , sin . sin y) = — * 

In Rücksicht, dass also nach Gleichung a).: 

. . 4 sin « . sin > 

A). . . . tg«r. = — 

' 6 * cos a 

ist, erhält man nach Gleichung b).: 

t>n / * . . . - . n a cos a . cos (/J — er.) 
B). . . . a (cos a . cos /? 4- sin « . sin £ . sin y) = - — 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Sind für a, a, ß und 7 Zahlenwerte ge- 
geben, so kann man hiernach mittels Logarith- 
men aus Gleichung A). den HQlfswinkel q und 
dann mittels Logarithmen nach Gleichung 8). 
den Wert für den in der Aufgabe gegebenen 
logarithmisch unbequemen Ausdruck berechnen 
und zwar analog den gelösten Aufg. 426 u. 435. 



Aufgabe 438. Man soll dem allgemeinen 
Ausdruck : 

Y*4 tg a + sin a + V 4 tg a — sin a Auflösung. Man multipliziere und divi- 

durch Einführung eines Hülfswinkels eine diere die zweiten Summanden unter den 
logarithmisch-bequeme Form geben. Wurzeln mit 4 cos « und bringe die For- 

mel 7 in Anwendung; man erhält: 



-i/"J~l — — r_ . — *\ / A ^ , 4 sin a cos a . *\ f. x , 4sh 
V 4 tg « + sin a + V 4 tg a — sin a = 1/ 4 tga + —r \~ \J 4 tga -j z 

* *T COS CC ' *T 



Sin a COS a 



COSa ' * 4C0Sa 

oder: 

= V4t ga (l + -^-) + V4t ga (l-^) 

Scheidet man nunmehr den Faktor %V l E a 
aus und setzt nach der Erkl. 280, da cosa, 

also auch — - A — ein echter Bruch ist: 

4 
% COSa 

a). . . . — - — = cos tp 
so erhält man: 

V 4 tg « -f- sin a -f- Yi tg a — sin « = 2 Vtg a (Vi + cos y + V 1 — cos y ) 

Mittels Anwendung der Formeln 64a u. 65a 
erhält man hieraus: 



oder: 



V4tga + Bin« + V4tga — sina = 2Vtg« (\/ 2 cos' | + \/ 2 sin 2 1 ) 

der: 

= 2 -\A7« (cos*Y2+ 8iD f V«) 

= 2 Yü "a (cos £ + sin |.) V2 
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und wenn man nach der Formel 108 

sin -J + coi-J = ^2". sin (450+ i) 
setzt: 
V4 tg a + sin « + V 4 tg a — sin a = 2 Vtg a • V^- sin (45°+ -£) V^ 

oder nach gehöriger Reduktion: 

b). . . V 4 tg a + Bin a + V 4 tga — sin a = 4 Vtga • sin (45°+ -^) 

In Rücksicht, .dass also nach der Gleich, a).: 

cos a 
A). . . . cos q> = 

ist, erhält man nach Gleichung b).: 

B). . . V4tgo + sin«+V4tga — sina = 4Vtg a-sin (45°+-^-) 

nämlich für den gegebenen Ausdruck einen 
logarithmisch-bequemen Ausdruck. 

Ist für a ein Zahlenwert gegeben, so 
kann man hiernach mittels Logarithmen aus 
Gleichung A). den Hülfswinkel (p und dann 
aus Gleichung B). den Wert für den in der 
Aufgabe gegebenen logarithmisch-unbequemen 
Ausdruck berechnen. 



Aufgabe 439. Man soll dem allgemeinen 

Ausdruck: 

a \ f a 1 

— 26 — V Tö 2 ""^" 1 Auflösung. Man multipliziere und divi- 

j 1- T7- au. • tt«,/ .1, . diere die unter der Wurzel stehende 1 mit 

durch Einführung eines Hülfswmkels eine a i a 

logarithmisch-bequeme Form geben. -7v 2 und scheide dann den Faktor -gy aus; 

man erhält: 

""26 — V 4&* "T" 1 ~ "" 2b — V 4&*" r 45 2 ' a 2 

- 2b — V 46 J \ ^ a»/ 

— i('*V r '+(?)') 

Setzt man nunmehr nach der Erkl. 272: 

<0 — = tg <f 

also nach der Formel 9 a 

so erhält man: 

Berücksichtigt man, dass nach der Erkl. 273: 
Vl + tg^ = — ^~ 

v » o t cOSy 
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für log( |-lj aus Gleichung 6). in Glei- 
chung 1)., so erh&lt man: 

log (a + b) = 4,5039812+0,2177552 
oder: 
A) log(a + 6) = 4,7217364 

(Siehe die Erkl. 292 and 810). 



Aalgabe 460. Man kennt den Loga- 
rithmus einer positiven Zahl a, nicht 
aber diese Zahl a selbst, und soll 
den Logarithmus der um 1 verminderten 
Zahl (a— 1) bestimmen, ohne jene Zahl 
a selbst zu bestimmen, und zwar unter 
derVorausseztuDg, dass die Zahl a grösser 
als 1 ist. 



Erkl. 295. Wie in der Erkl. 280 schon er- 
mähnt, sind die Werte des Kosinus aller nur 
denkbaren Winkel echte Brüche; da nun der 
reciproke (umgekehrte) Wert eines echten 
Bruches einen unechten Bruch, bezw. eine 
Zahl vorstellt, die grösser als 1 ist, so kann 
man auch für jede Zahl, die grösser als 1 
ist, den reciproken Wert des Kosinus eines 
bestimmten Winkels setzen. 



Erkl. 296. Nach voriger Erkl. 295 kann man, 
wenn a eine Zahl bedeutet, die grösser als 1 ist: 

1 

a = 

cos (p 

oder auch, was an der Bedeutung nichts ändert: 

__ 1 
~~~ cos'y 



setzen. 



Erkl. 297. Den Ausdruck: 
kann man wie folgt umformen 

1 - __ 1 — c os 2 y 



-V— i 

cos*<y> 



cosfy 



COS 2 (p 



Da nun nach der Formel 13 

1 — cos 2 <p = Bin 2 ff 

gesetzt werden kann, so erhält man: 

1 _ sin 7 y 

~~ cosfy 

1 /ftin/r.\? 



oder: 



C03 7 f/> 



cos* <p 



1 



— (±* n vY 

~~ \CO&(pJ 



Auflösung. Setzt man für die Zahl a, 
welche gemäss der Aufgabe grösser als 1 
sein soll, nach der Erkl. 280: 

a) c l 



so ist: 



C08 2 (/) 



C08 ? </> 

oder nach der Erkl 297: 



b). 



a — 1 = tg-y 



Logarithmiert man die Gleichungen a). 
und b)., so erhält man: 

log a = log 1 — 2 . log cos (p 
oder: 

log a = — 2 . log cos *p 
oder: 

A). . . log cos tp == — - loga 
und 
B). . . log(a — 1) = 2.1ogtgy 

Kennt man also den Logarithmus einer 
positiven Zahl a, welche grösser als 1 ist, 
nicht aber die Zahl a selbst, und man 
soll den Logarithmus der uml kleineren 
Zahl(a-l) bestimmen, ohne vorher die 
Zahl a selbst zu bestimmen, so berechne 
man nach Gleichung A). den Winkel <p and 
dann nach Gleichung B)., indem man in 
derselben für <p den soeben gefundenen 
Wert substituiert, den Logarithmus der um 
1 kleineren Zahl (a — 1). 

(Siehe die Aufgabe 461.) 



oder, wenn man die Formel 7 in Anwendung 
bringt: 

a). . . — r 1 = tgfy 
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Aufgabe 461. Der Logarithmus einer 
positiven Zahl a, welche grösser als 1 
(siehe Erk. 298) ist, and die weder be- 
kannt ist noch bestimmt werden soll, 
sei = 1,1702617 

Welches ist der Logarithmus der um 1 Auflösung. Benutzt man die in der all- 
kleineren Zahl (a— 1)? gemeinen Aufgabe 460 aufgestellten Glei- 
chungen A). und B).: 

Erkl. 298. Ist der Logarithmus einer Zahl ^ ,_„ A _ c _ 1 . n „ 

a gegeben und man will untersuchen, ob diese a > • • • 10 * cos qp — — ^ log a 

Zahl grösser oder kleiner als 1 ist, so hat und 

man nur die Kennziffer jenes Logarithmus zu v\ w/V* i\ 91n<rtfr<» 

berücksichtigen; ist dieselbe nämlich Null ; ' * "• ' ogl i; — <5iogigo> 

oder gleich einer positiven Zahl, so ist so kann man, wenn man in der Gleichung a). 

jene dazu gehörige Zahl a grösser als 1; ist gemäss der Aufgabe 

hingegen die Kennziffer negativ, so ist die , . +~*~»+m 

zugehörige Zahl a kleiner als 1. loga = 1,1702617 

(Siehe Kleyer. Lehrbuch de, Logarithmen). ^^ m ^ ^^ ^^^ Gleichung . 

Erkl. 299. Aus der nebensteh. Gleichung 1).: ^ log cos ^ _ _ 1 . ljl70 26l7 

log cos <p = — -~ . 1,1702617 

2 den Hülfswinkel <p berechnen; man erhält 
kann man den Hülfswinkel <p wie folgt be- na ch der Erkl. 299: 
rechnen: 
Da nach dieser Gleichung: A) q> = 74« 56' 1,1" 

log cos y = —0,5851309 Dann kann man, indem man den für q> 

° er * logcosy = 10 — 0,5851309 — 10 berechneten Wert in Gleichung b). substi- 

mithin: tuiert aus der somit erhaltenen Gleichung: 

log cos (p = 9,4148691— 10 _ , 

8 v ' j7995_ 2). . log (a — 1) = 2 log tg 740 56' 1,1" 

, xlA , . . « - , den gesuchten Logarithmus der Zahl (a — 1) 

ist, so erhält man aus einer log,tr,g. Tafel: bestim man | rhält nach der Erk \ 30l ^ 

w = 74° 56' 10* 
Oder: -8,9" (eiehe Erkl. 300). B). . . . log (a — 1) = 1,1398790 

tp = 74° 56' 1,1* (Siehe Erkl. 292). 

Erkl. 300. Die bei der Bestimmung des 
Winkels <p in der Erkl. 299 zu subtrahierenden 
Sekundenteile x findet man (siehe Kleyers Lehr- 
bach der Logarithmen), da die zu jener Be- 
rechnung benutzte Vega'sche Tafel kein Pro- 
portionalt&felchen enthält, aus welchem jene 
Sekundenteile entnommen werden können, mit- 
tels der Proportion: 

783 : 696 = 10 : x 
hieraus erhält man: 

696.10 696 

x = — =zt* — ; * = 



783 ' 78,8 

oder: x = 8,9 abgerundet. 

Erkl. 301. Aus der nebensteh. Gleichung 2). : 
log(a— 1) = 2 log tg 74° 56' 1,1* 
kann man log (a — 1) wie folgt bestimmen : 
log tg 74° 56' 1,1* = 0,5699303 

+92_(«. EikL 802). 

0,5699895 

.2 



log (a — 1) = 1,1398790 

Goniometrie (WinkelmeBsangelehre). 20 
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Erkl. 302. Die bei der Bestimmung |des 
Logarithmus von tg 74° 56' 1,1" in der Erkl. 301 
zu addierenden Proportionalteile x findet maji, 
da die zu jener Berechnung benutzte Vega'sche 
Tafel kein Proportionaltafelchen enthält, aus 
welchem jene Proportionalteile entnommen wer- 
den können, aus der Proportion: 

839:* = 10": 1,1" 

hieraus erhält man: 

839.1,1 

x = 



oder: 



10 
x = 83,9 . 1,1 

x = 92,29 



Aufgabe 462. Man kennt den Loga- 
rithmus einer positiven Zahl a, nicht 
aber die Zahl a selbst, und soll den 
Logarithmus der Zahl: (1 — a) bestim- 
men, ohne jene Zahl a selbst zu be- 
stimmen, und zwar unter der Voraus- 
setzung, dass die Zahl o kleiner als 1 
ist. (Siehe Erkl. 298.) 



Auflösung. Setzt man für die Zahl a, 
welche gemäss der Aufgabe kleiner als 1 
sein soll, nach der Erkl. 280: 

a) a = sin'y 

so ist: 1 „ , . 2 

1 — a = 1 — 8in z <f 

oder, da nach der Formel 13 für 

1 — %in 7 (p = coety 

gesetzt werden kann: 

b) 1 — a = cos 2 <y> 

Logarithmiert man die Gleichungen a). und 

b)., so erhalt man: 

log a = 2 . log sin w 
oder: i 

A) log sin ^ = y • lo S a 

und 

B) log (1 — a) =r 2 . log cos <p 

Kennt man also den Logarithmus einer 
positiven Zahl, welche kleiner als 1 ist. 
nicht aber die Zahl a selbst, und man 
soll den Logarithmus der Zahl: (1 — a) be- 
stimmen, ohne vorher die Zahl a selbst 
zu bestimmen, bo berechne man nach 
Gleichung A). den Winkel <p und dann nach 
Gleichung B). , indem man in derselben für ? 
den soeben gefundenen Wert substituiert, det 
Logarithmus jener Zahl: (1 — a). 

(Siehe die Aufgabe 408). 



Aufgabe 463. Der Logarithmus einer 
positiven Zahl a, welche kleiner als 1 ist 
und die weder bekannt ist noch be- 
stimmt werden soll, sei Auflösung. Benutzt man die in der all- 
= 0,6532125 — 1 gemeinen Aufgabe 462 aufgestellten Glei- 

Welches ist der Logarithmus der Zahl: chungen A). und B).: 



(l-a)V 



a) log sin (f = -- . log a 

und 
b) log (1 — ä) = 2 . log cos <jp 
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Erkl. 303. Aus der nebensteh. Gleich. 1).: 

log sin (p = y . (0,6532125 — l) 

kann man den Hülfswinkel (p, wie folgt be- 
rechnen : 
Da nach dieser Gleichung: 

log Bin <p = i— 0,8467875 



oder : 
oder: 
mithin: 



log sin (p = — 0,1783938 
log sin y = 10-0,1788938-10 
log sin <p = 



9,8266062-10 

5842 \ Hülfe- 
220 / r * oha ' 

• 808.8 \ * ar 

ist, 80 erhält man aas einer , t o /Btum- 

log.-trig. Tafel: g{ ™* 

«, = 42°7'40' ,TOn ^ 

oder: + ' 5 -"- 

y == 42° 7' 49,5" 



so kann man, wenn man in der Gleichung a). 
gemäss der Aufgabe 

log a = 0,6532125 — 1 

setzt, aus d*r somit erhaltenen Gleichung: 

1). . . log sin <p = ~ . (0,6532125 — 1) 

den Hülfswinkel <p berechnen ; man erhält nach 

der Erkl. 308: 

A) y = 42°7'49,5* 

Dann kann man, intern man den für <p be- 
rechneten Wert in Gleichung b). substituiert, 
aus der somit erhaltenen Gleichung: 

2). . . log(l — a) = 2. log cos 42° 7' 49,5* 

den gesuchten Logarithmus der Zahl (1 — a) 
bestimmen; man erhält nach der Erkl. 304: 

B). . . log (1 - a) = 0,7408626 — 1 

(siehe die Erkl. 202). 



Erkl. 304. Aus der nebensteh. Gleichung 2). : 
log(l — a) = 2. log cos 42° 7' 49,5" 
kann man log(l — a) wie folgt bestimmen: 
log cos 42° 7' 49,5- = 9,8701994-10 

:U-^ 

9,8701813-10 

._2_ 

log(l — a) = 19,7403626-20 
oder log(l-a)= 0,7408626-1 



Aufgabe 464. Man kennt die Loga- 
rithmen der Zahlen a und &, nicht aber 
die Zahlen a und b selbst, und soll den 
Logarithmus der Differenz (a — b) jener 
beiden Zahlen bestimmen, ohne die Zah- 
len a und b selbst zu bestimmen. 



Auflösung. Man setze entweder: 

a — b = — , 6 

. , . o 

mithin : 

•> — »-*(y-V 

oder: 

, ab 
a — b = a 

mithin : 



..-»«.(i-A) 



b). . 

Logarithmiert man die Gleichungen a). und 
b)., so erhält man: 

A). . . log(a-o) = logo + log(y-l) 

und 
B). . . log(a-&) = loga+log(l- *-) 

Kennt man also die Logarithmen der 
positiven Zahlen a und o, nicht aber die 
Zahlen a und b selbst, und man soll den 
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Logarithmus der Differenz (a — 6) be- 
stimmen, ohne vorher die Zahlen a und 
o, bezw. die Differenz (a — b) selbst zu be- 
stimmen, so berechne man zuerst nach den 
Aufgaben 461 und 463, da man den Logarith- 

mus des Quotienten -^ oder des Quotienten - 

kennt [derselbe ist nämlich nach dem in der 
Erkl. 270 unter b). angefahrten Satz gleich der 
Differenz der gegeb. Logarithmen der Zahlen u 

u. 6], den Logarithmus der Zahl l-r 1 ) benr. 

der Zahl (l \ und addiere hierzu den 

Logarithmus der Zahl b, bezw. der Zahl a. 

(Siehe die Aufgabe 465). 



und 



Aufgabe 465. Man kennt: 
log a = 4,5039812 
log b = 4,8175828 
und soll aus den Logarithmen dieser posi- 
tiven Zahlen a und b, die selbst nicht 
bekannt sind und auch nicht bestimmt 
werden sollen, den Logarithmus der Dif- 
ferenz (a — b) jener Zahlen bestimmen. 



Erkl. 305. Aus der nebensteh. Gleich. 3). : 
1 



log COS (p = 



. 0,1863984 



erhält man den Hülfswinkel <p wie folgt: 

Da nach dieser Gleichung: 

logcosy = —0,0931992 

° d6r : log cos tp = 10 — 0,0931992 — 10 
mithin: 

log cos o> = 9,9068008—10 

_7905_ \ Httlfs- 
108 I reohn. 
92 4 > * or 

ist, so erhalt man aus einer - ,^V( Beetim- 
log.-trig. Tafel: i° ;? J £* 

tp = 36° 12' 40" y 



Auflösung 1. Benutzt man die in der 
allgemeinen Aufgabe 464 aufgestellte Glei- 
chung A).: 

log(a-D) = l go + log(-J-l) 

und setzt gemäss der Aufgabe in derselben: 

log 6 = 4,3175828 
so erhalt man: 

1). . log (a — b) = 4,3175828 + log ( " — l) 

und aus dieser Gleichung könnte man log(a— i» 

berechnen, wenn man den log Ij- — 1 1 kennen 

würde; letzteren kann man aber wie folgt be- 
stimmen : 

Wird der Wert des Quotienten ^- durch die 

o 
Zahl m ausgedrückt, also: 

a) 



a 

T = » 



-6- 1 _ 



oder: 



— 0,7-« 



= -e,7" 



<p = 36 ü 12' 38,3" 



gesetzt und berücksichtigt man, dass hiernach 
und nach der Erkl. 270 : 

log m = log a — log b 
dass somit gemäss der Aufgabe 

logm = 4,5039812 — 4,8175828 

logm = 0,1863984 
mithin nach Gleichung a).: 



oder: 



2). 



log-y = 0,1863984 



ist, so hat man in bezug auf die Bestimmung 
von log( ,- — lj da, wie aus der Aufgabe 

leicht ersichtlich ist: v >1 ist, die Auf- 
ö 
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gäbe 461, nämlich die Aufgabe aus dem be- 
kannten Logarithmus der Zahl -^- den Loga- 
rithmus der um 1 kleineren positiven Zahl 
zu berechnen. Benutzt man zur Be- 



(f-o 



rechnung dieses Logarithmus, analog wie in 
der gelösten Aufgabe 461, die in der allge- 
meinen Aufgabe 460 aufgestellten Gleichungen 
A). und B). und berücksichtigt man, dass in 
Erkl. 306. Aus der nebensteh. Gleich. 5). : denselben, entsprechend dem vorstehend er- 
wähnten, für diesen Fall an Stelle von a die 

Zahl . tritt, dass man also die jenen Glei- 

findet man log(y — lj wie folgt: chungen analogen Gleichungen: 



log (y — l) = 2 . log tg 36° 12' 33,3" 



log tg 36° 12' 33,3"= 9,8645780—10 b). . . . log cos» = —4-log~ 
4-132,3 '■ h 

+ 18,2 



9,8645926—10 c), . . . log(y — lj = 21ogtgy 

\«~( a i\ ~ iö"7ooi q*o — i^T nat > 80 erhält man au8 den Gleichungen b). 
log ^y — 1) = 19,7291852—20 und 2) zur Bestimmung des Hülfswinkels y die 

oder: Gleichung: 

log (y - l) = 0,7291852-1 3) log C0B y « — {- . 0,1863984 

woraus sich nach der Erkl. 305 : 

4) <f = 36° 12' 33,3' 

ergibt; ferner erhält man durch Einführung 
dieses berechneten Winkels q> in Gleichung c). 

zur Bestimmung von logly — l) die Gleichung: 

5). . . log (y - l) == 2 . log tg 36° 12' 33,3" 

woraus sich nach der Erkl. 306: 

6). . . log (y — l) = 0,7291852 — 1 

ergibt ' (a \ 

Substituiert man den Wert für log ( y — 1 ) 

aus Gleichung 6). in Gleichung 1). so erhält man : 

log (a — &) = 4,3175828 + (0,7291852 — 1) 
oder: 

log(a — b) = 5,0467680 — 1 
mithin : 
A). . . . log(a — b) = 4,0467680 



Auflösung 2. Benutzt man die in der 
allgemeinen Aufgabe 464 aufgestellte Glei- 
chung B).: 

log (a — b) = log a + log (l — —) 

und setzt gemäss der Aufgabe in derselben: 

loga = 4,5039812 
so erhält man: 

1). . , log (a — b) = 4,5089812 + log (l - — ) 
und aus dieser Gleichung könnte man log(a— b) 
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BrU. 307. Ans der nebenstehenden Glei- 
chung 3). der Auflösung 2: 

log Bin cp = ~ . (0,8186016 — 1) 

erhält man den Hülfswinkel tp wie folgt: 

Da nach dieser Gleichung: 

1,8136016 — 2 
log sin <p = -? 2 

oder: 

log sin <p = 0,9068008—1 

log sin <p = 9,9068008—10 

7905 i Httlft- 
J rechn. 



mithin: 



ist, so erh&lt man aus einer 
log.-trig. Tafel: 

tp = 53° 47' 20" 

+ 6" 
+ 0,7" 



103 

w 1 zr 9 



oder: 



ip = 53° 47' 26,7" 



Erkl. 308. Aus der nebenstehenden Glei- 
chung 5). der Auflösung 2: 

Iog(l — — ) = 2. log cos 53° 47' 26,7" 

findet man log ( 1 ) wie folgt: 

log cos 58® 47' 26,7" = 9,7714127—10 

- 172,8 ( _ _ 1M 

9,7713934—10 

.2 



oder: 



log(l — — ) = 19,5427868-20 
log(l — --) = 0,5427868—1 



Erkl. 309. Zur Berechnung des Logarith- 
mus der Summe oder der Differenz 
zweier Zahlen, aus den einzelnen Logarith- 
men dieser Zahlen, wie in den Auflösungen 
der Aufgaben 459 und 465 gezeigt wurde, fer- 
tigte Gauss besondere Tabellen an, aus wel- 
chen man die zu jenen Berechnungen erfor- 
derlichen Logarithmen von (a + 1) und (a — 1), 
bezw. die zu jenen Berechnungen erforder- 
lichen Logarithmen ton ll-\ ), bezw. von 

y-=- — l) oder ll J, siehe die Aufgaben 

458 und 464, entnehmen kann« Diese Tabellen 
sind bekannt unter dem Namen: Die Ad- 
ditions- u. Subtraktions-Logarithmen 
oder auch die Gaussschen Logarithmen« 

(8iehe Kleyers 5 Heilige Logarithmentabellen). 



berechnen, wenn man log (1 ) kennen würde; 

letzteren kann man aber wie folgt bestimmen: 
Wird der Wert des Quotienten — durch die 
Zahl m ausgedrückt, also 

b 
a) — = m 

gesetzt, und berücksichtigt man, dass hiernach 
und nach der Erkl. 270 

log m = log b — log a 
dass somit gemäss der Aufgabe: 

log m = 4,3175828 — 4,5039812 

logro = —0,1863984 = 0,8136016-1 
mithin nach Gleichung a).: 

2) log— = 0,8136016—1 

ist, so hat man in bezug auf die Bestimmung 

von log(l ), da, wie aus der Aufgabe 

leicht ersichtlich ist: — <1 ist, die Auf- 
gabe 463, nämlich aus dem bekannten Loga- 
rithmus der Zahl — , welche kleiner als 1 ist 

a b 
den Logarithmus der Zahl (l ) zu berech- 
nen. Benutzt man zur Berechnung dieses Lo- 
garithmus, analog wie in der gelösten Aufgabe 
463, die in der allgemeinen Aufgabe 462 auf- 
gestellten Gleichungen A). u. B)., und berück- 
sichtigt man, dass in derselben, entsprechend 
dem vorstehend erwähnten, für diesen Fall an 

Stelle von a die Zahl — tritt, dass man also 
die jenen Gleichungen analogen Gleichungen: 

b). . . . log sin <p = ylog — 

und 

c). . . . log (l ) = 2 . log cos tp 

hat, so erhält man aus den Gleichungen bl. 
und 2). zur Bestimmung des Hülfswinkeis ? 
die Gleichung: 

3). . . . log sin <p = y • (0,8136016— l) 

woraus sich nach der Erkl. 307: 

4) tp = 53° 47' 26,7* 

ergibt; ferner erhält man durch Einfühnurc 
dieses berechneten Winkels <p in Gleichung c> 

zur Bestimmung von logfl ) die Gleicht»? 

5). . . log(l -) = 2. log c6s 53* 47' 26,7" 

woraus sich nach der Erkl. 308: 

6). . . log (l — -) = 0,5427868 — 1 

ergibt. 
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Substituiert man den Wert für log ( 1 ) 

aus Gleichung 6). in Gleichung 1). so erhält man : 

log(a-o) = 4,5039812 + (0,5427868—1) 

° der : log (a — b) = 5,0467680 — 1 

mithin : 

A). . . log(a — b) = 4,0467680 

nämlich denselben Wert wie in der Auf- 
lösung 1. (Siehe die Erk). 292 u. 809). 



28). Ueber die eyklometrischen oder Kreisfunktionen: 

A. Ueber die eyklometrischen oder Kreisfunktionen im aligemeinen. 

Anmerkung 11. Da die eyklometrischen Funktionen nur sehr selten und da nur meistens 
in der höheren Analysis Anwendung finden, so kann das Studium dieses Abschnitts, wenn 
kein direkter Gebrauch jener Funktionen vorliegt, übergangen werden. 



Frage 39. Was versteht man unter 
einer eyklometrischen oder Kreis- 
funktion? 



Erkl. 310. Stellt a in der nebenstehenden 

Gleichung a).: 

flina = m 

einen Bogen dar, so kann dieser Bogen 
in Graden, bezw. in den zugehörigen Centrie- 
winkel ausgedrückt sein, er kann aber auch 
in Längeneinheiten des zugehörigen Ra- 
dius ausgedrückt sein. Ist letzteres der Fall, 
so kann man diesen Bogen nach der in der 
Erkl. 177 aufgestellten Gleichung: 



bog« 



360 Grad 



in WinkelmaBS ausdrücken. 



ErkL 311. Ist der Radius eines Kreises 
= 1, nämlich gleich der Längeneinheit, so 
findet man nach der in der Erkl. 178 auf- 
gestellten Gleichung 2). die Länge eines 
Bogen s, der zu einem Centriewinkel von «° 
gehört, bezeichnet durch arca, mittels der 
Gleichung: 

a). . . arc« = Qftft -2n Längeneinheiten. 



Ist z. B.: 



360" 



a = 90° oder = R 



= 180° 
= 270° 
= 360» 
= 450° 
= 540° 



= 2£ 
= 3£ 
= AB 

= 5JB 

= QB 



so erhält man aus jener Gleichung bezw. 



Antwort. Hat man eine Relation wie z. B. : 

a) sin« = m 

so entspricht, wie in dem Abschnitt 23). 
gezeigt wurde, dem m ein ganz bestimmter 
Zahlenwert, wenn « einen gegebenen 
speciellen Winkel oder Bogen reprä- 
sentiert (siehe Erkl. 310); desgleichen ent- 
spricht aber auch, wie in dem Abschnitt 25). 
gezeigt wurde, dem a ein ganz bestimmter 
specieller Winkel oder Bogen, wenn m 
einen gegebenen Zahlenwert reprä- 
sentiert. 

Soll nun für letzteren Fall, dass m einen 
gegebenen Zahlenwert vorstellt, der 
Bogen a bestimmt werden, dessen Sinus 
nach Gleichung a). gleich dem Wert m 
ist, und soll dieser Bogen a zugleich, wie 
es manchmal in der höheren Mathematik 
gefordert wird, in die Längeneinheit 
ausgedrückt werden, die gleich dem 
Radius des zu jenem Bogen gehö- 
rigen Kreises ist (siehe Erkl. 311), so 
drückt man dies, diesem Wortlaut 
entsprechend, durch die Gleichung: 

b) a. = arc (sin = m) 

oder auch durch die etwas abgekürzte Glei- 
chung: 

c) a = arc sin m 

aus. In diesen Gleichungen b). und c). 
bedeutet also a den Bogen, dessen 
Sinus = m ist und welcher in die 
Längeneinheit ausgedrückt ist, die 
gleich dem Radius des zugehörigen 
Kreises ist, oder: a bedeutet den Arcus, 
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1). . . . arc 90° = arcB = — dessen Sinus = m ist (siehe Erkl. 311). 

2 Da also nach den Gleichungen b). und c). 

2). . . . arc 180° = arc2£ = n durch Ausdrücke von der Form: 

3). . . . arc 270° = arc3JB = — arc(sin = «i) oder arc sin m 

2 die Längen von Kreisbogen gemessen 

4). . . . arc 360° = arc4J? = 2n werden, so nennt man sie kreismessende 

k\ «~~ak(\o « ä ct> 5n oder cyklometrische Funktionen und 

o). . . . arc4oU" = arcoii ^ ^ • ^ * * j_* i • t» 

2 zwar im Gegensatz von Ausdrücken wie z. 6. 

6). . . . arc 540° = arc6R = 3ar u. s. f. sina (siehe Gleichung a).), durch welche 

Winkel (oder in Winkelmaass ausgedrückte 
Bogen) gemessen werden und winkel- 
messende oder goniometrische Funk- 
tionen genannt werden (siehe Erkl. 313). 



Frage 40. Welches sind die Grundfor- 
meln der cy klometrischen Kreisfunktionen? 



Antwort. Wie sich nach Antwort der 
vorigen Frage 39 aus der Relation: 

a). . . . sin a = t n 



b). . . 


. cos a = m 


c). . 


. tg a = m 


d). . . 


ctg « = wt 


e). . . 
und 


. sec a = m 


f). • . 


. cosec a = m 



Erkl. 312. Durch richtige Leseweise der 
Formeln 294—299, bezw. der Formeln 294a 

bis 299a, wie sie in Antw. der vorigen Frage ^ ie Relation: 

angedeutet ist, wird man sich immer über die FAiini4l OQA „ ft „„ , . _ * 

Bedeutung dieser Formeln klar sein, so drückt Formel 294 . . a = arc (sin —t») 
z. B. die Formel 295: 0(ier: 

a = arc (cos = m) „ 294a. . a = arc sin m 

oder die Formel 295a: .,, ,. T x ^ . 

a = arcc o8w ergibt, wenn a die Länge eines Kreis- 
nichts anders aus als: a ist gleich dem Arcus bogens bedeutet, dessen zugehöriger 
(nämlich gleich dem Kreisbogen, dessen Radius Radius gleich der Längeneinheit ist, 
gleich der Längeneinheit ist und welcher in so ergeben sich aus den Relationen: 
diese Längeneinheit ausgedrückt ist), dessen 
Kosinus = m igt, 

Erkl. 313. Die cyklometrischen oder Kreis- 
funktionen, bezeichnet durch: 

arc (sin = ro) oder: arc sin m 
arc (cos = m) „ arc cos m 

arc(tg = m) „ arctgro 

, wUfl-tlll « MÄ * Ä «. wenn ebenfalls a die Länge eines 

arc (ctg = m) „ arc ctg m ~ . , i_j aa j 

) [ Kreisbogens bedeutet, dessen zuge- 

arc sec = m) „ arcsecm höriger Radius gleich der Längen- 

arc(cosec = m) „ arccosecw» einheit ist, bezw. die weiteren Relationen: 

sind mehrdeutig und periodisch, indem 

es unzählig viele, bezw. in gleichen In- Formel 295 . . a = arc (cos = wi) 

tervallen aufeinanderfolgende Bogen oder* 

RtttttttiST* K ° Un8eD8 - »*'•-• = « cos » 

Ist z. B.: # . % Formel 296 . . a = arc (tg = m) 

arc(8in = m) = a ^a m . 

so ist auch: ™*f : 

11. wenn a einen in Graden ausge- " 296a ' • « = arct « w 
drückten Bogen repräsentiert: Formel 297 . . « = arc («tg = m) 

a). arc (sin = m) = 180°— a oder: 

b). „ „ =360°+ a 

oder: Formel 298 . . a = arc (sec = tu) 

c). „ „ = 360° +(180°-«) oder: 

u. s. f. „ 296a. . « = arc sec tw 
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Formel 299 . . a = arc (cosec = m) 
oder: 
r 299a. . a = arc cosec m 

und diese Formeln 294 bis 299, bezw. 294a 
bis 299a sind die Grundformeln der cy- 
klometrischen oder Kreisfunktionen: 

arc (sin = m) 
arc (cos = m) 
arc (tg = m) 
arc (ctg = m) 
arc (sec = w) 
arc (cosec = m) 



und 



und ganz allgemein, wenn n eine belie- 
bige ganze Zahl bedeutet: 

d). arc (sin = ro) = n . 360°-|- a 

oder s 2n.l80?4-a 
und 

e). arc (sin = m) = n . 360°+ (180°— «) 

oder = (2n + l).180°— « 

oder, wenn man die nnter d). und e). verzeich- 
neten Werte rechts zusammenfasse 

Formel 300 . . arc (sin = m) = 

(2n+l). 180« ^(-1.180°-«) Grad, 

vorausgesetzt, dass a den im 1. Quadranten 
liegenden Bogen bezeichnet, für welchen 

sin a = m ist; 
and: 

2). wenn a einen in die Längeneinheit 
ausgedrückten Bogen repräsentiert, 
die gleich dem Radius des zugehörigen 
Kreises ist, wie es eigentlich bei den cyklo- 
metrischen Funktionen üblich ist: 

a). arc sin (= m) = n — a 

D ). n »» » = 2tt + « 
c). „ „ „ =27r + (7r — a) 
oder = 3;r — a 

u. ß. f., und ganz allgemein, wenn n eine 
beliebige ganze Zahl bedeutet: 

d). aresin (= m) = n.2*r + a 
und 

e). arc sin (= m) = n . 2n -}- {n — a) 
oder = (2n -|- 1) . n — a 

oder, wenn man die unter d). und e). verzeich- 
neten Werte rechts zusammenfasse 

Formel 801 arc sin (=ro) = (2n+-^-) ' n -h ~k ( ff — a ) Längeneinheiten, 

vorausgesetzt, . dass a den in Längeneinhei- 
ten ausgedrückten und im 1. Quadranten lie- 
genden Bogen bezeichnet, für welchen 
sin a = m ist. 



In analoger Weise erhält man: 

arc (cos = w) = 2n. 180° ± a Grad 

arc (cos = m) = 2n.n±_a Längeneinheiten 
arc (tg = w) = a + n . 180° Grad 

arc (tg = tn) = a + n . 7r Längeneinheiten 
arc (ctg = m) = a + n . 180° Grad 



Formel 302 
oder: 
Formel 303 

Formel 304 
oder: 
Formel 305 

Formel 306 

oder: 

Formel 307 . . arc (ctg = m) = a + n . n Längeneinheiten 

Bei Berechnungen versteht man gewöhn- 
lich von diesen verschiedenen Bogen, welche 
dem Wert einer cyklometrischen Funktion ent- 
sprechen, denjenigen, welcher unter allen jenen 
Bogen den kleinsten absoluten Wert hat, 
und welcher, wenn positive und negative Bogen 
in Frage kommen, positiv ist; man. nennt 
diesen Wert den Hauptwert. 



wenn a den in Grad, 
bezw. den in Längen- 
' einheiten ausgedrück- 
ten und im 1. Qua- 
( dranten liegenden Bo- 
gen bezeichnet , für 
welchen bezw. 

cos a | 

tg a \ = m ist. 

ctg a ) 
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B. Aufgaben über die Berechnung der Werte einiger speciellen cyklometrischen 

Funktionen. 

a). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 466. Welchen Hauptwert er- 
hält man für die cyklometrische Funktion: Auflösung. Die gegebene cyklometrische 
arc (sin =1) Funktion: 

oder: *) arc (sin = 1) 

arc sin 1 ? welche auch oft in der Form geschrieben wird: 

arc sin 1 
repr&sentiert nach Antwort der Frage 39 den 
Bogen bezw. den arcus (siehe Erkl. 178), dessen 
Sinus = 1 ist, bezeichnet man diesen gesuch- 
ten Bogen mit x, so erhalt man hiernach für x 
die Bestimmungsgleichung : 
b) sin x = 1 

Nach Antwort der Frage 18 ergibt steh 
hieraus, da: 

c) sin 90° ss 1 ist, 

dass x gleich einem im Winkel mass ge- 
messenen Bogen von 90° entspricht. 

Da nun nach der Erkl. 311 einem im Wie- 
kelmass gemessenen Bogen von 90° ein arcus 
(d. i. ein Bogen, dessen Länge in die Längen- 
einheit ausgedrückt ist, die gleich dem Radius 

des zugehörigen Kreises ist) von -=- entspricht, 

indem nach der JSrkl. 311: 

d). . . . arc 90° = -~- Längeneinheiten (Radien) 

ist, so ergibt sich hiernach, dass: 

A). . . . arc Sin (= 1) = £ (oder = 90« Im Winkel- 

« man) 

18t. 



Aufgabe 467. Desgl.: 

/ 1 \ v Auflösung. Bezeichnet man, analog *ie 

arc ^cos — ~ 2 f in der Aufgabe 466 den gesuchten Bogen 

oder: ! = ? mit x, so ist: 

arccos 2 ) a) cosx = l 

und hieraus erhält man mittels Anwendung 
einer trig. Tafel (siehe Abschnitt 25).): 

b) x = 60* 

Drückt man den Bogen x (= 60°) nach der 
Erkl. 311 mittels der Gleichung: 

arCa = "36ü^- 2Ä 
in Längeneinheiten aus, so erhält man: 

60 o 

oder. 

c) arcac = -— n 

o 

Hiernach ist also: 

A). . . . arc (cOS = ~^\ = — ;r (oder = Vfm 

' \ 2/3 WÜÜMlMMf^ 
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b). Ungelöste Aufgaben. 



Aufgabe 468. Welchen Hauptwert erhalt 
man für die cyklometrische Funktion: 



oder: 



arc(tg = 1) 
arc tg 1 



Aufgabe 469. Desgl.: 

arc (ctg = YS ) \ 
arc ctg V* ) 



oder: 



Andeutung. Die Aufgaben 468—474 sind analog 
den gelösten Aufgaben 466 und 467 zu lösen. 

Man bestimme mittels einer trig. oder log.- 
trig. Tafel den in Graden ausgedrückten Bogen 
2, dessen Tangens = l ist und drücke diesen Bo- ' 
gen x in Längeneinheiten des Radius (= 1) aus. 



Andeutung. Man bestimme wie vorhin den in 
Graden ausgedrückten Bogen x t dessen Ko- 
tangens == V3 ist und drücke diesen Bogen x 
in Längeneinheiten des Radius (=1) aus. 



Aufgabe 470. Desgl.: 

arc (sin = \V2) \ 
oder: , _J = ? 

arc sin -^V^ J 



Aufgabe 471. Desgl.: 

arc (sin = — yV§") ) 

oder: x l.r-, = ? 

arc sin (-{V^) ) 

Aufgabe 472. Desgl.: 

arc(tg = -^3) ) 
oder: , , r _ = ? 

arctg(-{V8) \ 



Aufgabe 473. Desgl.: 

arc (ctg = — 1) 



oder : 



arc ctg ( 






Aufgabe 474. Desgl.: 



oder 



arc (sin = ■*-) ) 
: «1 = ? 



Andeutung. Man bestimme wie vorhin den in 
Graden ausgedrückten Bogen x, dessen Sinus 

= iV"2 und verfahre weiter wie in der An- 
deutung zur Aufgabe 468 gesagt ist. 



Andeutung. Man bestimme den in Graden aus- 
gedrückten Bogen x, dessen Sinus = — j V"3 
ist etc. 



arc sin 



C. Aufgaben Über die Herleitung einiger cyklometrischen Formeln. 

Anmerkung 12. Die Herleitung der mit einem Sternchen *). versehenen Aufgaben bleibt 
dem Studierenden überlassen. 



Man soll die Richtigkeit 



Aufgabe 475. 

der 

Formel 308: 

arc sin (= m) s arc (cos = Vi — m' 

welche auch oft in der Form: 

arc sin m = arc cos Yl — m 2 
geschrieben wird, nachweisen. 



-) 



Auflösung. Bezeichnet man den Bogen, 
dessen Sinus = m ist, wie die zu bewei- 
sende Formel sagt, mit x, ist also: 

a) sinx = m 

so muss nach der Formel 13: 

8in 2 a: + <50* 2 * = 1 
und in Bücksicht der Gleichung a) : 



oder: 



ro'-f-cos'x = 1 
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b) cos x = Vi — m 1 

sein. 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach Ant- 
wort der Frage 39 die Gleichung a). in der 
Form : 
1). ... x = arc (sin = m) 

und die Gleichung b). desgleichen in der Form: 

2). . . . x = arc (cos = Vi — m*) 

geschrieben werden kann, so erhalt man aus 
den Gleichungen 1). und 2). die zu beweisende 

Formel : 

A). . . arc sin (= m) = arc (cos = V* — m *) 
Diese Formel lautet in Worten: 
Der Bogen (arcus), dessen Sinus = m ist, 
ist gleich dem Bogen (arcus), dessen Kosinus 
= VT^m*" ist. 



*).Aufgabe 476. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 309: 

arc (cos = m) = arc (sin = Vi — ™ 2 ) 
welche auch oft in der Form: 

arc cos m = arc sin Vi — m * 
geschrieben wird, nachweisen. 



Auflösung, 
gen Aufgabe. 



Analog der Auflösung der von- 



Aufgabe 477. 
der 
Formel 310: 



Man soll die Richtigkeit 



arc (ctg = m) ss arc (tg s= — j 

welche auch oft in der Form: 

arc ctg m = arctg — 
tn 

geschrieben wird, nachweisen. 



Auflösung. Bezeichnet man den Bogen, 
dessen Kotangens, wie die Aufgabe sagt 
= m ist, mit #, ist also: 

a) ctg« = tn 

so muss nach Formel 7 und nach Gleichung a).: 

b) tg« = — sein. 

tn 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach Ant- 
wort der Frage 40 die Gleichung a). in der 
Form: 
1) x = arc (ctg = m) 

und die Gleichung b). in der Form: 

2) * = arc (tg = — ) 

geschrieben werden kann, so erhält man aus 
den Gleichungen 1). und 2). die au beweisende 
Formel: 

A). . . arc (ctg = tn) = arc (tg = — ) 

Diese Formel lautet in Worten: 

Der Bogen (arcus) dessen Kotangens = « 
ist, ist gleich dem Bogen (arcus) dessen Tangens 

= — ist. 
m 
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*). Aufgabe 478. Man soll die Richtig- 
keit der 
Formel 311: 

arc (tg = m) = arc ctg (= — j 
welche auch oft in der Form: 

arc tg m = arc ctg ( = — \ 
geschrieben wird, nachweisen. 



Aufgabe. 



Analog der Auflösung der vorigen 



Aufgabe 479. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 312: 

arc (cos = m) == arc (tg = y — 2 - — 1 J 
welche auch oft in der Form: 



arc cos m 



= arct g y^ r - 



1 



geschrieben sind, nachweisen. 



Auflösung. Bezeichnet man den Bogen, 
dessen Kosinus gemäss der Aufgabe = m 
ist mit #, ist also: 
a) cos« = m 

und man setzt hierin nach den Formeln 7 
und 18: 



tg« = 
so erhalt man: 



tg* = 



oder: 
mithin: 



vi 


— COB 2 Ä 
COS 2 


Vi 


— Wi 2 




m 


V 


1 — i» 2 


V 


»» 2 



b). 



•-Vi-« 



Berücksichtigt man nunmehr, dass man nach 
Antwort der Frage 40 die Gleichung a). in der 
Form:' 

1). ... * == arc (cos = m) 
und desgleichen die Gleichung b). in der Form r 



2)....*=arc(tg = \AL-l) 

schreiben kann, so erhält man aus den Glei- 
chungen 1). und 2). die zu beweisende Formel: 

A). arc (cos = m) = arc (tg = y — 2 — 1 ) 



*). Aufgabe 480. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 313: Aufgabe, 

arc (tg = m) = arc (cos = r _ — — ^ 

welche auch oft in der Form: 

1 



Analog der Auflösung der vorigen 



arc tg m = arc cos 



Vi + i 



geschrieben wird, nachweisen. 



318 Goniometrie. 

*). Aufgabe 481. Desgl.: Andeutung. Analog der Auflösung der Auf- 
Formel 314: - * abe 479 - 

arc (sin = m) ss arc (ctg = \/ — ^ — 1 j 
lind 
Formel 315: 

arc (ctg = m) ss arc (sin = — — -— _- -A 
\ Vi 4- im* / 



a). . 


. arc (ein = m) 


b). . 


. arc (cos = m) 


c). . 


. arc (tg = m) 



Aufgabe 482. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 320: 

arc (sin == m) -f- arc (sin = n) ss arc sin (= m V*l — n 2 -\-n Vi — w 2 ) 

welche auch oft in der Form: 

arc sin m -\- arc sin n = arc sin (»n Vi — n 2 + n Vi — Wl? ) 
geschrieben wird, nachweisen. 

Auflösung. Soll nach der zu bewei- 
senden Formel die Summe zweier Bogen 
«. i_i ,i a j t> -ir j ii gleich einem andern Bogen sein, so muss 

^f^pn^n^ni 6111 **"* der Cykl °" «wh der Sinus der Summe jener Bogen, 
metrischen Funktionen: gleich dem Sinus deg letzteren J Bogens * ein . 

Mittels dieser Betrachtung kann man die 

Richtigkeit jener Formel wie folgt beweisen. 

„,. . . „ v -o — „ v Für den Sinus der Summe der Bogen. 

u ii\ ..*'*+<» — • \ welche die linke Seite der Formel bilden. 

/ , ua,' \ . i l § ""» } o« ^ ^ erhalt man nach der Formel 41: 

(siehe die Antworten der Fragen 39 und 40) 

folgen unmittelbar die Relationen: 1). . . . sin [arc sin (= m) + arc (sin = n)] = 

Formel 316 . . sin arc (sin = uri = m sin arc ( fiin = w ) • cos ■» < 8in = "> ~ 

Qi r» / \ cos arc (sin = m) . sin arc (sin = n\ 

„ 317 . . cos arc (cos = m) = m \ / \ 

318 . . tg arc (tg = m) = f» oder » wenn man berücksichtigt, dass: 

und a) sin arc (sin = m) ss m 

Formel 319 . . Ctg arc (Ctg = m) = m («lebe Formel 316 in der Erkl. 314) 

denn: z. B. die Formel 316, heisst in Porten: b). cosarc(sin = m) ss cos arc (cos = VV—m 2 } 

Der Sinus des Bogens, dessen Sinus = m (,lehe Fo ™jJW_ 

ist, ist = m, was offenbar nicht bestritten =yi — m l 

werden kann. (siehe Formel 817 in der Erkl. 314) 

und analog: 

c). ein arc (sin = n)sn 

d). cos arc (sin = n) ss cos arc (cos = Vi — * : ) 

— VT^T 
ist: 

2). . . sin [arc sin (= m) -)- arc (sin = n)] ss m Vl~w*-j- »Vi— b ,: 

Ferner erh&It man für den Sinus des 
Bogens, welcher die rechteSeite der Formel 
320 bildet, nach der in der Erkl. 314 aufge- 
stellten Formel 316: 

3). . . sin [arc sin (= m V 1 — n T + n Vi — m»)J ss «Vl^n» + nV F i—i»' : 

Da bei näherer Betrachtung der Gleichungen 
2). und 3). sich ergibt, dass die rechten Seiten 
derselben gleich sind, so müssen auch die 
linken Seiten derselben gleich sein und da jede 
dieser linken Seiten den Sinus eines Bogens 
darstellt, so müssen auch diese Bogen einander 
gleich sein, d. h. es muss: 
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A). . . . arc sin (= m) -(- arc (sin = n) =: arc sin [= tn Vi — n 2 -f n V^l — m* 

sein, womit die Richtigkeit der Formel 320 
nachgewiesen ist. 



*). Aufgabe 483. Man soll die Richtigkeit Andeutung. Analog der Auflösung der Auf- 
der gäbe 482. 

Formel 321 . . arc (sin = m) — arc (sin = n) s arc (sin = m \\ — n 2 — »Vi — tw*) 

desgl. der 

Formel 322 . . arc (cos = m) ± arc (cos = n) = arc (cos = mn ^ ^(1 — m 2 ) (1 — n 2 )) 

desgl. der 

Formel 323 . . arc (tg = m) ± arc tg (= n) = arc itg = f> !_z~ n j 

desgl. der "*" __ 

Formel 324 . . arc (ctg = m) ± arc (ctg = n) = arc (ctg = -^±— j 

nachweisen. ~~ 

*). Aufgabe 484. Man soll die Richtigkeit Andeutung. Man setze: 

der 2 arc (tg = *t) s= arc (tg = m) + arc (tg = m) 

Formel 325: ün( i bringe in bezug auf die rechte Seite die- 

2 arc (tg = m) = arc ( tg = — — | ser Gleichung die Formel 323 in Anwendung. 

\ 1 — m 2 / 

nachweisen. 



*) Aufgabe 485. Man soll die Richtig- 
keit der 
Formel 326: 

arc (sin = m) + arc (sin = n) =ss 

arc (cos = VT— m 2 . V^l — n 2 + m . n) 
nachweisen. 

*).Aufgabe 486. 
keit der 
Formel 327: 



Andeutung. Man bringe zuerst in bezug auf 
die linke Seite der gegebenen Formel die 
Formel 320 bezw. die Formel 321 und dann 
die Formel 308 in Anwendung und reduziere. 



Man soll die Richtig - 



arc sin (= m) + arc (cos = m) == -^-n oder = 90° 



desgl. der 
Formel 328 



arc (tg = m) + arc (ctg = m) = -^n oder = 



90° 



Andeutung. Zum Beweis der Richtig- 
keit der Formel 327 bringe man zunächst 
in bezug auf arc (sin = m) die Formel 
808 in Anwendung, dann bringe man 
in bezug auf den für die linke Seite 
der gegebenen Formel erhaltenen Aus- 
druck die Formel 322 in Anwendung; 
nach gehöriger Reduktion wird man 
dann einen Bogen (arcus) erhalten, 
dessen Kosinus =0 ist, woraus sich 
ergibt, dass nach Antwort der Frage 18 
dieser Bogen selbst 90° oder nach der 

Erkl. 311 = -g- sein muss. 

Der Beweis der Richtigkeit der For- 
mel 327 wird ganz analog geführt. 



D. Aufgaben Über das Auflösen von cyklometrischen Gleichungen. 



Aufgabe 487. Man soll den Hauptwert 
für x berechnen, welche der cyklometrischen 
Gleichung: 

arc(tg = x + l) = 3.arc(tg = # — 1) 
genügt. 



Auflösung. Man forme zunächst die 
rechte Seite der gegebenen Gleichung so 
um, dass dieselbe nur den einfachen Bogen 
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Erkl. 315. Nach der Formel 324: enthält, dessen Tangens = x — 1 ist Wie 

/4 N (' 2m \ in der Erkl. 315 gezeigt, erhält man: 

2arc(tg = m) = arc (tg = -, -I ° °' 

erhält man, wenn man in derselben 1). 3arc(tg = a;— l) = arc^tg = g ^^-4-2 / 

m = x — 1 

setzt: Soll nun der Bogen, dessen Tangens = x+\ 

%&rc(ttr — x n KTrittr— 2 ( 3g "" 1 ) \ ist, gleich dem Bogen sein, dessen Tangens 

l arc (tg * 1) - arc ytg - ^ j g»_8s» + 2 

oder, reduziert: = -5—= — * — \-k ist, so müssen auch diese 

' / 2(x 1)\ $ x — 6a; -H 2 ' 

a). 2arc(tg = g— -l) = arc^tg=: ,»__ ' J Werte gleich sein, und es besteht f ttr x die 

Setzt man nunmehr: Bestimmungsgleichung : 

3arc(tg = a — l) = 2arc(tg = a;-l)-f ox ~ . i = a; 3 — 3s» + 2 

arc(tg = a; — 1) ; ^ Sa;«-6a; + 2 

oder in Rücksicht der Gleichung a).: Diese Gleichung nach x aufgelöst, gibt der 

^ A / ,v / 2(3 — 1)\ Reihe nach: 

b).3arc(tg = a;-l) = arc(tg = ^^ + (ä+ 1)(3flJ *_ 6a; + 2) == a;'-3a;' + 2 

arc(tg = a; — 1) 8«*+3ä 2 — 6a; 2 — 6x+2x+2 = a; 3 — 3x'+2 

und bringt in bezug auf die rechte Seite oder: 

dieser Gleichung die Formel 823: 8) 2x 3 4x = 

arc(tg = m)+arc(tg = n) = arc (tg = v^~) Berücksichtigt man nunmehr, dass diese Glei- 

,*« A n . an( inn ff 4«/i om «»«« :„ ^ Ä , OÄ iv Ä i m chung den Faktor x enthält, so hat man zü- 
rn Anwendung, indem man in derselben nftch « t nftch def ErkL m far x die Bcgtim . 

w -. 2 ( g — *) mungsgleichung : 

und _ X(2 - X) 4 ) * = ° 

w ~ x 1 Dividiert man ferner die Gleichung 3). durch 

setzt, so erhält man aus Gleichung b).: jenen Faktor x, so erhält man: 



3arc(tg = x— 1) = arc 



tg=: «(*— > 



-1-*— 1 



^=^(»-1) 



5) 20?«— 4 = 

und hieraus ergibt sich im weiteren: 
2a; 2 = 4 



a;(2— x) y 
oder nach gehöriger Reduktion : a; 2 = 2 

.«^.._-„(*_g^^^) r . . . .-±n 

/ 9as 2-m<k 1U2* »*\ Für a; erhält man also nach der Gleichung 

- arc (tg = 8a _,q 8<> Jy, _*) ) 4). und 6). die Hauptwerte: 

a / 2x— 2+(2**-2*— as s +*'\ A > *, - 

/, 2*— 2+2*»— 2*-*»+*^ nnd ,_ 

= " c V« = äi^ i-tei+to+8,- 8) c ) *,= -VT 

ä 3 +8« 2 — 2\ Diese für a; gefundenen Zahlenwerte stellen 

tg = 3a; 2 -!- 6a; — 2 / *^ e hängen v <>n Kreisbogen dar, die einem 

oder- Kreise angehören, dessen Radius gleich der 

' _ _n_ /f — a? 3 — 3a;* + 2\ Längeneinheit ist (siehe Erkl. 316). 

c). ducitg-g *) — ««V* ~ te»-te+Ä/ Von jenen unter A). bis C). angegebenen 

Werten für x sind die unter A). und B). die 

ErkL 316. Will man die in nebenstehender &****»* Hauptwerte. (Siehe Erkl. 313) 
Auflösung für x gefundenen Kreisbogen x ly x 2 
und x z in Grad ausdrücken, so hat man nur 
in der in der Erkl. 310 erwähnten Gleichung: 

a = ^L.360 Grad 
2r 7t 

r = 1 
und bog a = arc a 

bezw. gleich jenen für x gefundenen Werten 
zu setzen. 
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Aufgabe 488. Man soll den Hauptwert 
für x berechnen, welcher der cyklometrischen 
Gleichung: 

genügt. 



Erkl. 317. Aus der nebenstehenden Glei- 
chung 1).: 
»)....* = ± V*. ctg 15° 

erhält man einmal, wenn man nor das obere 
Vorzeichen + berücksichtigt: 

log* == i- (log 2 -}- log ctg 15°) 

Nun ist: 

log 2 = 0,3010300 

+ log ctg 15° = 0,5 719475 

0,8729775 
l 

*~2 



log* = 0,4364887 

4307 

mithin: " so 


1). 


. . x % = 2,73205 79 ' 5 


ferner erhält man aus obiger Gleichung, wenn 
man nur das Vorzeichen — berücksichtigt: 




— x = V2.ctgl5° 


oder 


nach vorstehender Rechnung: 




— x = 2,73205 


2). 


. . x 2 = — 2,73205 



Auflösung. Bringt man in bezug auf die 
linke Seite der gegebenen Gleichung die 
Formel 323: 

arc(tg = m)— arc (tg = n) = arc (tg = ~^j 



in Anwendung, indem man in derselben 

1 



und 



x — 1 

1 
x + l 



setzt, so geht die gegebene Gleichung über in : 
1 1 



a). arc 



tg = 



rc — 1 



1 + 



x+l 



90° 
6 



x— 1 <c+l 
und hieraus erhält man durch Reduktion: 
— ( x — 1) \ _ 90° 



oder 
b). . 



/. _ 2 \ _ 90 • 

V g ~ x*-l l +l/ """ Ö 



6 



90° 



/ 2 \ 90 

arc(tg = ^) = -g- 



Nimmt man nunmehr von beiden Seiten die- 
ser Gleichung, welche Bogen vorstellen, die 
Tangens, so erhält man: 

/ 2 \ 90° 

tgarc(tg = — ) = tg- 

oder, in Rücksicht der in der Erkl. 314 aufge- 
stellten Formel 318, die Bestimmungsgleichung: 



c) 



= tg- 



90° 



x l w 6 

und diese Gleichung in bezug auf x aufgelöst, 

glbt: 2 = x'.tgl5° 



oder: 



a; 2 = — — 
tg 15« 

x* = 2 . ctg 15° 

x = ±V r 2.ctgl5 ö 



1). 

Aus dieser Gleichung erhält man nach der 
Erkl. 317 für x die Werte: 

A). . . . x t = 2,73205... 

und 

B). . . . x 2 = —2,73205... 

Diese für x gefundenen Zahlenwerte stellen 
die Längen der Kreisbogen dar, die einem 
Kreise gehören , dessen Radius gleich der 
Längeneinheit ist (siehe Erkl. 311). Von jenen 
unter A). und B). verzeichneten Werten ist der 
unter A). angeführte Wert der gesuchte Haupt- 
wert (siehe Erkl. 313). 
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29). lieber die komplexen goniometrischen oder 
trigonometrischen Formeln 

(Moivrsche Formel.) 

A. Ueber die komplexen goniometrischen Formeln, bezw. über die 
Moivrsche Formel im allgemeinen. 



Frage 41. Was versteht man anter einer 
komplexen oder lateralen Zahl? 



Antwort. Durch additive oder subtrak- 
tive Verbindung einer reellen Zahl mit 
einer imaginären Zahl erhält man eine 
durch ein Binomium dargestellte Zahl 
welche man nach Cauchy komplexe (lat. 
d.h. verbundene), oder richtiger nach Gauss 
laterale (d.h. seitlich liegende) Zahl nennt 

(Siehe Kleyers Lehrb. der Potenzen u. Wurmein, 2. Teil. 
AbschtL 15)., und Kleyere Lehrb. der RichtuDgszahlenj. 

Eine komplexe oder laterale Zahl 
hat stets die Form: 

a) a±bV=T 

oder, wenn man nach Gauss Y — 1 mit i 
bezeichnet, die Form: 
b) a±b.i 



Frage 42. Was versteht man unter 
einer komplexen trigonometrischen Antwort. Unter einer komplexes 
oder einer komplexen goniometrischen trigonometrischen oder unter einer 
Formel? komplexen goniometrischen Formel 

versteht man eine Gleichung, durch welche 
eine Beziehung zwischen komplexen Zahlen 
ausgedrückt ist und in welchen gonio- 
metrische Funktionen vorkommen. 



Frage 43. Welches sind die wich- 
tigsten komplexen trigonometri- 
schen Formeln und auf welche Weise Antwort. Die wichtigsten komplexen 
kann man diese Formeln herleiten? goniometrischen Formeln sind folgende: 

Formel 329 . . a±bi = r (cos <* ± t sin <r) 

oder: 

= r (cos (a*+n. 360°) ±i . sin («°+n. 360°)) 

In dieser Formel stellt n eine belie- 

AÄt^JSK FomS S^Trta" ««• «»«^ dar und es repräsen- 

jede komplexe Zahl oder Grösse, d. i. tier . en r und a solche Werte, die den 

nach Antwort der Frage 41 jede Grösse von Gleichungen: 

der Form: Q \ ' fr - h 

a) a±bV^l a) ' ' ' **- a - 

oder von der Form: und 

b ) a ± hi b). . . r = Ya* + b* 

in einen sog. komplexen trigonometn- genügen müssen (siehe Erkl. 318 u. 319). 

sehen Ausdruck von der Form: ° y.. „ , , v f r . ' . 

c) r( +{ • tt \ Diese Formel kann man auf folgende 

a ' ' a r \ C0Ba — % * m "> "Weise herleiten: 

oder von der allgemeineren l orm : Jßt der k leM Au8druck: 

d). r [cos (a°+n. 360°) ±i sin («° -f »i . 360°)] * a±bi 

verwandeln. gegeben, so setze man: 
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Erkl. 319. Die in der Formel 329 vor- 
kommende Grösse r nennt man den Modulus 
der gegebenen komplexen Grösse a±bi. 

Der in der Formel 320 vorkommende Winkel 
a nennt man das Argument der gegebenen 
komplexen Grösse a + bi. 



Erkl. 320. Zwei komplexe trigonometrische 
Ausdrücke, von welchen der eine die Form: 

a) cos a-\- i sin a 

und der andere die Form: 

b) cos a — tsina 

hat, nennt man zugeordnete. 
Desgl. sind: 

c) r cos a~|-r. tsina 

und 

d) r cos a — r . i sin a 

zugeordnete komplexe trig. Ausdrücke. 



Formel 330 



Erkl. 321. Multipliziert man die Formel 330: 
(cos a-\-i sin a) . (cos « — t sin a) = 1 
mit r 2 , so erh&lt man: 

r (cos a -f- i sin a) . r (cos a — tsina) = r* 

welche Gleichung man auch in der Form schrei- 
ben kann: 
a). (rcosa-f-r.t8ina):r = r:(rcosa — t.rsina) 

Diese Gleichung in Worten ausgedrückt, 
heisst: der Modulus r ist das geometri- 
sche t Mittel zwischen den zugeordneten 
komplexen trig. Ausdrücken: 

r cosa-f r.isina und rcosa — r. tsina 

(siehe die Erkl. 319 and 820). 



1) a = r . cos a 

und: 

2) b = r . sin a 

und bestimme aus diesen Gleichungen a und r. 
Durch Division der Gleichung 1). in Glei- 
chung 2). erhält man: 

3) tga = A 

a 

Ferner erhalt man, wenn man jene beiden 
Gleichungen quadriert und dann addiert: 

a 2 + W = r 2 (sin 2 a -f cos 2 a) 

oder, da nach Formel 13 

sin 2 a-4-COB 2 a = 1 
ist: 

4). . . . r = V* 2 -f-& 1 

In Bücksicht der Gleichungen 1). und 2). 
ist also: 

a^ybi = r cos a ± r sin a . t 
oder: 

a + bi s= r (cos a ± i sin a) 

wenn a und r solche Werte sind, die den 
Gleichungen 3). und 4). genügen. 

Da ferner nach der Formel 80 a 
sina = sin (a°-(- n . 360°) 
und nach der Formel 30 b 

COSa = COB(a°+n.360°) 

ist, wenn n eine beliebige ganze Zahl 
bedeutet, so ist ganz allgemein: 

o±bi = r [cos (a°+ n . 360°) ± 

tsin(a° + n.360°)] 

womit die Richtigkeit der Formel 329 dar- 
gethan ist. 

(cos a -f- i sin «) . (cos a — i sin a) = 1 

Die Richtigkeit dieser Formel kann 
man auf folgende Weise darthun: 

Führt man nach der algebraischen Formel : 
( a + &)( a _&) = a *_ 17 

die auf der linken Seite der Formel 330 
angedeutete Multiplikation aus, so erhält 
man: 
(cos a-\-i sin a) (cos a t- i sin a) = cos'a — t *sin 2 a 
Da nun: 

ist, so ist auch: 

(cos a -f t* sin a) (cos a — t sin a) = cos 2 a -+- sin 2 a 

oder, da nach der Formel 13 

sin 2 a + cos 2 a = 1 

gesetzt werden kann: 

(cos a -f- t sin a) (cos a — i sin a) = 1 

womit die Richtigkeit der Formel 330 be- 
wiesen ist. 
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Formel 33 1 . . (cos « ± i sin a) . (cos ß ± i sin ß) = cos (« -f- ß) ± i sin (« -f $ 

und 
Formel 332 . . (cos « ± i sin «) . (cos ß + i sin ß) = cos (« — ß)± i sin (« — fl 

Die Richtigkeit dieser Formeln kann 
man in folgender Weise darthun: 

Führt man die auf der linken Seite der 
Formel 331 angedeutete Multiplikation aus, 
so erhält man: 
(cos a + % sin a) (cos ß :£ i Bin ß) = cos acosß±,i Bin a cos ß ± t cos a Bio ß ■+■ i l sin a bis ^ 

oder, wenn man berücksichtigt, dass •* = 
(\f — 1 ) 2 = — 1 und wenn man die Glieder 
rechts entsprechend zusammenfasse 

(cos a ± i sin a) (cos ß±i sin ß) = (cos a cos — sin a sin ß) + i (sin a cos ß -\- cos a sin ß) 

Bringt man nunmehr die Formeln 43 und 
41 in Anwendung, so erhält man: 

(cos a^zisin a) (cos ß + i sin ß) = cos (« + ß) ± i sin (a -f- ^ 
nämlich die Formel 331. 

In derselben Weise kann man die Richtig- 
keit der Formel 332 darthun. 

Formel 333 . . (cos a ± i sin a) . (cos ß ± i sin ß) . (cos y±i sin 7) = 
cos(a + ß + y)±isin{a + ß + 7 ) 

Die Richtigkeit dieser Formel kann 
man wie folgt darthun: 

Man führe die auf der linken Seite dieser 
Formel angedeutete Multiplikation analog wie 
bei dem Beweis der Formel 331 aus und ver- 
fahre dann weiter, wie bei jenem Beweis. 
Man kann auch in bezug auf das Produkt 
der beiden ersten Faktoren die Formel 331 
benutzen und dann die linke Seite weiter aas- 
multiplizieren. 

Formel 334 . . (cosa±*sina).(cos/3± &sin0).(cosy±isiny).(cosd*±isin<$).( 

•■■-) = C08(a + p + 7 +d + ....)±»8in(a + /l + 7 + Ä+..-.) 

Die Richtigkeit dieser Formel kann 
man in analoger Weise wie die der For- 
meln 331 und 333 darthun. 

Formel 335 . . (cos a ± i sin a) m = cosma±isinroa 

Die Richtigkeit dieser Formel, welche 

unter dem Namen „Moivrsche For- 
Erkl 322. Aus den in nebenstehender Ant- mel « bekannt ist ( siehe ErkL 32 2), kann 
wort entwickelten Formeln 335 bis 838 ergibt . r , , , \, '' 

sich, dass die Formel 335, nach ihrem Ent- man wie folgt darthun: 
decker die Moivr sehe Formel benannt, Gül- Setzt man in der vorstehenden Formel 334. 

tigkeit hat, einerlei ob der Potenzexponent m « = ß = 7 = $ = 

eine positive oder eine negative, eine ganze so geht jene Formel in Rücksicht des Be- 
oder eine gebrochene Zahl ist. griffe einer Potenz, und wenn die Anzahl 

der Winkel a, ß, y, <F. .. = m ist, über in: 

(cos a ± i sin a) m = cos ma ±. i sin ma 
und dies ist die Formel 335. 

Formel 336 . . Vcos a ± i sin a = cos — a ± * sin — a 

f m m 

oder : 



= cos — (« + n . 360°) ± i sin— («° 4- n . S60 e ) 



m 

(Siehe Formel 829). 
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Die Richtigkeit dieser Formel, welche 
eine Erweiterung der Moivr sehen For- 
mel 335 ist, kann man wie folgt darthun: 

Erkl. 333. Die in nebenstehender Antwort Setzt man in der Formel 835: 

aufgestellte Formel 336 findet besondere An- . . . . . . m ÄÄ . „, . ■ el . ^ 

wendung bei der Bestimmung der Wnrzelwerte < C08 * - * 8m «) = C08 ma ± t sin tn« 
eines Wurzelausdrucks (siehe den folgenden a = _JL 

Abschnitt). , . m 

ma = a 
so erhalt man: 

I cos — -+- 1 sin a 1 = COS a + 1 sin a 

\ m ~~ m/ ~~ 

oder, wenn man beiderseits die m te Wurzel 
auszieht und die Seiten dieser Gleichung ver- 
tauscht: 

m 

Vcos a + 1 sin a = cos — 4-isin — 

f — • m ~ m 

n&mlich die zu beweisende Formel 336. 
Formel 337 . . (cosa±*sina)~ m = cos(— t»a)± «sin (—ro«) 

Die Richtigkeit dieser Formel, welche 
ebenfalls eine Erweiterung der Moivr- 
schen Formel 835 ist, kann man wie 
folgt darthun: 

Nach dem Begriff der negativen Potenzen 
ist: _ l 

(COS er + % 8in a) w = ■> —. — r= 

v ' ' (COS a + 1 Bin a) m 

oder, wenn man in bezug auf den Nenner rechts 
die Formel 335 in Anwendung bringt: 

(cos a + i8in «)"■*"= — t-t 

coBma-\-%B\nma 

cos ma — tsintna 



(cos ma-\-i%mm «) (cos ma — i sin iw a) 
cos ma — t sin ma 



cos*m a — i 2 sin 2 ™ o 

oder, da i* = (V^ 1 !")' = — 1 ist: 

cos ma — i sin m a 

~~" cos 2 »! a -f- sin 'fit a 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach 
der Formel 13 für 

sin'ma-fcos'tita = 1 
und dass nach der Formel 32 für 

cos ma = cos( — ma) 
und nach der Formel 31 für 

— sin ma = sin(— ma) 
gesetzt werden kann, so erhält man: 
(cos a + 1 sin «) " m s= cos (—ma) + % sin (— tu a) 
In analoger Weise kann man darthun, dass 
(cos a — t sin a)~ m = cos (— ma) — i sin (— ma) 

ist, womit die Richtigkeit der Formel 337 
bewiesen ist 
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ist 



Formel 338 
Erkl. 324. Nach der Formel 835: 
(cos a ± i sin «)** = cos m a±i sin m a 



(cosa±isina) p = COS — a ±*8in — a 

v J p p 

Die Richtigkeit dieser Formel ergibt 
sich aus den Formeln 335 und 336 und 
in Rücksicht, dass eine Potenz mit ge- 
brochenem Exponenten eine Wurzel dar- 
stellt. 



a). . (cosa+»8ina) m = cos ma + i sin m« 

und 

b). . (cos a — t sin a) m = cos m a — i sin m a 

Durch Addition dieser Gleichungen erhält 
man: 

(cos o + tsin a) m -f- (cos a — i sin a) m = cob ma + i sin ma -\- cos m a — » sin m « 
oder die weitere Formel: 
Formel 339 . . (cos a + * sin a) w + (cos a — i sin a) m = 2 . cos ma 

Ferner erhält man durch Subtraktion der 
Gleichungen a). und b). : 

(cos a 4- i sin a) m — (cos a — % sin a) m = cos m a + i sin ma — (cos ma — t sin m o) 
oder die weitere Formel: 
Formel 340 . . (cos a-\-i sin a) m — (cos a — i sin a) m = 2 t . sin m a 



oder: 



Auflösung. Zur gedachten Umformung 
muss man die Formel 329: 



B. Aufgaben Ober die Umformung komplexer algebraischer Ausdrucke in komplexe 

trigonometrische Ausdrücke. 

Aufgabe 489. Man soll den komplexen 
algebraischen Ausdruck: 

1±V^3 

1 ± i V3 a). . . . a ±. bi = r (cos « ± » sin o) 

in einen komplexen trigonometrischen in welcher a der Gleichung: 

Ausdruck umformen. , % b 

b). . . . . tg a = — 

und r der Gleichung: 

c) r = V^öM 7 ^ 

genügen muss, in Anwendung bringen. Um 
dies zu können, mus s man den gegebenen 
Ausdruck: l + V— 3 so umformen, dass er 
mit der linken Seite a + bi dieser Formel 329 
eine Übereinstimmende Form erh&lt. Zu die- 
sem Zweck beachte man, dass 

d). \±V : ^Z^ 1±VT^I = l + Vs-V^i 

= l±V3-t 

ist, und dass letzterer Ausdruck mit dem 
Ausdruck a±_bi gleiche Form hat. 

Setzt man nunmehr in vorstehenden Glei- 
chungen a). bis c).: 

a = 1 _ 
und b = V$ 
so erhält man: 

1). . . l±V&.% = r(cosa±tain«) 



Erkl. 325. Aus der Gleichung: 

tg a = V* 
erh&lt man «, wie folgt: 



Nun ist: 



log tg o = y log 3 

log 3 = 0,4771213 
.i- 

' 2 



mithin ist: 

a = 60° 



log tg a = 0,2385606 



2). • 
und 

3). . 



tg« = \T 
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Da sich nunmehr nach der Erkl. 825 aas 
Gleichung 2). für den Winkel a der Wert: 

4) « = 60° 

und aus Gleichung 3). für r der Wert: 

5) r = 2 

ergibt, so geht in Rücksicht dessen die Glei- 
chung 1). über in: 

1 ± V$. % = 2 (cos 60° ± % sin 60°) 
und man erhält nach Gleichung d).: 
A). 1 ± V—$ = 2 (cos 60° ± t sin 60°) 



*). Aufgabe 490. Man soll die komplexen Andeutung. Analog der Auflösung der Auf- 
algebraischen Ausdrücke: gäbe 489. 

a). . 1 + yZT oder: \±i 

b). . 22 + 30V rz - 1" „ 22+30* 

c). . 5 + 21/^5 n 5 + 2 VIT. i 
in komplexe trigonometrische Ausdrücke 
umformen. 



C. Aufgaben über die Anwendung der Moivr sehen Formel. 



Aufgabe 491. Man soll die Wurzel werte 
des Ausdrucks: 6 

u m V3 + 4T 

bestimmen. 



Erkl. 326. Aus der Gleichung: 

4 



tg« = 



3 



erhält man « wie folgt: 

log tg « = log 4 — log 3 

Nun ist: 

log 4 = 0,6020600 

— log 3 == —0,4771213 



logtga = 



mithin ist: 

a = 53» 7' 40- 
+8" 
oder: ±5£L 



0,1249387 

9020 

15,8 
17,5 



a = 53° 7' 48,4- 



Auflosung. Da 3 + 4e eine komplexe 
Grösse darstellt, so kann man nach der 
Formel 329: 

a). . . a ± b i = r (cos a + % sin a) 
in welcher nach Antwort der Frage 43 
b) r = V* 2 +1^" ist, 

und in welcher a eiu Winkel ist, welcher der 
Gleichung : 

c) tg a = — 

genügen muss, wenn man in diesen Gleichungen 
a). bis c). 

t* — o 

und 6 = 4 

setzt, jenen Radikanden in einen komplexen 
trigonometrischen Ausdruck von der Form : 
r (cos a ± i sin a) umwandeln. 

Setzt man nämlich in Gleichung b). a = 3 
und o = 4, so erhält man: 

1) r = V^ + 4 1 " 

r = Vüb 
oder: 
A) r = 5 

Setzt man ferner in Gleichung c\ für a und 
b dieselben Werte, so erhält man: 

2) t « a =-3- 

und nach der Erkl. 326 

B^ a = 53° V 48,4- 
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Aus der Gleichung a). erhält man also, wenn 
für a und b die gegebenen und für r und a die 
berechneten Zahlenwerte substituiert werden: 

3). . . 3 +4* = 5 (cos 53° V 48,4"+ »sin 58« 7' 48,4*) 

und in Rücksicht dessen erh&lt man für den 
gegebenen Wurzelwert: 

5 6 

V1T+4» = Vh (cos 58° 7' 48,4- -\- * sin 53° V 48,4') 
oder: 

6 6_ 6 ' 

4). . . V^* + 4» = V r ö.V«08 53 ü 7'48,4-4-t8in53 7'48,4' 

Bringt man nunmehr in bezug auf die zweite 
Wurzel rechts die Formel 336 in Anwendung, 
so erhält man ganz allgemein: 
6 6 - . 

oder: 

5). . . V3 + 4t = ^5~.(cos(l0°37'33,7-4-n.^— )+tsin(l0»37'33^+«--^)) 

Setzt man nunmehr in dieser Gleichung: 
n = 
so erhält man: 

I. . . V3 + 4» = \^5. (cos 10° 37' 33,7- + »sin 10° 37' 33,7- j 

oder wenn man jeden der Summanden in der 

5 _ 

Klammer mit Y*> multipliziert, und wie in 
der Erkl 327 und 328 gezeigt ist, bis auf 5 
Decimalen genau berechnet: 

I» . . VS+Tt = 1,35607 + 0,25442.» 

Setzt man ferner in der Gleichung 5). 
« = 1 
so erhält man: 
5 5_ 

II. . . V3 + 4» = V^-(cos(l0 37'33,7- + 72°) + *8iü(10*37'38,7*+72^ 

oder, wenn man jeden der Summanden in der 

6 _ 

Klammer mit Yh multipliziert und bis auf 
5 Decimalen genau berechnet: 

II» . . V r 3+~4 _ » = 0,17708+1,36832.» 

Setzt man ferner in der Gleichung 5). 
n = 2 
so erhält man: 

5 5 _ 

III. . V^* + 4» = ^5.(cos(10037'33,7-+144 )+»sin(10 3r83,7-+144 J )) 

oder, analog wie vorhin: 

5 _ 

III» . V$ + 4i = — 1,24663 + 0,59125 . » 

Setzt man ferner in der Gleichung 5). 
n == 3 
so erhält man: 
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5 ■ 5 _ 

IV. . . V^3 + 4t = V5.(coB(10°37'83,7-+2l6°) + t8in(10 37'33,7-+2i6 )) 

oder, analog wie vorhin: 
5 

IV» . . V3 + 4 i = — 0,94754 — 1,00290 . t 

Setzt man schliesslich in der Gleichung 5). 
n = 4 
so erhält man: 

6 5 _ 

V. . . V3 + 4» = V5.(co8(10 37'83 l 7-+280 j + *sin(l0 37'33 J 7-+280 )) 

oder analog wie vorhin: 

6 

V*.. YZ^Ai = 0,66101 — 1,21108.» 

Würde man weiter 
Erkl. 327. Den Ausdruck: n = 5, = 6 u. s. f. 

6 oder: n = — 1 , = — 2 u. 8. f. 

V 5 • cos 10° 37' 33,7" setzen, so erhielte man Werte, welche mit den 

kann man wie folgt berechnen: unter den Gleichungen I bis V bezw. I» bis V* 

p Ä -«; Ä u ^ a- * a i a T-« ~ verzeichneten identisch sind, woraus sich 

Bezeichnet man diesen Ausdruck der Kürze er - b daßß der fünften Warzel e iner Zahl 

Halber mit *, so ist: funf und zwar nur f ün f verschiedene Werte 

x = VT. cos 100 87 , 33,7- entsprechen. (Siehe Erkl. 303.) 

log x = — . log 5 + log cos 10° 37' 33,7* 

o 
Nun ist: 

log cos 10° 37' 33,7" = 9,9924894—10 

— H,7 1 u 

- 2,6t- w 



9,9924880— 10 
+ }log5 = y.0,6989700 = +0,1397940 

log« = 10,1822820—10 
oder: 

log* = 0,1322820 

. v . . x 2597 

mithin ist: 



x = 1,35607 lU 



Erkl. 328. Den Ausdruck: 
6 _ 

Vö t sin 10° 37' 83,7- 

berechnet man, wie folgt: 

Da dieser Ausdruck die imaginäre Ein- 
heit: i bei sich hat, so lasse man (siehe 
Kleyers Lehrb. der Logarithmen) diesen Fak- 
tor i einstweilen ausser Acht und berechne 
den Wert von: 

6 _ 

Vö- sin 10° 37' 33,7- 

Bezeichnet man diesen Ausdruck der Kürze 
halber mit x, so kann man dessen Wert wie 
folgt berechnen: 

6 _ 

x s V^5. sin 10° 37' 33,7" 

log * = -=- . log 5 + log sin 10" 37' 33,7* 
5 
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Nun ist: 

log sin 10° 37' 33,7- = 9,2657143—10 

+ 415 (s.Erkl. 329) 

9,2657558 — 10 
* . log 5 = } • 0,6989700 = - 4- 0,1397940 

log* = 9,4055498 — 10 
oder: 

log* = 0,4055498—1 

mv 5342 

mithin : 156 

x = 0,254419 ks 



Erkl. 329. Ans der Proportion: 
1122 : x = 10' : 3,7- 
erhält man: _ mg ^ 

oder: * 10 

x = 415,14 = 415 abgerundet. 



Erkl. 330. Aus den Aufgaben 491 bis 500 
ergibt sich der Satz: 
„Jedem Wurzelausdruck entsprechen 
soviele Wurzelwerte als der Wurzel- 
exponent Einheiten enthält." 



Aufgabe 492. Man soll die Wurzelwerte 
des Ausdrucks: m 

VT 
angeben. Auflösung. Setzt man in der Formel 336: 

*• i i 

Vcos a -+- 1 . sin a = cos — (« + n . 360°) + i . sin — (« + n . 360*) 
wi tu 

a = 0° 
so geht dieselbe, da nach Antwort der Frage 18: 

sin 0° = 
und cos 0° = 1 
ist, über in: 

V"r+i7Ö~= cos — (0° + n . 360°) + i . sin — (0°+ ». 360") 

und hieraus erhält man: 

A , ,7r n.360» , . . ».360° 
A). . . . VI = cos h*.sui 

Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach. 

n = 

n = l 

n = 2 u. s. f. bis n = m — 1 
so erhält man stets einen anderen Wert für 

tn 

Y\ , würde man weiter n gleich einer Zahl 
setzen , die grösser als (m — 1) oder negativ 
wäre, so würde man stets Werte erhalten, die 
unter jenen schon enthalten sind. Hieraus er- 

m 

gibt sich, dass die Vi nur m verschiedene 
Wurzelwerte hat. 

(Siehe die Erkl. 330 und die Aufgabe 493 ) 
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Aufgabe 493. Man soll die Wurzelwerte 
des Ausdrucks: 

8 

berechnen. 



Aullösung. Man benutze die in der 
vorigen Aufgabe aufgestellte allgemeine Glei- 
chung A). : 

.">- n.S60° , . . n.360° 
yi = cos h*.8in 



und setze in derselben m = 3 ; man erhalt 
hiernach : 

.%- n.360° , . . n.360° 
a). . . . VI. = cos g |-t.8in — g 

Setzt man nunmehr der Reihe nach: 
b) . . n = 
c). . . n = 1 
und d). . . n = 2 
so erhält man bezw. : 

3 

1). . . . VT= cos 0° + i . sin 0° 

s _ 
2). ... Vi = cos 120° + ».sin 120° 
und s 

3). ... VT = cos 240* + t. sin 240° 
Da nun: . cosO = +1 
und 8in0° = 
ist, so erhalt man aus Gleichung 1).: 

8 

VT= 1 + i.O 
oder : g 

A). . . . Vl = 1 
Da ferner nach der Formel 20: 

cos(2Ä — a) = — cosa 
für: cos 120°= —cos 60° 
und nach der Formel 17: 

sin(2B — a) = sin« 
für: sin 120°= sin 60° 

gesetzt werden kann, so erhalt man aus Glei- 
chung 2).: 
s_ 

Yl = — cos 60° + 1. sin 60° 

oder, wenn man berücksichtigt, dass nach der 
Aufgabe 8: 



und 



cos 60° = — 



ist: 



ß). . . sin 60° = -^ V% 



oder : 

B). . . yr=— j-(i-iVY) 

Da schliesslich nach der Formel 21: 
cos(2Ä-f-o) = —cos« 
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oder: 



für: cos 240° = — cos 60° 
and nach der Formel 18: 

Bin (2 B + a) = — sin« 
für: sin 240° = — ein 60° 

gesetzt werden kann, so erhält man aus Glei- 
chung 3).: 

Yl = — cos 60° + »-— sin 60« 
8 __ 
Yl = — cos60° — i.60* 

und wenn man die Gleichungen a\ und ß\. 
berücksichtigt: 

oder: 

C). . . VT=_^.(i + ,-Vff) 

Würde man für n irgend eine andre ganze 
positive oder negative Zahl setzen, so erhielte 
8 _ 

man für Vi Werte, welche gleich den unter 
A)., B). und C> verzeichneten sind. Hiernach 

erhält man also für Y\ die drei Wurzelwerte: 
s 

VT--J-(i-<Vf) 

und 

VT=-l(i + ,Y3) 



Aufgabe 404. Man soll die Wurzelwerte 
des Ausdrucks: 

6 

VT 

berechnen. 



Auflösung. Man benutze, analog der 
vorigen Aufgabe, die in der Aufgabe 492 
aufgestellte allgemeine Gleichung A).: 

VI = cos h*«a 

m m 

und setze in derselben m = 5; man erhält: 



a). V'l = cos 



n.360* 



tsin 



«.860° 



5 ' 5 

Setzt man nunmehr der Reihe nach: 

b). . . . n = 

c). . . . n = 1 

d). . . . u = 2 

e). . . . « == 3 

f). . . . n = 4 

so erhält man bezw.: 

6 _ 
1). Vi = co8 0° + t8in0° 

2). Y\ = cos 72° + t sin 72° 



und: 
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Erkl. 331. Nach der Erkl. 170 ist: 
a). sin 36°= — V*10 — 2\^5" 

Da nun nach der Formel 18: 
cos 36° = Vi — sin 2 36 ü 
ist, so erhält man: 

cos 36° 



= l/ 1 6^(10 — 2^5) 



2VI) 



oder: 

b). cos 36»= _* V6 + 2V5" 
4 

Zerlegt man noch den Ausdruck y6 + 2 Vh 
nach der in der Erkl. 143 a angefahrten For- 
mel 1)., indem man in derselben: 

a = b 
und _ _ 

Vb = 2 \f 5, 

also 6 = 20 

setzt, so erhält man: 



3). Vi = cos 1440 + isin 1440 ^jjehd« 

= — cos 36° + 1 sin 36° 
5 _ 

4). Vi = cos 216° + »sin 216° , » « 

= —cos 36° — »sin 36° 
und 

5 _ 

5). Vi = cos 288° + »sin 288° » , . 
= cos 72° — t sin 72° 
In Rücksicht, dass nach Antwort der Frage 18 
cos 0° = + 1 
sin 0° = 
und dass nach der Aufgabe 11: 

cos 72° = -1 {y$- l) 

sin 72° = i-Vl0 + 2V r 5 
und dass nach den Erkl. 331 und 170: 



-VHr+V 1 



6 — 4 
2 ' V ~ 2~ 

= VT+VT 

- 1 + VT 
und man kann hiernach auch setzen: 

c). cos 36° = -1 (yr+ 1) 



und 



und 



cos 36° = -i (Vö + l) 

sin 36° = * VlO — 2 V 5 1 



ist, erhält man aus den Gleichungen 1). bis 5)» 
nach gehöriger Reduktion für die fünf ge- 
suchten Wurzelwerte: 

A). VT=l 

B). VT = 1 (vT- 1) + i • -}-Vio + 2W 

C). VT= - i (VT+ i)+i.{Vio-2VT 

D). vV=-i(vT+i)-i4Vio-2VT 

und 

E). VT = -J- (VT- l) - i. y Viö+2VT 



Aufgabe 495. Man soll die Wurzel- 
werte des Ausdrucks: 



angeben. 



V<r 



Auflosung. Man setze: 

m m 

. Va = Bo- 
eder: 

m mm 

a) Vä= Vä.VT 

m 

und benatze in bezug auf Vi die in der Auf- 
gabe 492 aufgestellte allgemeine Gleichung A). 
Hiernach erhält man allgemein: 

. . *.360°\ 

i.sin f 

m / 



A). . . Va = V*-^oi--— h 



(•iehe die Aufgabe 496). 
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Aufgabe 496. Man soll die Wurzelwerte 

des Ausdrucks: g Auflösung. Bringt man die in der 

\f— vorigen Aufgabe aufgestellte allgemeine 

angeben. V " Gleichung A).: 

y a = Va-lcos — ^isin — - — I 

in Anwendung und setzt in derselben: 
m = 3 
und a = a s 
so erhält man: 

8 8 



\r~r i/-T l «-860° . . . n.860«\ 
V a 3 = V « 3 • (cos — g 1- 1 sm —3—) 

oder: 

«1 i/-r /. «.360° ,. . ».360"\ 
a). . . . y a J = a^cos g h»sin g j 

Setzt man nunmehr: 

b). . . . n = 

c). . . . n = I 

und d). . . . n = 2 

so erhalt man bezw.: 

1). . . . Vö 3 = a(cos0 + tsinO°) 

3 

Va 3 = a (cos 120°+ 1 sin 120«) 

oder nach den Formeln 20 und 17: 
8 

2). . . . V r a 3 = a(— cos 60° + 1 sin 60*) 
und 8 

Vä* = a (cos 240° -f t sin 240°) 

oder nach den Formeln 21 und 18: 

8 

3). . . . Va*= a (—cos 60° — »sin 60°) 

Aus diesen Gleichungen erhält man ferner, 
analog wie in der Auflösung der Aufgabe 493: 
s 

3 V* 3 = a . 1 
oder: 

8 



A). . . . V^" 



3 — 



a* = a 

8 



oder: * 

B). ...V r ^=-|(l-»V3) 
und 8 

oder: 
C). ... Vä"3"= -«(i + l 'V8) 



V* 3 = a. -1(1+1^8) 



1 Aufgabe 497. Man soll die Wurzelwerte 

des Ausdrucks: 

« 

I angeben. 
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Auflösung. Setzt man in der Formel 336: 

Vcos a -j- i sini = cos — (a + n . 360°) -+■ t sin — (a-\-n. 860°) 

a = 180° 
also nach Antwort der Frage 18: 

cos 180° = — 1 
und sin 180° = 
so erhält man die Relation: 

Y~f+77Ö = cos -L (l80°+n.360°) + i sin -Jj- (l80 +*i.360°) 

oder nach gehöriger Redaktion: 



A). 



V=T = 



cos- 



180° 



. (l+2n) + .sini^(l + 2n) 

Setzt man hierin ferner der Reihe nach: 
n = 
n = 1 

n = 2 u. s. f. 
bis n = m — 1 

m 

so erhält man für Y — 1 im ganzen m ver- 
schiedeue Werte (siehe die Erkl. 330 und die 
Aufgabe 498). 



Aufgabe 498. Man soll die Wurzelwerte 

des Ausdrucks: 

s 

V-T 
berechnen. 



Auflösung. Benutzt man die in voriger 
Aufgabe aufgestellte allgemeine Gleich. A).: 



cos- 



180° 



(l+2n) 



-h x sin 



180° 



(l + 2n) 



und setzt in derselben: 

m = 3, also -^ = 60° 

so erhält man: 

3 

a). V— 1 = cos60 (l + 2n)+!sin60°(l-|-2«) 

Wird alsdann in dieser Gleichung der Reihe 
nach: 

b). . . . n = 

c). . . . n = 1 
und 

d). . . . n = 2 

gesetzt, so erhält man bezw.: 

3 

1). . . V— 1 = cos 60° + i sin 60° 

3 

2). . . V— 1 = cos.l80 + tsinl80° 

un <* s 

V — 1 = cos 300°+ «sin 300° 

oder, da nach der Formel 22 

cos 300° = cos 60° 
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und nach der Formel 19: 

sin 300° = — 8in60° 
ist: 

s 

3). . V— 1 = cos 60° — »sin 60° 
Berücksichtigt man nunmehr, dass: 

cos 60° = y 

sin 60» = i- 1^3 

cos 180° = — 1 

und sin 180° = 

ist, so erhält man aus den Gleichungen 1). bis 
3). für die gesuchten Wurzelwerte: 

Q 

A). . . V=T= 1 + i.l^ oder = |(l+V_3) 

s 

B). . . V-f= -1 

und 

C). . . V^T=|-i.|V3"oder =i-(l_^ 



Aufgabe 499. Man soll die Wurzelaus- 
drücke des Ausdrucks: 



oder des Ausdrucks: 

m 

bestimmen. Aullösung. Setzt man in der Formel 336 

TO . i 1 

"^cos a + i. sin a = cos— (a -+- n . 360°) + i . sin— (a + * . 360 r 

« = 90° 
also: 

cos 90° = 

und sin 90° =. 1 
so erhält man: 

yö± i.l"= cos — (90°+ n . 360°) ± i . sin — (90°-j- n . 36ö '> 

oder nach gehöriger Reduktion: 

A). . . y±i = cos— (l + 4n)±t.sin— (l -r^«) 

Setzt man hierin ferner der Reihe nach: 
n = 
n = 1 

n = 2 u. s f. 
his w = m — 1 

m 

so erhält man für \^±.t im ganzen m rer- 
schiedene Wurzelwerte. 

(Siehe die Erkl. 330 und die Aufgabe 500.) 



Ueber die komplexen gonic metrischen oder trigonometrischen Formeln. 



837 



Aufgabe 500. Man soll die Wurzelwerte 
des Ausdrucks: 

5 

VT 

berechnen. 



Auflösung. Benutzt man die in voriger 
Aufgabe aufgestellte allgemeine Gleich. A).: 

vr-«-^(i + 4..) + *.*^(i + 4..) 



90° 
5 



oder = 18° 



und setzt in derselben: 

m = 5, also = 

so erhält man die Relation: 

5 

a). VT= cosl8°(l + 4.«)+t.Binl8°(l+4.n) 
Wird alsdann in dieser Gleichung der Reihe 

nach: b). . . n = 

c). . . n = 1 

d). . . n = 2 

e). . . n = 3 
und f). . . n == 4 
gesetzt, so erhalt man bezw.: 

5 _ 

1). yr=r. cos 18° + i. sin 18« 

5 _ 

2). Y% = cos 90° + i . sin 90° 

5 _ 

Y% = cos 162° + 1 . sin 162° 
oder, nach den Formeln 20 und 17 

3). V^t = — cos 18° + i. sin 18° 

5 

VT= cos 234° + t. sin 234° 
oder, nach den Formeln 21 und 18 

6 _ 

4). Yi = — cos 54° — i . sin 54° 
und 5 

VT= cos 306° + ».sin 306° 
oder, nach den Formeln 22 und 19 

5 _ 
5). Y% = cos 54° — *. sin 54° 
Berücksichtigt man nunmehr, dass: 



cos 18° = - 4 -V 10 + 2 Yb~ 
in 18» = l^-l) 



siehe die Auf- 
gabe 11 



sin 



COS 90° = | 



sin 90° 

cos 36» = ^(yrg+i) 



■iehe Antwort der Frage 18 



sin 36° = i-VlO — 2\^5 
cos 54° = -1 VlO — 2V"5" 
sin 54° = -*- (Y* + 1) 



•iehe die Erkl. 
SSI 



\ nach Formel 
I 16a und 16 ist 
I nftmüch 
l cos 54°= »in 86° 
lond 
'•in54 =coe86° 
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ist, so erh&lt man bezw. aus den Gleichungen 
1). bis 5). für die gesuchten Wurzelwerte: 
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A). Vi = |VlO + 2V5 + i.l(vT-l) 

5 _ 

B). V» = i 

C). VT= - lVlO+2V5+i ■ -j (Vi- 1) 

D). VT= - \ ^10-2^5-» • | (V^+ 1) 
und 



— ^«^- 



Anhang. 

30). Aufgaben über die Herleitung weiterer goniometrischer 

Formeln. 

Anmerkung 13. Die in nachstehenden Aufgaben vorgeführten Formeln sind mit solchen 
Nummern versehen, daas sie im Form ein Verzeichnis bei denjenigen Formeln zu stehen kommen, 
zu welchen sie ihrer besonderen Bedeutung nach gehören. 

*). Aufgabe 501. Man soll die Richtig- 
keit nachstehender goniometrischer Formeln 
nachweisen: 

Formel 282» . . sin a + sin ß + sin (a + ß) = 4 cos -£- cos ~ sin "^ Andeutung. Zu dem Be- 

z z z weis der Formel 232s 

Ma . «-*,.# ^ j • « a ~ß verfahre man wie folgt: 

, 232»» . . sina+8in/J + sin(a — ß) = 4 sin ^ cos -§- cos — ^ Man bringe ^ b€ £ g 

, auf sin a -+- sin ß die 
„ 232« . . sin« + sin/J-sin(a + /») = 4 sin ~ sin -g- sin ^±£ Formel 66 und in be- 
„ -rrv^r/ 222 zug auf sin (a + 0) die 

a Ä o — £ Formel 49 in Anwen- 
*„ 282« . . sina + sin^ — sin(a — ß) = 4 cos y sin ^ cos — ^ düng, dann scheide man 

aus dem für die linke 
. 282. . . *.-*,+ *(.-„ = 4co.-Jcos|sin^ JSSÄ^SÄ 

, 232' . . sin a - sin £ + sin (« + /», = 4 sin \ cos |- cos *±± den Faktor 2»*^ J 

aas und bringe im wei- 
, 282« . . *.-d.H-*(.-fl = -4sin-J.in>.in^> KÜS*™ - " " 

- , - Bei dem Beweis der 

„ 232 11 . . sin « — sin /J — sin (a +/Jj = — -4 cos-^ sin£ cos " ^ Richtigkeit der übrigen 

2 2 2 Formeln verfahr« man 

oooi , - . / _l ^ « <* +0 * * n analoger Weise. 

„ 232* . . COB« + COS/J-|-COS(a±£/ = 4C08— COS-£-C08— =^— 1 

„ 282 k . . coso+cos/J— cos(« + 0) = l±4sin^-sin^-cos Ä -~ 

*). Aufgabe 502. Desgl. der Formeln: Andeutung. Diese Formeln er- 

u.- i ooa , sin « 4- sin ß — sin (a + J) A « ä hält man durch entsprechend* 

Formel 2321 . . —J^ri^* = tg-tg-^ Division der in voriger Auf- 



gäbe erwähnten Formeln. 

«... — -.— r , ..... v ». , f,j i*i* j ™ 

sin a + sin /» •+■ sin (« + 0) — g T ° g_ 2" 



282- B" «-""/» + sin (« + /») = tc f. ctff f±£ 



Anhang. — Aufgaben aber die Herleitung weiterer goniometrischer Formeln. 389 



Formel 232» 
» 282« 
. 232p 



sin « + Bin ß + Bin (« — 0) a ß_ 

sin a -f sin/? — sin(« — ß) ~~ g 2 " C g 2 

sin « 4- 8in 4- »in (« — ) t « t g g — fl 
sin« — sin04-sin(a — 0) g 2 * g 2 

6in«4-sin0 — sin («4-/?) _ t t «+i> 
sina — sin ß + sin («4-0) g 2* g 2 



*). Aufgabe 503. Desgl. der Formeln: 
Formel 282* . . sin 2 «4-sin 2 04-sin 2 (a±0) = 

2 [1 — C08 a . COS . COB (a Hh ß)] 

cos 2 « + cos 2 4- sin 2 (« ± ß) = 
2 [l ±, sin « . sin ß . cos (« ±, ß)] 

sin 2 « + sin 2 + cos 2 (« ±. ßi = 
1 + 2. sin « . sin ß . cos (a ± 0) 

COS 2 «4-CO8 2 04-CO8 2 ta±0) = 

1 + 2 . COS a . COS . COS (« ;£ 0) 

sin 2 « -+■ sin V — ßin 2 (« ± ß) = 
Zp 2 . sin a . sia ß . cos (a + 0) 

cos 2 « + cos 2 — sin 2 (« ± 0J = 

2 . C08 a . COS . COS (« ± 0) 
, sin 2 « + sin 2 /? — cos 2 (a±0) = 

1 — 2 . cos a . cos ß . cos (« ± ß) 

C08 2 a + CO8 2 ~ co * 2 ( a + 0) = 

1 + 2 . sin « . sin ß . cos (« 4 ß) 



282 ' 
232« 
332t 
232" 
232* 



Andeutung. Den Beweis der Formel 232* 
fahre man wie folgt: 

Zuerst entwickle man sich für 
sin 2 « 4- am V 
eine den Formeln 202—207 analoge For- 
mel; man erhält, indem man: 

sin 2 « + sin 2 = 1 — cos 2 « + sin 2 
= 1 — (cos 2 « — cos V) 
setzt und die Formel 205 in Anwendung 
bringt: 
a). sin 2 «+sin 2 /9 = l-cos(a+0).cos(«-0) 

Nunmehr setze man: 

sin 2 « + sin 2 /» + sin 2 (« + ß) = 

1— cos («40) . cos («-/»)+ sin 2 («40) 
= 1— C08(a-j-/*).C08(«— 0)41— COB 2 («+0) 
= 2 — COS (a+ß) . [COS («— ß) + C08 (« + ß)] 

oder nach Formel 68 : 

= 2 — COS («40) .2 . COS a . C08 (— ß) 
= 2[1 — COS a.CO80.CO8(a -\-ß)] 

In analoger Weise beweise man die 
Richtigkeit der andern Formeln. 



*). Aufgabe 604. Desgl. der Formeln: 

sin « 4- *in ß 4- sin y — sin («404y) 



.Formel 253 • 



253t> 



253« 



253* 



253« 



253' 



C08 a 4- CO80 — C08 y — COS(«4-04-y) 

sin «4-sin0 — sin y 4- sin (« 4- ß + ?) 
cos « + cos ß + cos y + cos («4"0 + "/) 

sin « 4- sin04- sin y — sin («4- 4yt 
sin a 4- sin — sin y + sin («4» ß + y) 

cos a 4- cos ß — cos y — cos(«40+r) 
cos «4- cos 04- cos y 4- cos («4-04- y) 

sin a 4- sin ^ + sin y — sin («4~0 + 7) 
C03 a 4- cos /J + cos y 4- cos (a 4- /S -J- y) 

sin « 4- sin — sin y 4- sin («4-0 4 y) 
cos « 4- cos ß — cos y — cos («4-04 "/) 



Andeutung. Durch ent- 

i Ä sprechende Division der 

= tg^±^ Formeln 250-258 erhält 

man die nebenstehenden 

Formeln. 



= tg 



2 

a+ß 



= tg 
= tg 
= tg 



tg ^ 

«4y 



2 

a+ß 
2 

«4-0 



, tg 5±iV +r 



ctg^-ctg 



2 
2 



*+ß — 1 



Andeutung. Den Be- 
B—ßXy wc ' 8 der Richtigkeit 

cos dieser Formeln kann 

4 man analog den Be- 

_„. . , . « «+/S — y • a — ß-\~t weisen der Formeln 
276b: 8in«-cos0-cos y = -4sin-2-cos ^sin ^ 26 e 9 D ? 276 führen. 



*). Aufgabe 505. Desgl. die Formeln: 
Formel 276»: sin «4- cos 04- cos y = 48inyCoa 
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*). Aufgabe 506. Desgl. die Formeln: 



Formel 276°: 
and 



sina + 8in/9- 



sina + 8in/9+Biny 



^-t -«•£*{- 



Diese Formeln kann nu 
durch entprechende Divisionen der For- 
meln 269 bis 272 herleiten. 



» i An *j sm2a-f 8in2/9 + 8in2y 
Formel 276*: . , . ** — ^ 7> - = tgatg/9 

sin 2a + sin 2/9 — sin 2y 



Andeutung. Man benutze die For- 
meln 269 und 270, stelle nach der 
Formel 276 e : (sin a + sin ß + sin y) . (sin a + sin ß — sin y) . Formel 270 für 

_ (sin a — ßi d ß + sin y) 
und 

A „ ( — sin a 4- sin /9 4- sin?) 

4 sin-« 8.nV B.n'y ^^ Fonneln ^ ^ ^^ 

pliziere die erhaltenen vier For- 
meln miteinander. 



*). Aufgabe 507. Desgl. die Formel: 
el 276 e : (sin a + sin ß + sin y) . (sin a ■ 
(sin a — sin/9+8in y) . (-—sin a-(-sin/S-|-8in y) = 



*) Aufgabe 508. Desgl. die Formeln: 
Formel 289* : sin 2 a + sin 2 /9 — cos 2 y = 1 + 2 cos a cos ß cos y 
„ 289 b : sin 2 a + cos ? /9 + cos 2 y = 2 (1 — cos a sin ß sin y) 
„ 289« : sin 2 « — cos 2 p — cos 2 y = 2 cos « cos ß cos y 



Aufgabe 509. Man soll die Richtigkeit 
der 
Formel 341: 

sin a + sin 2 a -f- sin 3a -\ \- sin na = 

. (n-fl)a . na 



Auüösung. Setzt man in der Formel 194: 
cos(a — ß) — cos (« + /*) = 2sina sin/9 
der Reihe nach: 



sin 



nachweisen. 



•). ■ 


• a = ß 


bi. . 


. a = 2/9 


c). . 


.« = 3/9 




U. 8. f. 


d). . 


. « = (n-l)/9 


e). . 


. a = n/9 



so erhält man nach entsprechenden Redak- 
tionen bezw.: 
Erkl. 312. Die Formeln 341 und 342, ebenso cos 0°— cos 2/9 = 2 sin V 

ähnliche Formeln, in welchen die Summe der oaer aa cog Qo = \ j 8t . 
Sinus (oder der Kosinus) von n solchen auf- ' 

einanderfolgenden Winkeln bestimmt werden 1)- . . 1 — cos 2/9 = 2sin 2 /9 
soll, die eine arithmetische Progression 2). . cos ß — cos 3/9 = 2 sin 2/9 sin/9 
(wie a, 2a, 3a...). bilden, kann man in ein- 3) co 8 2/9-cos4/9 = 2sin3/9 sin/» 
facherer und übersichtlicherer Weise mit Hälfe ' ; r : r : : 

der Sinus- und Kosinusreihe herleiten. : : : 

(Siehe Kleyer« Lehrbuch der höheren Beinen.) U. 8. f. 

4). cos (n — 2) ß — cos n/9 = 2 sin (n — 1) ß sin J 
5). cos(n — 1)/9 — cos(n-fl)/9 = 28inn/9 6in r < 

Addiert man nunmehr die Gleichungen 1). 
bis 5). und vertauscht man die beiden Sehet 
der neu erhaltenen Gleichung, so erhält man: 

2sin 2 /9 + 28in2/9 8in/9 4-28in3/9sin^4-«**-2sin(n---l)/9.8in/9-|-2Binn/9.sin/9 = 

1 — cos 2 /J + cos /9 — cos 3 /9 + cos 2 j» — cos 4 /9 -( 

... cos (n— 2) ß — cos nß + cos (n— 1) ß — cos (*-f- \\? 

oder, wenn man auf der linken Seite den Fak- 
tor 2sin/9 ausscheidet und auf der rechten 
Seite die gleichen aber entgegengeset*- 
ten Glieder streicht: 
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2sin/j[sro0 + sin2/* + sin8/H siü(n — l)/* + sinw/S] = 

1 + cos ß — [coa nß + cos (n + 1) ß\ 

Berücksichtigt man nunmehr, dass nach der 
Formel 65a für 

l + cos/9 = 2C08 2 -^- 

gesetzt werden kann und dass nach der For- 
mel 68, wenn man in derselben 
a = nß 

und ß = (n + l)ß 

setzt, für 

(2nA-\)ß 8 
cosn/J + cos(n + l)/5 = 2 cos* ' ' r cos ~ 

gesetzt werden kann, so erhält man in Rück- 
sicht dessen: 

2 sin ß [sin + sin 2/J + sin 3/H sin (n — 1) ß + sin nß] = 

2co.^-2co.^±^co 8 |- 

oder: 

sin ß + sin 2ß + sin Zß -\ sin (n — 1) ß + sin nß = 

ft ß ( ß (2»-f l)ß 
2 cos ^- ^cos ^ — cos - |— ^ 



2sin/9 

Reduziert man den Quotienten rechts und 
bringt die Formel 69 in Anwendung, indem 
man in derselben 

und 

_ (2n+l)/T 



ß = 
setzt, so erhält man: 



2 



cos ■*- •— 2sin v ^ " sin / 1-\ 

sin^-|-sin2/9 + 8in3/S-t-- ..sin(n — l)ß-\-üanß = r — 

oder, wenn man nach der Formel 49a: 

Sin = 2 sin -£- • cos^- 

8etzt und berücksichtigt, dass nach der For- 
mel 31 : 

. / nß\ . nß 

ist, und reduziert: 

. (n-\-l)ß . nß 

sin0+sin2/J + 8in8/*-f-...sin(n — lJ/J + sinn/? = 

8in| 

Setzt man an Stelle des beliebigen Winkels 
ß den Buchstaben a, so erhält man die zu be- 
weisende Formel: 

. (n+l)a . na 
sin 1 ^ sm-^- 

sin o -|- sin 2a + sin 8a + ...sin(n — l)a-f- sin na = 

. a 

•in- 2 - 
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*) Aufgabe 510. Man soll die Richtig- 
keit der 

Formel 342: 

COSa-|-COB2a-|-COS3«-|-...-J-C08tta =s 



C08 



(n+l)c 



nachweisen. 



Sin- 



ti« 



8in- 



Andeutung. Man setze, analog wie in der Auf- 
lösung der vorigen Aufgabe gezeigt wurde, in 
der Formel 193: 

sin (et •+- ß) — sin [a — ß) = 2 sin a cos ß 
der Reihe nach: 



a). . 


. a = ß 


b) . 


. a = iß 


c). . 


. a = Sfl 



d). . . a = nß 
und verfahre im weiteren analog wie in der 
Auflösung der vorigen Aufgabe gezeigt wurde. 



Aufgabe 511. Man soll die Richtigkeit 
der goniometrischen Formel: 

Formel 343 : sin na = n sin a . cos 11 "" 1 a ^ — ){ — - sin 3 a cos n ~ 3 a + 

1 . a • U 



oder der 
Formel 343*: 



n(n— !)(»— 2)(ti— 3)(n— 4) . , n _ 5 
1.2 . 3 . 4 5 } ™'*™ n *" 



sin na = cos n a|ntgc 



n(n-l)(tt— 2) 
1.2.3 



tg»« + 



w(w— l)(n— 2)(n— 3)(n— 4) 
1.2.3.4.5 



tg 5 « — 



n (n— 1) (n— 2) (n— 3) (n— 4)(n— 5) (n— 6) 



1.2 . 3 "". 4 '"."" 5.6.7 tg7fl "J 
nachweisen. 

Auflösung. Benutzt man die in der 
Erkl. 324 aufgestellte Formel 340: 
Erkl. 333. Unter dem binomischen Lehr- , , • • \n / • • \n o- • 

satz yersteht man ein in Worten ausgedrück- (cos «+t sin«)«- (cos« -t sm«)" = 2t. sin** 

tes Gesetz, nach welchem man ein beliebiges und entwickelt die Potenzen rechts nach dem 
Binom in eine beliebige Potenz erheben kann, binomischen Lehrsatz, indem man in der in der 
Dieser Lehrsatz wird allgemein durch die For- 'Erkl. 333 aufgestellten Formel einmal: 
mel ausgedrückt: 

vl(vl \\ a = cos a 

(a±b)»= a»±n.a n -H+?f^a»-H>± und h = isiüa 



n(n-l)(n- 2) 3 

1.2.3 a . ° -!-• 



i in -i , rn ein andermal 



(Siehe Kleyers Lehrbach der höheren Beihen.) 



a = COS a 
und b = — i sin a 
setzt, so erhält man: 



C0S»a-t-n.C08 n ~ 1 cc.t8inaH — \— ^cos n_2 a.t , 8in 7 «-(- 



1.2 
n(n — l)(n — 2) n _ s . 3 . , , 



» — I COS*« — 



ti.cos n 'a.isin«- 



n(n— 1) M _ 2 ., . , 

\ ' COS w Z a.t 2 8in*« — 

1 . u 



w( n^l)(n--2) 3 



1.2.3 



cos- 



8 a.t 3 sin 3 «H = 



2*. sinn« 



Reduziert man diese Gleichung durch Weg- 
lassung der gleichen aber entgegengesetzten 
Glieder auf der linken Seite und vertauscht 
beide Seiten der Gleichung, so erhält man: 



Anhang. — Aufgaben aber die Herleitung weiterer goniometrischer Formeln. 343 



cos*~" ö a . t* sin 8 « -+- 



2i.sinw« = 2n . cos»- 1 « . t sin « + 2 ■ n (n ~ 1} g (n ^ - . cos"- 3 « . <» sin 3 « + 

n n(n — l)(n— 2)(n— 3)(n— 4) n _ 5 .. . . . 
1.2 . o . 4 • 5 

oder, wenn man diese Gleichung durch 2t 
dividiert: 

,v • n-i . , n(n— l)(n— 2) 

1). . . Sinti« = n.cos* 1 a.sin« + — *-= — ' 

n(n— l)(n— 2)(n— 3)(n-4) 
1.2.3.4.5 

und hieraus erhält man die herzuleitende For- 
mel 343, wenn man noch berücksichtigt, dass: 

i>=(V^T)' = -i 

t* = (V) 2 = (— ]) 2 = + 1 u.s.f. ist 

(siehe Kloyere Lehrbuch der Potenzen und Wurzeln) 

Setzt man ferner: 



• cos" 5 « . t* sin 5 a 



Erkl. 334. Für den Fall, dass in der in 
voriger ErkL 833 aufgestellten Formel 6 ne- 
gativ ist, dass man also das Binom (a — b) n zu 
entwickeln hat, so hat man nur zu beachten, 
dass diejenigen Glieder jener Formel negativ 
werden, welche die negative Grösse b in einer 
ungeraden Potenz erhalten. 

(Siehe Kleyere Lehrbuch der Potenzen und Wnrieln). 



n _l COS"« 

COS n l tt = 



COSa 



L n-8„ __ CO»"" 



COS ' "a = 



C08 J a 



n -5 C08"a m . 

COS n a = k— U. 8. f. 

COS J a 

und scheidet dann den Faktor cos"« rechts aus 
und setzt nach Formel 7: 



sin 



cos« 



a A sin 3 « x , ein 5 a 



COS 3 « 

U. 8. f. 



tg r, a 



tg 5 « 



so erhält man: 

n T . n(n— l)(n— 2) A 3 , n(n— 1)(n-2)(n— 3)(n-4) , 5 
in ii. = cos^ntg« 1.2.3 — tgtt + 1.2 3 . 4 . 5 ' 8 *~ 

n (n— 1) (n— 2) (n— 3) (n— 4) (n— 5) (n- 6) 



sin 



1 . 2 



3 .4 . 5 r^-^7— tg7a + * 
nämlich die zu beweisende Formel 343*. 



] 



*). Aufgabe 512. Man soll die Richtig- 
keit der goniometrischen Formel: 

Formel 344: cos n « = cos"« V~ö~^ 8in?a c <>s n ~~ 2 a + 

1 ■ u 



Andeutung. Man benutze die in der 
Erkl. 324 aufgestellte Formel 340: 

(cos « + i sin a) n + (cos a—i sin «) n = 
2 cos na 

n (n — 1) (n— 2) (n— 3) ^^ C08 »-* a und verfahre analog wie in der vo- 

1.2.3.4 rigen Aufgabe gezeigt wurde. 



n(n— l)(n— 2) (n— 8) (n-4) (n— 5) 
1.2.3.4.5.6 

oder der 

Formel 344«: 

COS n a ss COS"a 



sin 6 « cos n "~ 8 « + • 



w(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) "j 

1.2.3.4.5.6 8 a -T"| 



nachweisen. 
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*). Aufgabe 513. Man berechne mittels Andeutung. Man setze in den in den Auf- 
Anwendung der Formeln 343 und 344 die ***><* 511 und 512 erwähnten Formeln der 
Werte für: Reihe Dach: n = 3 

sin 3a, sin 4a, sin 5a, sin 6a, sin 7a w = 4 

und n = 5 

cos 3 a, cos 4a, cos 5a, cos 6a, cos 7a n = 6 

n = 7 
und drücke in den somit für den Sinns der 
Winkel von 8a, 4a , 5a , ... . erhaltenen 
Werten alle vorkommenden Funktionen in den 
Sious aus und reduziere so weit als möglich; 
desgl. drücke man in den nach vorstehendem 
für denKosimiB der Winkel von 3 a, 4a, 5a, ... 
erhaltenen Werten alle darin vorkommenden 
Werte in den Kosinus aus und reduziere so 
weit als möglich. 



Anmerkung 14. Die Anwendung der goniometrischen Funktionen zum Auf- 
lösen quadratischer, kubischer und anderer Bestimmungsgleichungen, des- 
gleichen die Entwicklung der goniometrischen Funktionen in unendliche Reihen 
sind in diesem Lehrbuch der Goniometrie nicht enthalten. — Ueber diese Ka- 
pitel findet man ausführliches in den Kleyerschen Lehrbüchern, welche 
bezw. über die quadratischen und kubischen Gleichungen, über die Richtungs- 
zahlen und über die höheren Reihen handeln. 



«♦-•-♦► 



Formelnverieichnis. 



31). Formelnverzeiehnis, 



A. Goniometrische Hauptformeln, 
a). Die goniometriachen Funktionen. 



Formel 1 . . 


y 

. 8ina = -£- 

r 


n 


2 . . 


X 
. COB a = — 

r 


i» 


3 . . 


. tg « = -«- 


» 


4 . . 


X 
. Ctgce = — 


n 


5 . . 


r 
. sec a = — 

X 


n 


6.. 


r 
. cosec a = — 



y 



► siehe Antwort der Frage 9 



Anmerkungen. 

In den Formeln 1—6 bedeutet 
r die Lange eines beliebigen Stocks 
des beweglichen Winkelschenkels 
vom Scheitel des Winkels a aus 
gemessen; 

y bedeutet ferner die Länge des 
Perpendikels, welchen man von 
dem Endpunkt jener Strecke r 
auf den festen Schenkel fällen 
kann; 

x bedeutet die Entfernung des 
Fusspunktes jenes Perpendikels y 
vom Scheitel des Winkels «. 



b). Uebersichtliche Darstellung der Richtungseeichen 

der goniometri8chen Funktionen, und zwar in der Reihenfolge Sinus, Kosinus, Tangens 

und Kotangens: 



X 



+ 
+ 

+ 



x t 



ff 



(Siehe Antwort der Frage 12.) 



c). Direkte Beziehungen zwischen den goniometrischen Funktionen. 



Formel 7 . . 


. tg a = 

° COS a 


n 


8. . 


C08a 

. Ctg o = — : 

sina 


n 


« . . 


1 
• tga= ctg fl 


» 


9a. . 


CtgÄ - tg« 


» 


10 . . 


. tga.Ctgo = 1 


» 


11 . .. 


1 

. sec a = 

C08a 


» 


IIa. . 


. See a . COS a = 1 


» 


12 . . 


1 

. cosec a =3 — ; — 
sina 


9 


12a. . 


. cosec a . sin a = 1 , 



► siehe Antwort der Frage 13. 
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Formel 13 . 

. 1* • • 

. »■■ 

„ 15» 

• 15". . 

• 15«. 

» 15 d - 

, 15«. 

. 15 f - 

. 15«- 

. 15 h - 

• 15'- 
. 15". 



i 



Sin'a + COS 2 « = 1 

Sinus versus a = 1 — cos a 5 siehe Antwort der Frage 13. 
Kosinus versus a = 1 — sin a ' 
sin a = ± Vi — cos*« 

sin « = ;£ 



tga 



sin a = 



1 
Vi + Ctg'« 

cos « = ± V* — sin 2 « 

. 1 

COS a = ± 



COSa 



tg a = 



Ctg a = ± 



Vl+tg'a 

Ctga 
Vi + Ctg'« 

sing 
VT^Hiin»« 

C08 

V 1 — sin 2 « 



, Vi — cos 7 « 

° — C08 a 



Ctg a = ± 



Sin a 
COS a 



Vi — COS 7 « 



► siehe die Auflösung der Aufgabe 1. 



d). Relationen zwischen den Funktionen eines Winkels und denen seines 

Komplementwinkels. 

sin « = cos (R — a) 

cos a = sin (R — «) 

tg « = ctg(R — «) 

Ctg OL = tg (R — «) 

sec« = co8ec( 
cosec« = sec(R — «) 

e). Die Grenzwerte und das Wachsen und Abnehmen der goniometr. Funktionen. 
I. Die Grenzwerte, welche die goniometr. Funktionen in den vier Quadranten 



Formel 16 . 
» 16*. 
■ 16*. 
. 16*. 

n 16 d - 

. 16«. 



>(R-«) ) 



siehe Antwort der Frage 15. 



Funktionen : 


0° 


! 90° 

i, oder 1J2 

i 


f likel: 

I 180° II 270° 
oder 2R ' oder SB 


i 1 360» 
oder 4B 


Sinus 





! ; + 1 


kreditierte: 

I —1 


;i • o 

i! 


Kosinus 


+ 1 


i, 




— 1 


i +« 


i Tangens 

i 





! -\-<X> 

!0 = ±i) 


'} —oo 

(±00=± 




1} 


1 Kotangens 


(±00 = 


r 

— ,fi. 


— oo | 
(±— ±i).l 


|(±»=±'l 



Formelnverzeichnis. 
IL Das Wachsen und Abnehmen der gonlometr. Funktionen in den vier Quadranten. 



847 



1 
Funktionen: 


Für Winkel 

im 1*« n Quadranten 

(von 0° bis 90°) 


Für Winkel 

im 2* n Quadranten 

(von 90° bis 180°) 


Für Winkel 

Im 3*«» Quadranten 

(von 180° bis 270°) 


Für Winkel 

im 4*en Quadranten 

(ron 270° bie 360°) 


Sinus 


wächst 
von bis +1 


nimmt ab 
von +1 bis ! 


nimmt ab 
von bis — 1 


wächst 
von —1 bis 


Kosinus 

i 


nimmt ab 
von +1 bis 


i 
nimmt ab ; 
von bis — 1 


wächst 
von — 1 bis 


wächst 
von bis +1 


i 
Tangens 


wächst 
von bis +oo 


wächst 
von — oo bis 


wächst 
von bis +oo 


wächst 
von — oo bis 


Kotangens 


nimmt ab 
von +oo bis 


nimmt ab 
von bis — oo 


nimmt ab 
von 4-oo bis 


nimmt ab 

j von bis — oo 



!). Relationen zwischen den Funktionen stumpfer und überstumpfer Winkel 
und den Funktionen spitzer Winkel. 

sin (180°— a) = sin « 



Formel 17 . . . 

oder: 

, 18 . . . 

oder: 

. w • • • 
oder: 

. 20 . . . 
oder: 

• M • • • 
oder: 

, 22 . . . 

oder: 

. 23 . . . 

oder: 
„ 24 . . . 

oder: 

, 25 . . . 

oder: 
» 26 . . . 

oder: 

n M . . . 

oder: 
, 28 . . . 

oder: 
„ 29a. . . 
„ 29b. . . 
„ 29c. . . 
, 29d. . . 
„ 30a. . . 
„ 30b. . . 
„ 80c. . . 
„ 30d. . . 



sin (2R — o) = sin« 

sin (180°+ a) = — - sin a 

sin(2R + a) = — Bin a 

sin (360°— a) = — sin a 

sin (4R — a) = — sin a 

COS (180°— a) = — COS « 

cos(2R— a) = —cos« 
COS (180°+ a) = —cos« 
cos(2R-|-«) = — cosa 

CO8(860°— o) = COSa 
C08 (4R — a) = COS a 
tg (180°—«) = — tga 
tg (2R — a) = — tga 
tg (180°+ a) = tg« 
tg (2R + a) = tga 
tg (860°— a) = — tg« 
tg (4R-a) = — tga 
Ctg (180°— a) ä — Ctga 
Ctg(2R— a) = —Ctga 
Ctg (180°+ a) = Ctga 
Ctg(2R + «) = Ctga 
Ctg (360°— a) = —Ctga 
Ctg(4R — a) = — Ctga 
sin (4R + a) = sin a 
C0B(4R + a) = COSa 
tg (4R+a) = tga 
Ctg(4R + a) = Ctga 
sin (n.4R+a) = sin a 
cos(n.4R-ha) = cos« 
tg (n.4R + «) = tga 

Ctg(n.4R+a) = Ctga 



y siehe Antwort der Frage 20. 



siehe Erkl. 69*. 
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g). Relationen zwischen den Funktionen negativer Winkel und den 
Funktionen positiver Winkel. 

. sin (— a) = — sin « , 



siehe Antwort der Frage 22. 



siehe die Erkl. 74b. 



Formel 31 . 

„ 32 . . . C08 (— a) = COS « 

„ 33 . . . tg (-«) = — tg« 

„ 34 . . . ctg (— a) = — ctg « 

^ n 34a. . . sin [— (4.nR+a)] = sin(— a) 

„ 34b. . . cos[— (4.nR+a)] = cos(— «) 

„ 34c. . . tg [— (4.nR + «)] = tg (— a) 

„ 34d. . . ctg[— (4.nR+«)] = ctg(-a) ! 

h). Relationen, welche zun Beweis der Allgemeingültigkeit der unter d)., !). und 
g). erwähnten Formeln erforderlich sind. 

Formel 35a. . . sin (R + a) = cos a 

„ 35b. . . cos(R + «) = —sin« 

* 35c . . tg (R + «) == — ctg« 

„ 35d. . . ctg(R + «) = — tg« 

„ 36a. . . sin (2R — «) = sin a = cos (R — a) 

„ 36b. . . cos (2R — a) = — cos « = — sin (R — «) 

„ 36c. . . tg (2R — a) =— tg a = — Ctg(R — «) 

„ 86d. . . Ctg(2R — a) == — Ctgo = — tg (R — «) 

„ 37a. . . sin (2R + a) = — sin « = — cos (R — a) 

„ 37b. . . cos (2 R + a) = — cos « = — sin (R — a) 

„ 37c. . . tg (2-R+a) = tg a = Ctg(R — a) 

„ 37d. . . ctg (2R + o) = ctg« = tg (R — o) 

„ 38a. . . sin (3 R — a) = — sin (R — «) = — cos « 

„ 38b. . . cos (3R — o) = — cos (R — «) = — sin a 

„ 88c. . . tg ,3R - «) = tg (R — «) = ctg« 

„ 38d. . . ctg(8R — a) = ctg(R — «) = tg a 

„ 39a. . . sin (3R-j- «) = — cos « 

„ 39b. . . cos (SR + a) = sin « 

» 39c. . . tg (3R + «) = —ctg« 

„ 39d. . . ctg(3R+«) = — tg« 

„ 40a. . . sin (4R — «) = — sin a = — cos (R — «) 

„ 40b. . . cos (4R — a) = cos « = sin (R — a) 

„ 40c. . . tg (4R — a) = — tg « = — Ctg (R — a) 

„ 40d. . . ctg (4R — a) = — ctg « = — tg (R - «) 



siehe Erkl. 75. 



i). Relationen zwischen den Funktionen der Summe oder Differenz zweier Winkel 
und den entsprechenden Funktionen jener einzelnen Winkel. 

Formel 41 . . . sin (a -f ß) = sin a . cos ß -f- cos a . sin ß . . . siehe Antwort der Frage 23. 

„ 42 . . . sin (« — ßi = sin a . cos ß — cos a . sin ß . . . „ „ „ 

„ 43 . . . cos (a + /8j = cos«, cos /5 — sina.sin/J . . . „ „ „ 

„ 44 . . . cos (« — ß) = cos a . cos ß + sin a . sin ß . . . „ „ „ 

tga + tg/3 » 



24. 
25. 

26. 



45 
46 



tg (« + /*) = 



1— tga.tg/9 



tg (« — A 



1-htga.tg^ 



siehe Antwort der Frage 28. 



Formelnverzeicbnis. 
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Formel 47 . . . ctg( a + / S) = «—•«** '~ i ) 

Ctg «-f- Ctg £ I 

> siehe Antwort der Frage 28. 



Ctg(a 



Ctg ß — Ctg « 



k). Relationen zwischen den Funktionen eines Winkels and den Funktionen 
jenes doppelten und halben Winkels. 



Formel 49 . 


. . sin 2 a = 2 . sin et . cos a 


n 


49a. 


. . sina = 2 sin-s- -cos- - 

Li U 


n 


50 . 


. . COS 2« = COS 2 « — sin 7 a 


n 


50a. 


- a . , et 
. . COS a = COS 2 -~ sin o 


n 


51 . 


. . cos 2«= 1 — 2 sin 2 « 


r> 


51a. 


. . cos « =1 — 2 sin 2 ö- 


n 


52 . 


. . cos 2« = 2cos 2 a — 1 


» 


52a. 


. . COS a = 2 COS 2 -£ 1 


i> 


53 . 


••-"Ä 


» 


53a. 


2tg« 

. . tg a =3 


n 


54 . 


6 Ctg l oe — 2 


n 


54a. 


2ctg| 

• . tg o = 

ctg'f-1 


7) 


55 . 


. „ Ctg'a — 1 
•• Ctg2a = 2ctg« 


» 


55a. 


ctg^-1 

. . Ctg a = ?—— 

2ctg| 


n 


56 . 


6 2tga 


n 


56a. 
57 . 


1-tg'f 

. . Ctg a = 

2tgf 


7» 


*\ / 1 — C08 2 a 

. . sm a = y ö 


n 


57a. 


. a 1 f\ — COS a 

. . sin 2 = V 2 


n 


58 . 


l/l4-cos2« 

. . COS« = y 5 


n 


58a 


a *\ /" 1 4- COS a 

• • cos = V 



v siehe Antwort der Frage 29. 
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Formel 59 . 

. 59a. 

. «0. 

, 60*. 

n 61 . 

. 61a. 

' . 62 . 

> 62a. 

. 68. 

. «»». 

. 64. 

. 64a. 

. 65. 

. 65a. 
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COS 2a 



C08a 



COSa 



tg a = 
et 

'«! = 

tg a = 



sin 2 a 

1 + COS 2a 

sin a 
I-hCOÄa 
1 — C08 2fl 

sin 2 a 

1 — COS a 

Bin« 



ctg a = ±+™*± 

° sin 2 a 

A a 1 -|- C08 a 

ctg- 2 = 

Ctg a = 



a 

g 2~ — 1— COSa 

1— C08 2a = 2.sin 2 a 
1 — cos a =2 . sin 2 -^ 



sin a 


sin 2 a 


1 — cos 2a 


sin a 



y siehe Antwort der Frage 29. 



1 + COS 2a = 2.COS ? a 
1 -+- COS a = 2 . COB 1 



1 i 

o ' 



siehe Erkl. 137. 



1). Relationen zwischen der Summe oder der Differenz der Funktionen Sinus and 
Kosinus zweier Winkel und denselben Funktionen der Summe oder der 

Differenz jener Winkel. 



Formel 66 
„ 67 
» 68, 
» 69 



81D a + Sin ß = 2 . 81 Q — X - r - . COS — -: - 

sina — 8in£ = 2. cos — — -»sin — ~- 

Ä a-4-Ä a — £ 

C08a-f-C08/S = 2.C08— ^- -COS r 



siehe Antwort der Frage 30. 



cosa — cos ß = — 2. sin — ^--sin 



2 

a-/9 



B. Goniometrische Nebenformeln, durch welche Beziehungen zwischen den Funktionen 

eines Winkels und den Funktionen des Halben oder des Vielfachen jenes 

Winkels ausgedrückt sind. 

1 — COS 2a . , . r , , 01 

= tga ... siehe Aufgabe 121. 



Formel 70 

■ 71 
• 72 

n 73 



sin 2 a 

1 + COS 2a 

--^ü~ - = c, «° 

sin a a 

l^^ÖTa" ~~ g T 

sin a a 

1 4- COS a ~ g ¥ 



siehe Aufgabe 122. 



95. 
95a. 



127. 



Formelnverzeichnis. 851 

Formen* .. . ^ + C08 ^ g = ctg*« . . . siehe Aufgabe 123. 
1 — COB 2 a 

1 — cos 2« A , \ 

» 75 -'- l + CO»2« =tg " 124 

76 l-cos« = tÄ '- 

" 7 °" ' 1+cosa tg 2 ' 

„ 77 . . . 2 sin 2 «. ctg a = sin 2a . . . „ ,, 125. 

„ 78 . . . (l + cos2a)tga = sin2a . . „ „ 126. 

„ 79 . . . 2cos'a.tga = sin 2a 

„ 80 ... (1 — cos 2a) ctg a == sin 2a 

„ 81 . . . (sin a + cos « + 1) . (sin a + cos a — 1) = sin 2a . . . siehe Aufgabe 128. 

„ 82 . . . (cos a + sin a) . (cos a — sin a) = cos 2a „ „ 129. 

9 83 . . . Ctga ~ tgtt = cos 2a . . . siehe Aufgabe 130. 
* Ctga + tg« 

• **--*d^ = tg2 2 a I . „ isi. 

. 85...tga + Ctga = - s A_ ( 

l_tgä5. 

, 86 . . . = cos «... . , , 132. 

i+tg'f 

. ^•■ T ¥! g v ==sin2 ° j 

„ 88 ... «ctg« =Bin2n f 

- *0...|^i = cos 2o ] 

„ 91 . . . Ctga — tga = 2.Ctg2a . . „ 134. 

1 



™ ' ' SlDa " ö 2 

9 

93 . . . = sin a 

tgY + ctgy 

l-tg'-J- 

94 . . . = cos a 

1+tg'l 



tg-ö" = Ctga . . . „ „ 135. 



136. 



1 — sin a — (cosy — sin -^) | 

(* 

96. . . l + sina= (siny + coByj | 

■ / n 

96a. . . V 1 + sina = siny + cosy ] 

97 . . . sin 3a = 3sina — 4sin s a . . „ „ 139. 

98 . • . COS 3a = 4C08 s a — 3c08a . . „ „ 140. 



137. 



138. 
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Formel 99 . 

. 100 . 

. ioi . 

. 102. 

. 10S. 

. 104. 

. 105 . 

» 106. 

. 107. 



. . sin 4o = 4 siii a . COB*a — 4 sin 3 a . COS a 
. COS 4 a = 8 C08 4 a — 8 COS 2 a -+- 1 

. sin 5 a = 5 sin a — 20 sin 3 a -f" 16 *ui s * \ 

. C08 5a = ÖCOSa — 20 C08 3 a -j- 16 COS r, a J 

• tg 3a - l-3tg'a 

__ 4tga — 4 tg 3 a \ 
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„ 266 .. cos 2 « — cos 7 ß = sin (/* — «). sin y „ „ 227. 

n 267 . . (sin « — sin ß)* + (cos « + cos ß) 1 = 4 sin 2 -^ \ 



. . (8in« + 8in£) 2 — (cos0 — cos«)* = 4cos 2 -|- \ 



228. 
2 

„ 269 . . sin « + sin 0-j-siny = 4coSy • cos-|-.cos-|- . . . . „ „ 229. 

„ 270 . . 8in«+sin£ — siny == 4 8iny «sin — cosy . . . . „ „ 280. 

„ 271 . . Bin 2« + sin 20 + sin 2y = 4 sin a .sin ^S. sin y . . . . „ „ 230. 

„ 272 . . sin2« + sin2/J — sin2y = 4 cos« .cos/9. sin y , . . . „ „ 280. 
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Formel 273 . 
. 274. 
. 275. 
» 276. 
„ 276a. 



cos a + cos ß + co» y = 1 + 4 iUi -n ■ 8 ' n jf • s ' n "o" 

cos 2a + cos 20 + cos 2y = — (l + 4co8<r.cos/S.cosy) | ^^ Aufgabe , 

ol 3 y 

. cos « + coß ß — cos y = — 1 + 4 cos-«r- • cos £- • sin^- 

. cos 2« + cos 20 — cos 2y = 1 — 4 sin « . sin ß . cos y 

« 



j:-co8 c -f- | " y 



276b. 
276c. 

276d. 

276 e. 

277 . 

278 . 

279 . 

280 . 

281 . 

282 . 



a -4- 8 • 
sin a + cos ß + cos y = 4 sin -~ • cos "^ ' 

. . o «+0 — y . a~ ß+y\ 
. sin « — cos ß — cos 7 = — 4 sin-g- • sm — -j — - • sin £ ' ' \ 

sin g + sin ß — sin y __ _«_ ^ 
' sin a + sin ß + sin y ~~ g 2 " g 2 
6in2o-Hsin2/J + 8in2y 

: — f- — ! '— — : tff a . tff 8 

sin2a + 8in2/J — sin2y B 6r 

. (8ina+8.n0+siny).(8ina+sin0 — siny).(8in«— -sin/S+siny) 
( — sina+8in/?+siny) = 4sin 2 «.sin 2 /}.sin 2 y 

sin r 

. tg« + tg/J = 2— — 

ö ' er cosa.cos/9 

sin y 

. ctga+ctg/J = — V- — 

° ' r sin«, sin 

. tga + tg£+tgy = tga.tg/S.tgy 

. tg2« + tg2/J + tg2y = tg2«.tg2/5.tg2 r . 
. Ctg a + Ctg £ + Ctg y = Ctg « . ctg ß . ctg y I 

ßin y 



8. Attfg. 505. 



siehe Aafg. 506. 



507. 



a 8 

t «2- + t «T 



tg-f + tg-A- 



810 a 



282. 

233. 



235. 



28S 



284 



285 . 

286 . 

287 . 

288 . 
289. 
289a. 
289b. 

>c. 



. ß , * 7 8 > n « 

ctgf + ctg| 



ctg- 2 +ctg-|- 



ctg ¥ + ctg-^ 



cos 



ß — y 



ctg-|- + clg|- ctg|- + ctg|- 

sin« + sinÄ Ä A y 

£- = cos « . cos ß . tg-£- 

sec a -f sec r ° 2 



sin 



290 . 

291 . 



. sin 2 « 4- sin 2 -+- sin'y = 2 (1 -f cos a . cos ß . cos y) . . 

. sin 7 * + sin 7 ß — sin 7 y = 2 sin«. sin/J. cosy ) 

. cos 7 a + cos 7 /J + cos'y =1 — 2 cos « . cos . cos y ' . . 

. cos 2 « 4- cos 2 /? — cos'y =1 — 2 sin a . sin ß . cos y l 

. sin 7 « 4- ßin'/? — cos 2 y = 1 4- 2 cos a . cos £ cos y 

. sin 2 « + cos 7 + cos 2 y = 2 (1 — cos «. sin £ . sin i 

. sin 7 « — cos ? /S— cos 2 y = 2 cos« . cos/9, cosy 

.tg|.tg{ + t g |.tg| + tg^tg|= 1 

. Ctg«.ctg/S + ctga.ctgy+Ctg/?.ctgy = l 



:osy \ 
siny) ) . . 



230. 



237. 
23S. 

239. 

50:. 

24'.' 
241. 



FormelnrerzeichniB. 
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Formel 292 . 



. 298 . 



294 . 
294a. 

295 . 
296a. 

296 . 
296a. 

297 . 
297a 

298 . 
298a. 

299 . 
299a. 

300 . 

301 . 

302 . 

303 . 

304 . 

305 . 
306. 
307 . 
308. 

309 . 

310 . 

311 . 

312 . 

313 . 

314 . 

315 . 



« . ß y , . « ß 7 , «. 

sin - 2 - • Bin ^ • cos ^ + sin ^ . cos -§- sin ^ + cos y • sm 

a ß y 
COS ^ -008-^-. cos '- 

• a ß 7 • a ' ß 7 • a ß • y 

siny.cos^-cos^ + cosynn £ .cos-^ + cos^ .co8-£.8in-£ = 



•sin-£ = 



siehe Aufgabe 242. 



1 + Biny.8in£.8in|- 



siehe Aufgabe 243, 



G. Cyklometrische Hauptformeln. 



a ss arc (sin = m) 
a ss are sin m 
a ss arc (cos = m) 
a ss arccoBm 
a ss arc (tg = m) 
o ss arctgm 
a ss arc (ctg = ro) 
a ss arc Ctg tu 
a ss arc (8ec = ro) 
a = arcsecm 
a ss arc (cosec = m) 
a = arc cosec m 



► siehe Antwort der Frage 40. 



>-/l 



wenn « den Bogen 
bezeichnet, dessen 
Sinus = tu ist. 

Siehe Erkl. 313. 



arc (sin = m) ss (2 n + -£-) 180« + (^ . 180»- «) Grad 

arc sin (= t») ss (2 n + -=-)* + y (* — «) Längeneinheit 

arc (cos = ro) ss 2n . 180° ± a Grade 

arc (cos = ro) ss 2nn±a Längeneinheiten 

arc(tg = ro) ss a + n. 180° Grade 

arc(tg = m) ss a -\-n.7t Längeneinheiten 

arc (ctg = ro) ss a + » . 180° Grade 

arc (ctg = ro) ss a + n . 7* Längeneinheiten 

arc sin (= ro) ss arc (cos = V^l — ro 2 ) siehe Aufgabe 475. 

arc (cos = ro) ss arc (sin = Y\ — ro 2 ) 

arc (ctg = ro) ss arc (tg = — J . 

arc (tg = ro) ssarcctg(=- J 

arc (cos = ro) ss arc ( tg = y - a - — 1 ) . ... 
arc (tg = ro) ss arc (cos = ->-=. — ) ..... 

arc (sin = ro) ss arc (ctg = y — y — 1 J i 

(ctg = ro) ss arc (sin = T/ -=r -) ) 
. * V 1 + ro* ' 



476. 
477. 

478. 
479. 
480. 

481. 



arc 
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Formel 316 . 

„ 317 . 

n «». 

. 319. 

. 320. 

„ 321 

. 322. 

„ 323 

n 324 

. 325 

„ 326 

n 327 

. 328 



Formel 329 



Biehe Erkl. 314. 



. sin arc (sin = ro) = in 

cos arc (cos = m) = m 

tg arc (tg = m) = m 

ctg arc (ctg = m) as m 
. arc Bin (= w) -j- arc (sin = n) = arc sin (= «Vi— n* + n\fl — tn 1 ) s. Aufg.482 
. arc (sinr= tn) — arc (sio = n) ss arc sin (= mV*!— »' — » VT^ ro 2 ) 
. arc (cos = tn) ± arc (cos = n) = arc (cos = mn + V(l— »*) (1— n 2 )) I 

/ »±n \ I „ 483. 

. arc(tg==w)±arc(1«==n)==arc^tg== T _ : -— ) ) 

l mn + 1 \ I 

. arc (ctg = m) ± arc (ctg = n) =s arc ^ctg = n + m ) J 

• 2 arc (tg = m) = arc (tg = -,——,-) siehc Aufgabe 484. 

. arc(Bin = m)±arc(8in = w) = arc(cos = Vl-«» 2 .Vl— n 2 + m.n) „ 485. 



330 

331 . 

332 . 

333 . 

334 . 

335 
336 

oder 
337 



339 
340 



arc sin (= m) -f arc (cos = m) = -^n oder = 90° 
. arc (tg = m) + arc (ctg = m) ss -^ n oder = 90° ] 

H. Komplexe trigonometrische Formeln. 
(Mol rre sehe Formel.) 

. a ± o» = t (cob a + i . sin a) 
oder: = r [cos («° -f n . 360°) ± t . sin (a° + » . 360°)] 
veno : - 

a). . . tg« = a 

und 

b). . . r = V"a 2 +& 2 ist. 

. (cos a + »-Bin a) . (cos « — t.sin a) = 1 

. (cosali*.sina).(cos/J±*.sin/J) = cos (a+/9)± t.sin (a-|-/J) 
. (cos<x± t.sinaJ.fcos/Jipt.Bin^) = cos(a— ß) + t.sin (a—ß) 
. (cosa±t.sin«).(cos^±i.sin/S).(coBy±t.siny) = 

cos(« + ß + y)±i. sin (a + ß + y) 
. (cosa±isin«).(co8^±isin/5).(coBy±;»sin>').(co8<f±*sin^).(.. 
....) = co%{«+ß+y+*+-->)±iti*[a + ß+y+*+.-) 
. (cos « + t.sin a)** = cos t»a:t t.sin roa 

,"/ — — 1 ^ • • 1 

. V cos a •+■ t . sin « = cos a :£ t . sin — « 
▼ — mm 

= cos — (a°+ n.360°) ± t . sin— (a°+ n.860°) 

. (cosa±tsina) — w = cos(— wa)±tsin(— ma) 

, . . Jß f» , . . w 

. (cos a -*- » Bin «r = cos— a + tsin- « 
JP P 

. (coBa+t.8ina) m 4-(cosa — i.sina) m = 2.C08t»a 
. (cosa+».8ina) w — (cosa— i.Bina) w = 2t.sinroa 



. . Biehe Aufgabe 486. 



siebe 

^ Antwort 
der 
Frage 45. 



Moiyresche 
Formeln 



siehe Erkl. 324. 



Formelnverzeichnis. 353 

J. Reihenartige goniometrische Formeln. 

Formel 341 . . sin « + sin 2« + sin 3« + .... + sin n « = 

. (n + 1)« . na ) 
2 2 > siehe Aufgabe 509. 

B,n 2 ' 

Formel S42 . . cos « + cos 2« + cos 3« 4- + cos n a = 

(n + 1) a na j 

cos a cc-B-g- I ^^ Aufgabe ßl0 

« 1 

B,n 2 ' 

„ 843 . . Bin na = nsin er . cos" -1 « + ~ ^ l) ^J — «n'a cos*" 8 « + \ 

»(»-!)(— 2) (n-*) («-4) . , vi* , J 

"lTTT 8Tr.~r s,nK cos « + . . I giehe 

oder: \ Aufg. 

„ 343a. . sin na = cos" « [n tg « - 2*^ % !lz* tg>« + 4 511. 

n(n-l)(n-2)(n-3 Un-4) ft n (»-!) (n - 2) n-8) (n-4 ) (« - 5) (i-g) t 7 ll 

1.2 . 3 . 4 ." 5 ^ a 1.2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 8 " # "J/ 

» 344 . . cos n « = cos" « - ^ ■ sin' « cos *~* a + ^"- T 1 * (w ~ 2) ^ - 

sin*« cos n " 4 a - ^ - 1) (tt -2jfr-3)_(n--4) (»t-j) ^^ c08 «-6 ff , I sie he 

1.2.3.4.5.6 \ • - ^ 

oder: \ Aufgabe 

„ 344a. .cos«« = «•« [l — »^ t g? a + ^^ 2 ^^ ig*« -- ' ^12. 

n (n-1) (w-2) (n - 8) (n - 4) (n-5) . - , "I 

1.2. 3. 4. 5. *6 ** ' J 

32). Verzeichnis einiger specieller, oft yorkommender und 
in diesem Buch berechneter Werte goniometrischer 

Funktionen. 

1). sin 7°30' = yV^V^+V 3 oder = 0,1305250... siehe Erkl. 168 

2). sin 9* = ]-\A- ^10 + 2^5. . . . „ =0,15643... . 

3). sinlin5'= {^2-^2+^2 „ =0,19509... J „ „ 166 

4). sin 15» = y ViT-^V"if „ =0,2588190... 

5). sin 18° =7(^5"—!) n =0,30901699... „ Auflös. d. Aufg. 11 

6). sin 22<>30'= {V*^* » =0,3826834... „ „ „ „ 10 

7). sin 27' = {-^(^0 + 2^5-^(^5-1)) „ = 0,45399050... „ Erkl. 171 

8). Bin 30° = l n =0,5 ... „ Auflös. d. Aufg.8 

9). sin 36° =^10^2)/^ „ = 0,587758525... „ Erkl. 170 

10). sin 45° = {V"2~ „ =0,7071 „ Auflös. d. Aufg. 9 
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ii). sin 48° = lyiö^TäyT+l- ys . (yi - i) 

12). Bin 60° = \V$ 

13). sin 67»30' = iV^+Y? . 

14). sin 72° = lyiO+^VT 



15). cob 15» = ^fj^y^ der = j (^6 + V*) „ 

16). cob 18° = 1^10 + 2^ 

17). cos22°30' = 1^2+^2" 

18). cos 80» = 1^3 . . . 

19). cos 45» = \V% 

20). cos 60° = I . . . . 



21). cos 67<>30'= iV2-Vlr 
22). cos 72» = 1(^5"- l) . 



23). tg 18» = -J-V25 - 10V?= V"" 1 ~ IV*" 

24). tg 22030'= \^2~— 1 

25). tg so« = yyw 

26). tg 45° =1 

27). tg 60° = V* 

28). tg 67°30' = V%+\ 

29). tg 72° = ys + 2y£ 



30). ctg 18° = ^5 + 2^ 

31). ctg 22°30' = V"2"+ 1 

32). ctg 30° = V3" 

33). ctg 45° =1 

34). ctg 60» = \Y'S 

35). ctg67°30' = V* — 1 

36). ctg 72° = ^25^- 10V^= y 1 — -|Vo~ 



0,743 n 


» 


ff 


ff 


74 


0,866025404... „ 


n 


ff 


ff 


8 


0,9238795... „ 


» 


ff 


II 


10 


0,95105652... „ 


» 


ff 


ff 


11 


0,9659258.... ^ 


ff 


ff 


n 


167 


0,95105652... „ 


ff 


ff 


» 


11 


0,9238795... „ 


» 


ff 


1» 


10 


0,866025404... „ 


ff 


ff 


ff 


8 


0,7071... . „ 


» 


ff" 


» 


9 


0,5 . • • „ 


» 


ff 


ff 


8 


0,3826834... „ 


» 


ff 


ff 


10 


0,30901699.. „ 


» 


ff 


ff 


11 


0,32491970... „ 


ff 


ff 


11 


11 


0,4142136... „ 


» 


ff 


ff 


10 


0,577350269.... 


n 


ff 


11 


8 


l . . . - . 


ff 


ff 


n 


9 


1,732050808 . „ 


ff 


ff 


i) 


8 


2,4142136... „ 


1» 


II 


ff 


10 


8,07768354... „ 


ff 


ff 


» 


11 


3,07768354... n 


» 


ff 


ff 


11 


2,4142136... „ 


» 


ff 


n 


10 


1,732050808... „ 


ff 


ff 


» 


8 


1 • • • • „ 


ff 


ff 


V 


9 


0,577350269...,, 


n 


ff 


n 


8 


0,4142136... „ 


ff 


ff 


» 


10 


0,32491970... „ 


9 


ff 


9 


11 
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_ Vollständig gelöste 

Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

Angabe und Entwicklung der benutzten Sitze, Formeln, Regeln in Fragen und Antworten 
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ifCJ! ^e, syntheüschen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
™*tÄ* Jl eiyen 1.1 er ? h Z? lk ' T 6 *^» Graphostatik, Chemie, Geodäsie, Nautik, 
mathemat, Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Straften-, Eisenbahn-, Wasser-, 
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Studium, zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
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Dr. Adolph Kleyer, 

Ingenieur und Lehrer, Tereideter könJgl. preuse. Feldmesser, vereideter groub. Uessiselier 
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in Frankfurt a. M. 
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— OiOM Aufgabensammlung erscheint fortlaufend, monatlich 3—4 Hefto. — 
Die einzelnen Hauptkapitel sind mit eigener Paginierung versehen, so dass Jedes derselben einen Band bilden wird. 



9 Die ei 



| * Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte 1 — 160 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in S— 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie , des Maschinen-) Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbaues, des konstruktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit rieten Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwlekelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., bo dass die Losung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ißt, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand de« 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. nnd IL OnL, gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Priratschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschules, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Vorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulea, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als s. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- nnd Offlzicrs-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in deu meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs* 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen iuk 5 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart Die Vorlagshandlung, 
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erläutert durch 
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der Rechenkunst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphärischen 
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Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
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Studium, zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dr. Adolph HJeyer, 

Ingenieur und Lehrer, Tereideter konigl. preutt. Feldmesser, vereideter grossh. hessischer 

Qeometer L Klasse 

in Frankfurt a. M. 
unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 

Goniometrie. 

I Seite 1—16. 

S] Inhalt: 

S] Von den Winkeln im allgemeinen. — Bestimmung der Lage eines Puuktes in einer Ebene. — Feststellung 
g der Qrftsse eines Winkels durch das Verhältnis zweier Strecken. — Die gonlometrischen Funktionen. — Ab- 
H hängigkeit der gonlometrisoben Funktionen von einander. — Aufgaben. — Lineare DarsteUung der gonio- 

metrischen Funktionen am Kreise. 




Stuttgart 1882. 
| Verlag von Julius Maier. 

s ^— Dieso Aufgabansammlung erscheint fortlaufend, monatlich 3-4 Hefte. ^— 

|j Die einzelnen Hauptkapitel sind mit eigener Paginierung versehon, so dass jedes derselben einen Band bilden wird. 

Gesetzlich geschlitzt gegen Nachdruck oder Nachahmung dieses Systems. 

Uebersetzungen in fremde Sprachen vorbehalten. 

Mt* Das auf der Rückseite abgedruckte Inhalte-Verzeichnis der nächsten Hefte wird gefälliger 

RAflrhfunn rnnnfnhUn. *^fesff 




Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich 
in 3— 4 Heften zu dem billigen Preise von 25 $ pro Heft und bringt eine Samm- 
lung der wichtigsten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesammtgebiett 
der Mathematik, Physik, Mechanik, math. Geographie, Astronomie, de* 
Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Brücken- und Hochbaues, des konstruk- 
tiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig gelöster Form, mit vielen 
Figuren, Erklärungen, nebst Angabe und Entwicklung der benuteten Sätze, 
Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung Jeder- 
mann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte 
erschienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesammtheit ergänzen und alsdann 
auch alle Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besondert i 
selbstständigen Kapiteln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche 
der eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben 
des Studierenden überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für der 
Schulunterricht benutzt werden können. — Die Lösungen hierzu werden später ic 
besonderen Heften für die Hand des Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eine: 
jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen ud<I 
erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch 
naturwissenschaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen 1* 
und II. Ord., gleichberechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschnle*. 
Gymnasien, Realgymnasien, Progymnasien, Schullehrer-Seminaren, Poly- 
techniken, Techniken, Baugewerkschulen, Gewerbeschulen, Handelsschalen. 
techn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbl. Fortbildungsschulen, 
Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, Militär 
schulen, Vorbereitungs-Anstalten aller Arten, als z. B. für das Eiiyähriz- 
Freiwillige und OfQziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, techni- 
schen und naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für 
Schritt gelöste, Aufgabensammlung immerwährend an ihre in der Schule 
erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. erinnert und wird ihnen hiermit der 
Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen derjenigen Aufgaben gezeigt. 
welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch die über- 
aus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt 
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